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ABSTRACT

Equations of motion of thin-walled composite H-type cross-section beams exposed to concentrated 
harmonic and non-harmonic time-dependent external excitations, incorporating a number of 
nonclassical effects of transverse shear, primary and secondary warping, and anisotropy of constituent 
materials are derived. The forced vibration response characteristics of a composite H-type 
cross-section beam exhibiting the circumferentially asymmetric stiffness(CAS) configuration are 
exploited in connection with the structural bending-torsion coupling resulting from directional 
properties of fiber reinforced composite materials.

* 
1. 서  론

인공위성, 항공기, 우주선, 잠수함 및 건물 등과 

같은 구조물들은 운전 기간 동안 열충격(thermal 
shock), 폭발, 충격파, 지진 등 다양한 동적하중(time 
dependent loads)을 받는다. 특히, 차세대 항공 우주

선 등은 보다 높은 구조 강성을 요구하고 가혹한 환

경에서 동작해야 하기 때문에 이러한 동적 충격에 

대한 응답을 이해하는 것은 매우 중요하다.  
섬유강화복합재료(fiber-reinforced composites)는 

높은 강도(strength) 및 강성(stiffness), 내부식성, 높은 

피로수명, 낮은 열팽창률 등의 장점 때문에 토목, 건

축, 기계, 항공우주 산업 등에서 광범위하게 사용되

고 있다. 특히 개방형 단면(open-section beam, OSB)
을 갖는 보는 인공위성 및 우주선에 설치된 붐

(boom), 항공기의 날개, 헬리콥터의 로터, 잠수함 
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및 건축물의 지지 골격 등에서 쉽게 찾아 볼 수 있

다. 이러한 복합재료 구조물은 재료의 이방성(ani-
sotropicity) 특성으로 인해 횡전단 효과, 와핑효과, 
연성효과와 같은 비고전적요소(non-classical effects) 
들이 구조물의 동특성에 중요한 영향을 미친다.

복합재료 구조물의 응답에 관한 연구는 복합재 판

이나 셸 및 보(solid beam)에 관한 연구가 대부분이

다. 1980년대 말경 Birman, Cederbaum 및 Librescu(1~3)

는 복합재료 판에 충격파 및 불규칙 가진이 작용할 

때 복합재료 판의 동적응답에 관한 연구를 수행하

였다. 또한 Librescu 및 Icardi(4,5) 등은 비행기의 날

개 형상을 복합재료 솔리드 보로 모델링하였고 보

에 충격파가 작용할 때 보의 동적응답에 관한 연구

를 수행하였다. 최근 구조물의 경량화의 중요성이 

대두되면서 몇몇 연구자들은 구조물을 복합재료 박

판 보로 모델링하기 시작하였다. Song, Librescu, 
및 Na(6~8) 등은 비행기의 날개 등을 폐단면형 복합

재료 박판 보로 모델링하였고 외부 하중에 대한 동

적응답에 관한 연구를 수행하였다. 그리고 Kim 및 

Lim은 회전 및 병진 운동하는 보의 동적 거동에 
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관한 연구를 수행하였다(9,10).
현재까지 복합재료 구조물의 동적응답에 관한 연

구는 주로 복합재 판 및 폐단면형(closed-section) 
박판 보에 대해서 많은 연구가 진행된 반면, 개방형 

단면의 복합재료 박판 보에 대한 연구는 상대적으

로 미진한 상태이다. 
H-형 단면 복합재료 박판 보에서 상판과 하판의 

섬유각 방향을 비대칭적으로 적층하면 굽힘과 비틀

림 운동이 상호 연성되는 CAS(circumferentially 
asymmetric stiffness) 특징을 나타내게 되며 이러한 

특성을 구조적 테일러링에 이용한다. 이 논문에서는 

전단효과, 와핑구속, 연성효과 등을 고려하여 CAS 
형태의 H-형 단면 복합재료 박판 보를 모델링하여 

운동방정식과 경계조건을 유도하고, 조화하중 및 비

조화하중에 대한 동적응답 특성을 고찰 ‧분석하였다. 

2. 개방형 단면 보의 운동방정식

H-형 단면 보는 전체좌표계(global coordinate)로 

보의 길이 방향 축을 z축으로 하는 (x,y,z) 좌표계

를 설정하였으며, 보의 단면형상을 정의하기 위해 

국소좌표계(local coordinate)인 (n,s,z)를 설정하였

다. 여기서 n과 s는 각각 윤곽선(단면의 중앙선, 
contour line)에 수직 및 접선인 단위벡터를 나타낸

다. Fig. 1은 H-형 단면 보의 CAS 형상을 나타내고 

있다. 
복합재료 박판 보의 운동방정식을 유도하기 위해 

다음과 같은 가정을 사용하였다. 

Fig. 1 CAS configuration of the H-beam

(a) 보 단면의 윤곽선 평면은 변형되지 않는다.
(b) 1차, 2차 와핑 구속 효과를 고려한다. 
(c) 횡 전단 변형을 고려한다. 
(d) 원주방향 합응력 는 다른 방향 합응력에 

비해 무시할 정도로 작다. 
위의 가정을 기본으로 하여 3-D 탄성 문제를 박

판 보 1-D 문제로 변형할 수 있다. 3-D 변위 벡터 

항은 다음과 같이 쓸 수 있다.

  (1a)

  (1b)







 










 




′  
(1c)

식 (1a~1c)에서   는 x, y, 
z축 방향 즉, 횡방향, 종방향, 인장방향 병진변위를 

나타내며,  ,  , 는 x, y, z축에 대

한 횡전단, 종전단, 비틀림 회전변위를 나타낸다. 식 

(1c)에서 ′은 비틀림률(rate of twist)을 의미한다. 
또한 와 는 각각 1차 및 2차 와핑을 나

타내며 는 다음과 같이 표현된다. 






 (2)

여기서, 적분은 H-형 보의 단면 형상을 따라 s의 

함수인 을 선적분을 의미하며, 는 적분하기 위

한 dummy 변수이다. 과 는 다음과 같은 기하

학적 관계를 갖는다. 
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(3b)

식 (1)로부터 변형률을 구하면 다음과 같다. 
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여기서
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운동방정식과 경계조건을 유도하기 위해 아래 식

(6)의 Hamilton원리를 이용하였다. 





   (6a)

          (6b)

식 (6b)는 식 (6a)가 성립하기 위한 조건으로서, 
임의의 두 시점  에서의 가상변위가 영임을 의

미한다. 
식 (6)에서 운동에너지 는 아래 식 (7)과 같으

며 식 (1a)~(1c)를 식 (7)에 대입하여 정리하면 변

위 변수에 대한 식으로 표현할 수 있다.  

  












 


 


  

(7)

또한, 보의 탄성에너지는 아래 식 (8)과 같으며 

식 (4),(5)의 변형률 식을 이에 대입하면 식 (8)을 

변위에 관한 식으로 표현할 수 있다. 

 




 (8)

식 (6)의 비보존 외력에 의한 가상일(virtual 
work) 는 아래 식 (9)와 같다.  

 




  (9)

여기에서  는 종방향(y축 방향) 외부 하중을 의미

하며,  는 보의 길이방향으로 작용하는 토크 하

중을 나타낸다.  와  는 다음과 같이 수식으로 

표현할 수 있다. 

       (10a)

     (10b)

여기서 와 는 하중 및 토크의 크기이며, 
는 보에 가해지는 위치를 나타내는 Dirac 
delta 함수이며, 는 시간에 대한 외부 가진 함수

(예;   ; 조화, ;비조화)를 의미한다. 
식 (7), (8), (9)를 Hamilton 원리식 (6a)에 대입하

여 정리하면 외팔보 경계조건을 갖는 H-형 보의 운

동방정식과 경계조건을 유도할 수 있다. 

2.1 횡방향굽힘-축방향인장-횡전단 연성 
운동방정식
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(12)

여기서 운동방정식에 사용한 무차원 변수 및 계수

는 다음과 같다.
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2.2 종방향굽힘-비틀림-종전단 연성 
운동방정식
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(15)

여기서 운동방정식에 사용한 무차원 변수 및 계수

는 다음과 같다.
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(16)

3. 수치해석

3.1 조화하중에 의한 동적응답 
앞 장에서 유도한 H-형 보의 운동방정식에서,  

종방향 (y방향)으로 조화하중이 가해질 때 확장된 

Galerkin 방법을 이용하여 동적응답을 구하기 위하

여 식 (14), (15)의 해를 다음과 같이 가정하였다.

     

   


(17)

여기서     함수를 식 (18)과 같이 

최소한 기하학적 경계조건을 만족하는 직교 함수의 

N개 조합으로 근사화 하였다. 

 




 

 




 

 




 

(18)

위 식을 해밀턴 원리식 (6)에 대입하여 정리하면 

다음과 같은 행렬식을 유도할 수 있다. 

    (19)

여기서 행렬은 3N×3N 행렬이며, 와 는 

3N×1벡터이다. 벡터 = …,…,

…, 
이다. 식 (19)에서 에 대하여 풀

고, 구해진 를 식 (18)에 대입하고 이를 다시 

식 (17)에 대입하면 조화하중에 의한 강제진동응답

을 구할 수 있다.

3.2 비조화하중에 의한 동적응답 
확장된 Galerkin 방법으로 비조화하중에 의한 동

적응답을 구하기 위해 식 (14), (15)에 식 (20a), 
(18)을 대입하여 정리하면 식 (20b)가 얻어진다.  

     

    
(20a)

  (20b)

여기서 은 질량행렬, 는 강성행렬이며,  는 

보에 가해지는 비조화 가진력 벡터이다.  
식 (20b)의 해를 구하기 위해 식 (20b)를 상태공

간식으로 표현하면 다음과 같다. 

 (21)

여기서, 
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         = 단위행렬

식 (21)의 해는 식 (22)과 같은 이산시스템을 통

해 근사적으로 그러나 매우 정확하게 구할 수 있다. 

    (22)

여기서  ∆,   ∆    이며, 천이행

렬 ∆는 다음 식으로 근사적으로 구한다. 

∆ 






∆
(23)

4. 결과 및 고찰

수치해석에 사용한 보의 재질은 T300/5028 graphite-
epoxy이며, 보의 크기는 0.254(b) × 0.254(c) ×
0.01(h) × 2.032(L) m이고, 재질의 물성치는 Table 
1과 같다. 수치해석을 위해 H-형 보에 가해지는 조

화하중과 비조화하중은 식 (10)과 관련하여 다음과 
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같이 가정하였다. 

조화하중 :  sin (24)

비조화하중 :   (25)

Fig. 2는 종방향굽힘-비틀림-종방향전단 연성운동

에 대한 해석결과로서, 보 끝단에 작용하는 조화하

중의 가진주파수의 변화 (≤  ≤ ) 및 섬유

각변화에 따른 보 끝단에서의 종방향 굽힘 변위의 

크기 V(1)의 변화를 나타내고 있다. 그림에서 보는 

바와 같이 가진주파수가 1차 고유진동수에 접근하

면 동적응답의 크기가 무한대로 접근하며 가진주파

수가 1차 고유진동수에서 멀어지면 그 크기가 다시 

감소하는 것을 알 수 있다. 
또한 섬유각 가 증가할수록 고유진동수가 점차 

증가하는 것을 알 수 있다. 이는 굽힘강성계수 이 

섬유각의 증가에 따라 증가되기 때문에 관찰되는 

Table 1 Material properties
Item Material properties

 206.75 GPa

  5.17 GPa

 3.10 GPa

  2.55 GPa

   0.00625

 0.25

 1528.15 kg/m3

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

V
(1

)

Forcing frequency (rad/s)

 θ=0
 θ=30
 θ=45
 θ=60
 θ=75
 θ=90

Fig. 2 Effects of the ply-angle, (deg.) on the  
deflection at the beam tip V(1) for 
=0~1000 rad/s

현상이다. 이를 통해 보 구조물의 자체중량, 형상, 
크기 등을 전혀 변화시키지 않고 섬유각만을 변화

시켜 동적응답 특성에 커다란 변화를 일으킬 수 있

음을 알 수 있다. 
Fig. 3은 Fig. 2와 마찬가지로 섬유각과 가진주파

수 변화 (≤  ≤ )에 따른 동적응답 변화

를 나타내고 있다. 그림에서 가진주파수가 2차 고유

진동수에 접근하면 동적응답의 크기가 급격하게 증

가하다가 가진주파수가 2차 고유진동수에서 멀어지

면 그 크기가 다시 감소하는 것을 알 수 있다.  
Fig. 4(a),(b)는 횡전단변형의 고려 여부가 동적응

답에 미치는 효과를 나타내고 있다. Fig. 4(a)는 섬

유각 =90도 일 때 가진주파수 변화에 대한 종방

향 굽힘 변위의 크기 변화를 나타내고 있다. =90
도 일 때 굽힘강성이 가장 크고 또한 섬유각이 증

가할수록 횡전단 효과가 커짐에 따라 고유진동수가 

횡전단 효과를 고려하지 않은 경우에 비해 낮게 나

타난다. 따라서 그림에서 횡전단 효과를 고려하지 

않은 경우에 비해 공진이 발생하는 영역이 왼쪽으

로 이동하는 것을 알 수 있다. 그러나 Fig. 4(b)와 

같이 =0도 일 때는 굽힘강성이 작으므로 횡전단 

효과도 작아져 그 효과가 크지 않음을 알 수 있다. 
따라서 공진주파수 영역도 횡전단 효과를 고려한 

경우와 고려하지 않은 경우가 거의 유사함을 알 수 

있다. 

Figs. 5, 6은 가진주파수   인 집중

조화하중이 가해질 때, 하중이 가해지는 위치 변화

에 따른 종방향 굽힘 변위 및 굽힘 회전각(bending 
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Fig. 3 The counterpart of Fig. 2 for =1400~2600 
rad/s
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slope)의 축방향 분포를 나타내고 있다. 그림에서 

집중하중의 위치가 보의 끝단으로 갈수록 종방향 
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Fig. 4 Effects of transverse shear(TS) on the beam 
tip deflection V(1); (a) =90 deg, (b) =0 
deg.
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굽힘 변위와 굽힘 회전각이 모두 증가함을 알 수 

있다.
또한 Fig. 6에서 집중하중의 작용점 오른쪽에는 

굽힘 회전각의 변화가 없으며 이는 집중하중의 작 

용점 오른쪽에는 굽힘 모멘트가 영이라는 사실과 

부합되는 결과이다.  

Figs. 7, 8은   인 조화하중이 보의 

중앙   에 가해질 때 조화하중의 크기 변화에 

따른 종방향 굽힘 변위 및 굽힘 회전각의 축방향 

분포를 나타내고 있다. Figs. 5, 6과 마찬가지로 집

중하중의 크기가 커질수록 종방향 굽힘과 굽힘 회

전각의 변위가 증가함을 알 수 있다. 

Fig. 9는 위치   에 크기 ≡= 5×

10-3인 집중조화하중이 가해질 때 종방향 굽힘 변위 

의 축방향 분포를 나타내고 있다. 저차 3개의 

고유진동수는 ≡=1.66 : 7.11 : 15.12이며, 

가진주파수가 고유진동수와 같아지면 변위는 무한

대로 증가하는 것을 나타낸다. 이러한 현상은 비틀

림 변위인 에서도 동일하게 나타난다. 

Fig. 10은 크기  ×
인 집중조화하중이 

위치   에 가해질 때 비틀림 변위 의 분

포를 나타내고 있다. 의 저차 3개의 고유진동

수는 ≡=1.0 : 4.08 : 9.85이며, 가진주파수

가 고유진동수와 같아지면 비틀림 변위는 무한대로 

증가함을 알 수 있다. 
Figs. 11, 12는 식 (24)와 같은 조화하중(   

rad/s)이 가해질 때, 다양한 섬유각에 따른 보 끝단

의 종방향 변위 와 굽힘 회전각 를 나타내고 

있다. 그림에서 섬유각의 변화가 동적응답에 크게 

영향을 미치는 것을 알 수 있다. 즉, 섬유각이 커지

면 굽힘강성 계수인 이 증가하게 되고 종방향 

변위 및 굽힘 회전각의 크기가 작아지게 된다.
Figs. 13, 14는 식 (25)의 비조화 하중(  )이 

가해질 때, 섬유각에 따른 보 끝단의 종방향 변위 

와 굽힘 회전각 를 나타내고 있다. 조화하중의 

경우와 마찬가지로 비조화 하중에서도 섬유각의 적

층 각도가 보의 동적 변위에 크게 영향을 미치며 

섬유각의 증가에 따라 종방향 변위 및 굽힘 회전각

의 크기가 작아지는 것을 알 수 있다. 
Figs. 15, 16은 섬유각 =45도 일 때 식 (25)의 
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Fig. 11 Influence of the ply-angle, (deg.) on the 
beam tip deflection to sinusoidal loading(
=20 rad/s)

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

Time(s)

 θ=0
 θ=30
 θ=45
 θ=60
 θ=90

B
ea

m
 ti

p 
de

fle
ct

io
n 

(θ
x)
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beam tip bending slope to sinusoidal 
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beam tip slop time-history to exponentially 
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Fig. 15 Influence of the decaying parameter on beam 
tip deflection time-history, (=45 deg.)
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Fig. 16 Influence of the decaying parameter on beam 
tip slop time-history, (=45 deg.)

감쇠계수(decaying parameter, k)의 변화에 따른 보 

끝단의 종방향 변위 와 굽힘 회전각 를 나타내

고 있다. 그림에서 보는 바와 같이 감쇠계수가 커짐

에 따라, 즉 힘의 크기가 빠른 속도로 작아질수록 

  와 가 빨리 감소하는 것을 알 수 있다.

5. 결  론

이 연구에서는 H-형 단면 복합재료 박판 보에 외

부 가진력이 작용 할 때 1차, 2차 와핑효과, 전단변

형 효과를 고려한 운동방정식과 경계조건을 유도하

였다. 유도한 운동방정식을 Extended Galerkin 방법

을 이용하여 동적응답을 수치해석 하였다. 수치해석

결과, H-형 박판 보에 동적 하중이 가해질 때 섬유

각이 증가할수록 공진영역이 점차 고주파 영역으로 

이동하는 것을 알 수 있었다. 이를 통해 복합재료 

박판 보의 설계 시 보의 형상에 어떠한 변화를 주

지 않고 단지 섬유각 만을 변화시킴으로써 고유진

동수를 자유롭게 조절할 수 있음을 알 수 있다. 또

한, 비조화하중이 보에 가해질 때 섬유각 변화에 따

른 보의 끝단의 동적거동을 살펴본 결과, 섬유각이 

작은 경우에는 보의 강성이 낮아져 보의 끝단의 변

위 폭이 매우 큰 반면, 섬유각이 큰 경우에는 보의 

끝단의 진폭이 크게 줄어드는 것을 알 수 있다. 또

한 비조화하중의 감쇠계수가 클수록 보의 끝단의 

진폭이 크게 감소하는 것을 알 수 있었다.
해석 결과를 통해 복합재료 박판 보의 경우 와핑

효과와 전단변형 효과가 무시될 수 없음을 확인하

였으며 섬유각을 달리함에 따라 구조물의 고유진동

수가 대단히 크게 변화하는 것을 알 수 있었다. 따

라서 구조물의 중량, 형상, 재질 등을 변화시키지 

않고도 복합재료의 이방성에 따른 각 거동간의 연

성효과를 적절히 이용함으로써 구조물의 사용조건

에 맞게 설계가 가능함을 확인하였다. 이 연구 결과

는 무게가 가볍고 높은 강성을 요하는 건축토목구

조물이나 자동차, 항공기 및 우주선 구조체의 구조

설계에 유용하게 적용될 수 있을 것으로 판단된다. 
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