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Abstract

A new Adaptive neural state-feedback controller for the fully nonaffine pure-feedback nonlinear system are

presented in this paper. By reformulating the original pure-feedback system to a standard normal form with

respect to newly defined state variables, the proposed controller requires no backstepping design procedure.

Avoiding backstepping makes the controller structure and stability analysis considerably simple. The proposed

controller employs only one neural network to approximate unknown ideal controllers, which highlights the

simplicity of the proposed neural controller. Simulation examples demonstrate the efficiency and performance of

the proposed approach.

요 약

본 논문은 논어파인 완전궤환 비선형시스템에 대한 적응 신경망 제어기를 제안한다. 제안하는 방법은 원래의 계

통식을 새롭게 정의되는 상태변수에 대해서 표준 정규식으로 재구성하여 제어식을 구성함으로써 기존의 알고리듬

에서 일반적으로 사용하는 백스태핑(backstepping)을 회피할 수 있다는 장점을 갖는다. 백스태핑을 회피함으로서

본 논문에서 제안하는 새로운 방법은 기존의 제어 알고리듬에 비해서 제어기 구조와 안정도 증명이 현저히 간략

해 지게 되는 장점을 갖는다. 제안된 제어기는 미지의 이상 제어식을 근사화하기 위해서 오직 하나의 신경망만을

사용하며 이점 역시 기존의 제어알고리듬이 다수의 신경망을 사용하는 것과 구별되는 점이다. 모의실험을 통하여

제안된 알고리듬의 성능과 효율을 보인다.
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Ⅰ. 서론

과거 20여년 동안 비선형 계통에 내재된 불확실성에

대처하기 위해 신경망(neural network, NN)이나 퍼지

논리시스템(fuzzy logic system, FLS)과 같은 소위 범

용 근사기 (universal approximator, UA)를 이용한 제

어기법에 대해서 매우 활발하게 연구되어 왔다. 입출력

선형화와 적응제어기법을 기반으로 [1-9]와 같은 초기

의 연구결과들은 다음과 같은 정규식으로 기술되는 어

파인 계통 (affine sysem)의 안정도와 강인성의 증명에

집중되어졌다.

    ⋯
 xx
  

(1)

여기서 x ⋯ 
 ,  , 는 각각 상태변수벡터,

제어입력, 계통출력이다. 함수 ·와 ·는 미지의

평활함수(smooth function)이다. 보통 직접 적응 제어

기에서는 하나의 UA가 이상제어항을 근사화하기 위해

서 사용되고 간접 적응 제어기에서는 두 개의 UA가

함수 ·와 ·를 추정하기 위해서 사용된다. 이후

에는 다음과 같은 비어파인 계통(noaffine system)로

대상계통이 확장되었다.[10-15]

     ⋯
 x 
  

(2)
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여기서 ⋅⋅은 미지의 평활함수이다. 이 계통

은 (1)과 달리 번째 계통식이 제어입력 에 대해서

음함수(implicit function)이므로 제어문제는 더 난해해

진다. 하지만 위의 (1)식과 (2)식으로 기술되는 계통은

미지의 함수가 제어입력이 있는 미분식에 나타나는 소

위 대응 불확실성(matched uncertainty)이 존재한다는

공통점이 있다.

적응제어 분야에서는 비대응 불확실성(unmatched

uncertainty)이 존재하는 계통에 대해서 백스테핑

(backstepping)[16], 튜닝함수(tuning function)[17], 비

선형댐핑(nonlinear damping)[18] 등과 같은 획기적인

연구결과가 알려져 있다. 이러한 적응 백스테핑 기법들

과 UA를 결합하여 좀 더 최근에는 비구조화된 불확실

성이 존재하는 다음과 같은 비선형 계통의 제어기법에

대해서 연구가 진행되고 있다.[19-26]

  x x   ⋯
  xx
  

(3)

여기서 x  ⋯ 
는 부분상태변수벡터이고 함

수 ·와 ·는 미지의 평활함수(smooth function)

이다. 참고문헌 [19-26]에서 제안된 제어기법은 모두

적응 백스테핑 기법과 UA기반의 제어기와의 결합으로

서 적용가능한 계통의 범위를 더 넓히고 있다. 가장 최

근에는 다음과 같은 완전궤환(pure-feedback) 비선형

계통의 제어기법에 대해서 연구가 수행되고 있

다.[27-31]

  x    ⋯
 x
  

(4)

여기서  ··는 미지의 평활함수이다. 이 완전궤환

계통은 (3)보다 더 일반적인 계통이며 가상제어항으로

쓰일 상태변수가 모든 식에서 음함수형태로 나타나는

비어파인 계통이다. 계통식 (1), (2), (3)은 모두 (4)의

특수한 경우로 볼 수 있다.

그러나 적응 백스테핑 기반의 지능제어기에는 단점

이 있는데 가장 큰 단점은 매 설계단계에서 가상제어

항과 그 시간도함수의 계산이 매우 복잡하다는 점이다.

모든 설계 단계에서 하나 혹은 두 개의 UA가 사용되

어 가상제어항을 구성하게 되는데 이것은 차 시스템

의 실제 제어식을 구성하는데 개 혹은 개의 UA가

요구되게 된다. 더욱이 UA의 출력식의 시간 도함수(혹

은 편미분)가 매 설계 단계에서 사용되는데 이것에 실

제 제이기의 구현을 더욱 어렵게 한다. 이러한 복잡도

는 이 커질수록 지수함수적으로 증가하는데 종종 ‘복

잡도 폭발(explosion of complexity)'로 언급되기도 한

다.

본 논문에서는 비선형 계통 (4)에 대한 적응 신경망

제어기를 제안한다. 이에 대한 몇몇 연구결과가 알려져

있기는 하지만[27-31] 모두 백스태핑 기반의 제어기법

들이며 전술한 단점을 가지고 있다. 제안하는 신경망

제어기는 백스테핑이 필요치 않으며 그로 인해서 제어

식과 안정도 증명이 상대적으로 매우 간결해 진다. 더

욱이 제어기에는 입력의 개수가 개인 오직 하나

의 신경망이 사용되며 이것이 제안하는 제어기법의 간

결성을 대변한다.

Ⅱ. 문제 정의

본 논문의 제어대상 계통 (4)가 가제어성을 가지기

위해서 다음과 같은 가정이 필요하다.

가정 1 . 편미분 ,   ⋯과 

의 곱은 ∀x∈ ×에 대해서 0이 아니다. 즉,

이 함수는 strictly positive이거나 strictly negative이어

야 하므로 다음과 같이 양의 값을 갖는다고 가정한다.


  





x 
x

 

, ∀x∈ ×

(5)

본 논문과 유사한 계통을 다루는 다른 문헌들

[26-30]의 함수 에 대한 가정은 보통 다음과 같이 각

각의 미분이 양이고 유계라고 가정한다.

 

x
∞   ⋯



x
∞

(6)

하지만 본 논문에서는 오직 (5)의 조건식 하나만이 사

용되며 이후에 제어기가 이 가정만을 이용하여 설계된

다. 본 논문은 계통 (4)의 출력이 원하는 출력 를

잘 추종하고 모든 시변신호를 유계로 만드는 제어기와

신경망의 적응법칙을 도출하는 것이 목적이다.

1. 출력과 그 시간도함수에 대한 정규식 유도

본 절에서는 원계통 (4)를 출력 와 그 시간도함수

들에 대한 정규식으로 재기술됨을 보인다. 먼저

≡라고 정의하면  x이다. 다시 ≡

(x)라고 정의하고 그 시간도함수를 유도하면

다음과 같다.
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x 

x 



x
x

x
x (7)

만약

x≡

x
x

x≡

x
x

라고 정의하면 식 (7)은 다음과 같다.

 xx (8)

다시 ≡xx라고 정의하고 그 시간도함

수를 다음과 같이 유도한다.

 
 






xx



x 

 
 






xxx



x


x
x

≡ xx

(9)

다시 ≡xx로 정의하고 동일한 방식

으로 진행하면   ⋯에 대해서 다음과 같은 일반

식을 유도할 수 있다.

   x  x
  x  x

(10)

여기서  이고  x이며

x   
 






 x

x  

  

 
 





x x

(11)

이고 x  x 이다. 이 결과로 원래의 완전궤

환계통 (4)는 출력과 그 도함수    ⋯에 대한

다음과 같은 정규식으로 재기술될 수 있다.

     ⋯
  xx
  

(12)

위에서 기술한 결과로부터 원래 계통 (4)의 상태궤환

제어문제는 정규식 (12)의 출력궤환 제어문제로 변환

하여 접근할 수 있다는 단서를 얻을 수 있으며, (12)에

는 대응불확실성(matched uncertainty)만 존재하므로

백스테핑을 회피할 수 있다. 그 반대급부로서 출력 

의 도함수는 측정가능하지 않으므로 이들을 추정하기

위한 도함수 관측기가 필요하다. 이후로

z ⋯ 
로 표기한다.

Ⅲ. 제어기 설계 및 안정도 해석

본 장에서는 먼저 이상적인 제어식이 존재함을 보이

고 RBFN (radial-basis fucntion network)을 사용하여

미지의 이상제어항을 근사화하는 방법을 제안한다. 그

리고 신경망의 적응법칙을 결정한 후 안정도 증명도

수행한다.

3.1 이상적인 제어식

이상적인 출력벡터 y, 추종오차벡터 e, 그리고 필

터링된 추종오차 를 다음과 같이 결정한다.

y   ⋯ 
 

e zy
  






   e
  

(13)

여기서   은 설계상수이며

  ⋯ 이다. 필터링된

신호 의 시간도함수는 다음과 같다.

 xx (14)

여기서  
  e이다.

보조정리 1: 만약 가정1이 성립한다면, 다음 부등식을

만족하는 유일한 함수 x  가 존재한다

xxx  (15)

여기서  은 입력이득으로써 설계상수이다.

증명: 이후에는 ≡x  ∈
으로 표기하며

이다. 증명 과정은   을 만족하는

의 함수 가 존재함을 보이는 것이며 함수 ··
는 다음과 같이 정의된다.

≡xx (16)

음함수정리(implicit function theorem)에 의하면 에

대한 의 기울기(gradient)인 가 가역

(invertable)이라면, 즉, 0이 아니라면   를
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보조정리 1 : 출력 와 그  차 시간 도함수

가 유계라고 가정하자. 이제 다음과 같은 선형계통을

고려하자.

    ⋯

   ⋯


(22)

여기서 은 양의 설계상수이다. 만약 (7)의 마지막 식

의 계수들 ⋯  을 다항식

  
   ⋯    이 Hurwitz이도록

선정하면 다음 부등식 (8)이 모든   에 대해서 성

립하는 양의 상수 와 가 존재한다.

z z ≤ 

z


 


 


⋯



 





(23)

만족하는 
가 존재하며 

는 의 함수라는 것이 증

명된다. 그런데 (11)을 이용하면 은 다음과 같으

며






x

 
  





x 
x (17)

이 함수는 가정 1에 의해서 모든 x∈ ×에

대해서 0이 아니다. 따라서     을 만족하는

 가 항상 존재한다.■

보조정리 1로부터 이상적인 제어항 
가 리아프노

브함수  를 점근적으로 안정시킨다는 사실을

알 수 있다. 본 논문에서는 다음과 같이 이상제어항을

재배열한다.

  
≡ 

(18)

그리고 하나의 RBFN을 이용하여 미지의 함수 
 를

추정하게 된다. 주지할 사실은 와 는 측정불가이므

로 이후에 추정치로 대신하게 될 것이며 그때까지

RBFN의 입력은 로 가정한다.

3.2 RBFN에 대한 간략한 기술

일반적으로 다입력 단일출력 RBFN (radial-basis

function network)의 출력식은 다음과 같이 기술할 수

있다.

 w (19)

여기서 ∈은 RBFN의 출력, w∈ 
은 가변

파라메터 벡터, ⋅  → 
은 입력의 비선형

함수 벡터이다. 그리고 은 RBF의 개수를 나타낸다.

벡터 w의 번째 요소  ,   ⋯는 은닉층의 

번째 뉴런과 출력노드와의 연결강도이며 은 다음

과 같은 가우시안 함수이다.

  exp


m   (20)

여기서 m ∈
은 번째 기저함수의 중심을 나타내

는 벡터이고 는 그 기울기를 나타낸다.

RBFN의 주요 장점은 다음 정리에 기술된 바와 같

이 원하는 정확도로 비선형 함수를 근사할 수 있는 능

력에 있다.

정리 1 : (범용 근사화 이론) 어떤 컴팩트(compact)

집합 x 
∈   

에서 정의된 연속인 실함수 


와

임의의 실수   에 대해서 다음의 부등식을 만족

하는 (19)식과 같이 기술되는 RBFN과 최적의 파라메터

벡터 w
가 존재한다.

∈


   w    (21)

위의 정리 1에서 는 최적의 파라메터에 대해서

도 구조적인 결핍으로 인해 불가피하게 내재하는 재구

성오차(reconstruction error)를 나타내며 일반적으로

RBFN의 구조를 키우면 는 작아진다. 본 논문에서

이 후 w
의 추정치를 w로 표기한다.

3.3 고이득 관측기

유도된 정규식 (10)에서 알 수 있듯이 함수 ·와

·· 는 미지의 함수이므로 을 제외한 나머지 변

수들 (   ⋯)는 계산이 불가능하다. 따라서

이들을 관측하기 위해서 다음의 정리에서와 같이 고이

득 관측기 (high-gain observer, HGO)를 도입한

다.[26][32]

위의 보조정리1의 증명은 [32]에서 찾아 볼 수 있다.

필터링된 추종오차 를 다음과 같이 정의한다.

e zy
   e

(24)

(25)

이 정의식을 이용하여 RBFN에 인가되는 실제 입력

은 ≡ x   로 결정한다.
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3.4 제어입력과 안정도 해석

파라메터 추정치 w를 위한 학습법칙은 다음 정리와

같이 결정한다.

보조정리 2 : 파라메터 추정치 w의 학습법칙은 다음

식과 같다.

w    
 w 

w 












 w   

 

(26)

(27)

여기서 는 양의 학습률(learning rate)이고 는 양의

설계상수이며 상수 는 ·  를 만족시키는 최

소 상수이다. 이 학습법칙은 w ≤ 를 보장한다.

증명 : 리아프노브 함수를  

 ww로 정하고 그

시간 도함수를 구하면 다음과 같다.

 

 w w
 w

 
w w

≤ w    w 

 w  w   

(28)

마지막 부등식에 의하면 만약 w  이면  이

되므로 w≤ 가 보장된다. n

한 가지 주지할 사항은 스위칭함수  w은 RBFN

이 학습된 정보를 유지시키도록 하기 위해서 도입되었

으며, 이것은 고전적인 적응제어에서의 switching-

기법[33]을 채용한 것이다. 이 기법은 만약 가

  w를 만족하도록 충분히 크게 선정된다면 w 

의 유계를 보장하면서 동시에 학습된 정보의 손실도

막을 수 있다.

실제 제어입력은 다음과 같이 결정한다.

 w
  (29)

제어입력은 두 부분으로 구성되는데 첫 번째 는

선형화된 계통을 안정화시키는 역할을 하고 RBFN의

출력 w
  은 미지의 비선형항을 상쇄시키는 역할

을 한다.

정리 2 : 가정 1을 만족하는 계통식 (4)와 제어입력

(29) 그리고 적응법칙 (26)으로 이루어진 폐루프계통을

고려하자. 이 계통의 필터링된 추종오차신호 와 모든

시변신호는 UUB(uniformly ultimately bounded)이다.

증명 : 리아프노브 함수를   로 선정하고

그 시간도함수를 유도해보면 다음과 같다.

  
 x x 
 x x 

x x
    x x

(30)

함수 x   ⋯는 평활함수이므로 함수

⋅⋅은 에 대해서 지역적으로 Lipschitz이다.

따라서 임의의 콤팩트(compact) 집합에 대해 다음을

만족하는 Lipschitz 상수 가 존재함을 알 수 있다.

xx≤   (31)

따라서 (30)의 마지막 부등식을 다음과 같이 좀 더 유

도할 수 있다.

    

   

× ww 
   

×   eewTwT 

≤ yy

≤   

 
(32)

여기서  ,    , 그리고   w

이다. 부등식 (32)의 마지막 행으로부터 가 다음 집합

에 대해서 positive invariant함을 쉽게 알 수 있다.

    ≤ 

  (33)

집합 의 반경은 관측기 설계상수 과 제어입력 이

득 를 조절함으로서 충분히 작게 만들 수 있다. ■

Remark 1 : 본 논문의 주요 장점은 완전궤환 비선형

시스템의 제어기설계에서 백스태핑을 회피했다는 것이

다. 이것은 원래의 계통 (4)를 출력과 그 시간미분신호

에 대해서 정규식의 형식인 (12)로 변환함으로서 가능

하게 되었으며 그로 인하여 제어식과 안정도증명이 매

우 간단하게 됨을 보였다.

Remark 2 : 이전 연구결과에 의하면 백스테핑 기반

의 제어기들은 매 설계단계마다 UA를 사용하므로 총

개 이상의 UA를 사용했으며 이것이 시스템의 차수

가 증가할수록 제어알고리듬이 극도로 복잡해지는 한

원인이 되었다. 그러나 본 논문에서 제안한 제어기는
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단 한 개의 RBFN만을 사용한다. 또한 설계상수들  ,

 ,  ,  ,  ,  상호간에 제약적인 조건이 필요치 않

다.

ˆ adu

u

y

dy

ŝ

-
-

-
+[ ]L 1k

ẑê

xu fully nonaffine
pure-feedback
nonlinear system

high - gain
observer

RBFN

plant

S

S

( )v̂ t

Fig. 1. Block diagram of the closed-loop control

system

그림 1. 전체 폐루프 계통의 블록다이어그램

Ⅳ. 모의실험

제안된 적응 신경망 제어기의 성능을 보기 위해서

다음과 같은 비선형계통에 대해서 모의실험을 수행한

다.

 


 

  

(34)

계통 (34)는 완전궤환계통이며 가정 1을 만족함을

쉽게 알 수 있다. 원하는 출력은    sin 이

다. 예제 계통의 차수가 2차이기 때문에 다음과 같은 2

차 HGO를 사용한다.

 
 

(35)

여기서 설계상수는    ,   로 선정하였다.

RBFN의 입력변수  ,  ,  , 에 대한 RBF의 수는

각각 4, 4, 2, 2개로 선정하였고 중심과 기울기는 (-2.9,

-0.9, 1.1, 3.1; 2), (-3 -1 1 3; 2), (-4.75 5.25; 10), (-6.8

3.2; 10)으로 결정하였다. 따라서 총 뉴런의 개수는 64

개이다. 이러한 RBFN의 파라메터들은 몇 번의 사전

모의실험을 수행하고 해당 변수들의 범위를 확인한 후

그것을 포함하도록 시행착오적으로 결정된 것이다. 제

어기 상수는   ,   ,   ,  로 선정하

였다. 초기 상태변수는 x   이고 HGO

와 RBFN의 초기 변수값은 모두 0으로 하였다. 모의실

험 결과를 그림 2와 3에 도시하였으며 만족할만한 출

력 추종 성능을 보임과 모든 시변신호들이 안정화되는

것을 확인할 수 있다.
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그림 2.(a) 출력과 원하는 출력, (b) 제어입력

Fig. 2.(a) Ouput and desired output, (b)

control input
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그림 3. w의 궤적
Fig. 3. Trajectory of w

Ⅴ. 결론

본 논문에서는 불확실한 단일입력 단일출력 완전궤

환 비선형 계통에 대한 적응 신경망 제어기법을 제안

하였다. 기존의 연구결과들이 모두 적응 백스테핑을 기

반으로 한 제어기법인 것과 달리 본 논문은 원래의 계

통을 출력과 그 시간 미분항들에 대한 정규식으로 변

환하여 제어기를 설계하여 백스테핑을 회피하였다. 그

결과 백스테핑의 고질적인 문제점인 ‘복잡도 폭발’을

해결하고, 제어식과 안정도 증명이 현저히 간결해졌음
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을 보였다. 오직 한 개의 RNFN만이 제어기에서 사용

된다는 점이 본 논문에서 제안된 방식의 간결성을 대

변한다. 또한 모의실험을 통해 제안된 제어기의 성능을

보였다.
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