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Realization of Differential Drive Wheeled Mobile Robot 

Dynamic Modeling Using Newton's Equilibrium law
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Abstract We presents a dynamic modeling of 4-wheel 2-DOF. WMR. The classic dynamic model 
utilizes a greatly simplified wheel motion representation and using of a simplified dynamic model 
confronts with a problem for accurate position control of wheeled mobile robot. In this paper, we 
treats the dynamic model for describes relationship between the wheel actuator force/torque and 
WMR motion through the use of Newton's equilibrium laws. To calculate the WMR position in real 
time, we introduced the Dead-Reckoning algorithms and the simulation result show that the proposed 
dynamic model is useful. We can be easily  extend the proposed WMR model to mobile robot of 
similar type and this type of methodology is useful to analyze, design and control any kinds of rolling 
robots. 

Keywords: dynamic model, Wheeled Mobile Robot, Newton's equilibrium laws, Dead-Reckoning algorithm

1.  서 론1)

이동로봇은 인간의 간섭없이 독단적으로, 지능적으로 

움직일 수 있는 잠재적인 능력과 더불어 활용범위가 무한

히 넓기 때문에 이에 대한 관심과 연구 또한 활발히 이루

어지고 있다. 본 논문에서는 2자유도 바퀴형 이동로봇

(WMR)의 동력학 모델을 구하고 이 동력학 모델을 바탕으

로 하는 제어시스템을 구성한다. 

이동로봇에서 몸체 동작과 바퀴의 구동 힘/토오크 사이

의 관계를 표현하기 위한 동력학은 일반적으로, 라그랑지

(Lagrangian)방식에 의한 간소화된 동력학 모델을 사용한

다[1-2]. 하지만 실제 이동로봇에서 원하는 정확한 궤적의 

추적을 위하여 본 논문에서는 뉴튼의 평행법칙(Newton's 

equilibrium laws)과 링크 자코비안 행렬로 결합된 전파행

렬에 의하여 WMR의 동력학 모델을 구한다. 자동차와 유

사한 구동형태를 갖는 경우 muir와 Newman에 의하여 뉴
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튼의 평행법칙을 이용하여 동력학 모델링의 유효성을 입

증하였다[3]. 본 논문에서는 muir에 의해 입증된 뉴튼의 평

행법칙을 이용하여 차동구동 이동로봇에 적용하여 동력학 

모델링을 구한다.

일반적으로 이동로봇의 동력학은 해석상의 여러가지 복

잡성을 가지고 있어 저속으로 움직인다는 가정하에서 목

적위치와 조향각 사이의 관계만을 고려하는 경향이 있다[4]. 

그러나 실제 이동로봇의 정확한 위치제어를 위해서는 동

력학 해석이 매우 중요한 일부분을 차지한다.

4-바퀴 2자유도의 WMR에서 동력학을 기초로한 궤환제

어 알고리즘의 구성에 의한 모의실험을 통하여 동력학 모

델의 유효성을 입증하였다. 

2. 4-바퀴 2자유도 WMR의 동력학 모델

2.1 WMR의 특성

이동로봇이 움직이는 평면에서, 바닥 좌표축 F는 고정

된 기준 좌표축이며, 이동로봇은 몸체 기준점 B에 대하여 정

의하고 좌표(x,y)는 이동로봇에 부착되어 있다고 가정한다.
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그림 1. 평면에서 WMR의 치

 

그림 2. 4-바퀴 2-자유도 WMR의 구성

WMR 몸체의 위치벡터 P는 다음과 같이 정의한다. 

   θ  (2-1)

2.2 좌표시스템 할당

그림 1과 2에서 바퀴 1, 2는 각각의 구동모터에 의해 구

동되고 바퀴 3, 4는 구동은 되지 않고 단지 바퀴 1, 2의 

속도차에 의하여 자유로이 방향을 바꿀 수 있는 보조 바

퀴이다. 

바퀴 1, 2, 3과 4의 기하학적 특징은 다음과 같다.  

바퀴 1:    ,      , 

   ,     
  

바퀴 2:    ,      ,    ,

  θ    θ  
바퀴 3:    ,    ,   

바퀴 4:    ,    ,        (2-2)

여기에서 R:구동 바퀴(바퀴1,2)의 반지름, r:구동 되지 

않는 바퀴(바퀴3,4)의 반지름, :A좌표 시스템의 X-축

과  B좌표시스템의 X-축 사이에서 회전 거리,  :A좌표 

시스템과 B좌표 시스템의 원점사이에서 시스템의 전이 거

리를 각각 나타낸다. 

WMR에 대한 상측과 좌측의 상세도는 그림 2와 같으며 

이로부터 동력학 모델을 구한다. 4-바퀴 2자유도를 갖는 

WMR의 3차원에서 구성도는 그림 3에서 보인다.

그림에서 :고정된 기준좌표 시스템,  :로봇의 몸체와 

함께 움직이는 몸체좌표 시스템, :로봇의 몸체와 함께 

움직이는 좌표 시스템, :조종링크 i와 함께 움직이는 좌

표 시스템, : 바퀴 i의 접촉점과 함께 움직이는 좌표 시

스템을 의미한다. 

동력학 모델을 위해서 필요로 하는 구성원은 다음과 같다.

1) 위치벡터(6×1), 2) 힘/토오크 벡터(6×1), 3) 링크 자코

비안 행렬(6×6), 4) 조인트 커플링 행렬(6×6), 5) 전파행렬

(6×6), 6) 제1, 제2 힘/토오크 동작방정식 

그림 3. 3차원에서 WMR의 형태

2.3 동력학 모델 구성원

그림 3의 WMR에 대한 각각 좌표시스템의 위치벡터

(6×1)는 다음과 같다.

여기서 i=1, 2, 3, 4 : j=1, 2 : k=3, 4이며, 기준바닥 좌표 

시스템과 관계하는 WMR 몸체의 위치와 방향은  ,
과 θ이고, 바퀴 각은 

θ
이며, 조향각은 

θ
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그림 4. 4-바퀴 2-자유도 이동로 의 Joint-coupling 행렬 치 

 

그림 5. 개-체인 로보트 형태
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이다.  

WMR에 대한 (6×1)의  관성 힘/토오크 벡터는 부하, 몸

체, 바퀴1, 2에 대하여 다음과 같이 구해진다.
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위식에서 :몸체질량, 
 :x축에 대한 몸체 가속도, 

ωwx를 x축에 대한 바퀴의 속도를 의미한다.

힘/토오크의 동작방정식을 구하기 위한 (6×6)의 링크 자

코비안 행렬 는 위치벡터 의 각 원소를 속도와 가

속도의 변환 행렬로부터 구해지는 다음의 행렬에 대입함

으로서 구할 수 있다[12].

링크 자코비안의 전치행렬과 조인트 커플링행렬이 연속

적으로 이루어지는 전파행렬은 다음과 같이 구한다.
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그림 6. 뉴튼의 평행법칙
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표 1. 제1 동력학 동작방정식
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위식에서 :몸체중심에서 까지의 전파행렬, 


 :좌표M1에서 몸체중심까지의 링크자코비안 행령, 
 :링크L에서 M으로의 조인트 커플링 행렬을 각각 나

타낸다. 

3. 힘/토오크 동작방정식

폐-체인을 갖는 로봇 메카니즘의 힘/토오크 동작방정식

은 뉴튼의 평행법칙을 기초로 한다. 식(2-5)의 전파행렬에 

의하여 전파되어지는 힘/토오크에 평행법칙을 적용하기 

위하여 메인링크의 질량 중심좌표 M(M)을 공통 좌표시스

템으로서 선택한다. 제1 힘/토오크 동작 방정식은 다음식

과 같은 평행법칙의 적용에 의하여 구해진다. 






 
   (3-1)

식(3-1)에서 x는 이동로봇에서 임의의 링크이고, S는 임

의의 링크에서의 힘/토오크를 나타낸다. 여기서 각각의 링

크에서의 힘/토오크는 조인트 커플링행렬과 링크 자코비안

의 전치행렬이 연속적으로 이루어진 전파행렬을 통하여 

WMR의 몸체 좌표시스템으로 전파된다. 

그림 6에서 I:관성력, g:중력, e:구동력, v:점성마찰력, e:

주위접촉 힘/토오크를 의미한다. 

링크 A에서 WMR 몸체 좌표시스템으로의 전파는 다음

과 같이 일반화 할 수 있다.

  
 

 
 


 


  

      
                             (3-2)

동력학 모델의 구성원인 모든 힘/토오크는 WMR의 몸

체 좌표시스템으로 전파되고, 전파된 모든 힘/토오크의 합

은 식(3-1)로 부터 제1 힘/토오크 동작방정식을 구한다. 
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4. 동력학 동작방정식

6개의 제1 힘/토오크 동작방정식과 Ns=18의 제2 동작방

정식을 구한다. 제1 힘/토오크 동작 방정식 (p1)-(p6)은 표 

1.1에서 보이는데 (p1)-(p3)은 천이평행 방정식을 나타내며 

(p4)-(p6)은 회전 평행(Rotational equilibrium) 방정식을 나

타내는데 이는 특히 마찰계수, 구동력, 점성마찰력, 관성력

과 주위접촉력의 함수로서 이루어진다. 

18개의 제2 동작방정식은 표 1.2 에서 나타내는데 

(s1)-(s12)는 바퀴의 접촉점에서 이루어지는 방정식으로 특

히 (s1)-(s4)는 τ  : (s5)-(s8)은 τ  : (s9)-(s12)는 τ에 

대하여 구한다. (s13)-(s16)는 바퀴의 축에 대한  , (s17)- 

(s18)은 조향축에 대한  를 구한다.
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  θ θ θ  α     ωω 
θ  α     ωω  θ  θ
θ  α     ωω  θ  α  
  ωω  α  α    ζ 
 ζ  θ  θ  ζ  θ  θ  ζ 

표 2에서 :Stiction 마찰계수,  :쿨롱의 마찰계수, 

 :구름 마찰계수를 각각 나타낸다. 

S1 - S4 :τ  ζ           
S5 - S8 :τ                   
S9 -S12 :τ ζ            
S13-S14: βτ     ζ   ζ  ζ    α  
S15-S16 :   ζ   ζ         
S17-S18:   ζ   ζ          

표 2. 제2 동력학 동작방정식

5. 동력학 해

힘/토오크 동작방정식은  구동기 힘/토오크 τ ,주위 환

경접촉 힘/토오크와 이동로봇 메카니즘의 모든 링크에 

있어 속도  ,가속도에 의한다.  

    
 

    (5-1)

표 1.2에서 (s1)-(s4)는 τ  : (s5)-(s8)은 τ  : (s9)-(s12)

는 τ  : (s13)- (s16)는   ,(s17)-(s18)은 에 대하여 각

각 구하였다. 이로부터 간소화된 동력학모델이 구해지며 

다음과 같은 형태를 갖는다. 

     
    (5-2)

간략화 된 동력학 모델은 3개의 WMR 몸체 속도 




 와 8개의 독립 바닥 반작용력 

와  그리고 2개의 구동기 

토오크 τ τ로 이루어진다. 

5.1 구동된 역동력학 해(Actuated Inverse 

Dynamic Solution)

메인링크가  으로 표현되는 원하는 궤적을 구동

하기 위하여 바퀴 구동기 힘/토오크 τ  를 구하는 것이 필

요하다. 식(5-2)의 동력학 동작방정식을 고전적인 형태로 

표현하면 다음과 같다. 

   (5-3)

여기서 행렬    이고 미지벡터   τ   이고 

벡터    
 이다. 즉,
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  τ

   τ τ            
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위식에서 τ τ는 미지의 구동기 토크,  

   는 바닥의 반작용력을 각각 나타낸다. 

식(5-3)은 가우스 소거법에 의해서   τ   를 

구할 수 있다. 

미지의 WMR 몸체 속도 
를 구하기 위하여 간소

화된 동력학 모델의 y-전이와 z-회전 평행 방정식에 Gauss-

소거법을 적용한다. 

5.2 측정된 향 동력학 해(Sensed Forward 

Dynamic Solution)  

전향동력학 해에 대하여 식(5-2)의 동력학 동작방정식에

서 미지수는 메인링크의 가속도   와 주위접촉 힘/

토오크 이다. 바퀴 구동기 힘/토오크τ는 입력값으로서 

설정되어진다. 

전향 동력학 해를 구하기 위하여 식(5-2)을 고전적형태

로 표현하면 다음과 같다.  

   

  (5-5)

여기서 행렬    이고 미지벡터 

  
     



이고 벡터     τ이다. 

즉,

     



      

ττ

여기서 =[6×9],
    
 

=[9×1], [b]=[6×1], 

[A]=[6×2]이다. 

전향동력학 해는 미지의 WMR 몸체 속도  
 

 
와 바닥 반작용력    와

   에 대하여 간소화된 동력학 모델을 풀이함

으로서 구할 수 있다.  Gauss-소거법을 적용하여 식(5-5)에

서   
    



를 구한다.  

6. 궤환제어 시스템 구성

6.1 Dead-Reckoning

WMR은 ‘non-holonomic 제약’을 갖기 때문에 실시간에

서 위치제어를 위하여 Dead -Reckoning 알고리즘을 사용

한다[4]. WMR의 몸체 속도에서 바닥 좌표시스템에 대한 

속도로 변환은 다음의 동작행렬에 의하여 이루어진다. 

 


 ω 
θ  θ 
θ θ 
  


ω    (6-1)

      
   (6-2)

마지막 샘플링 순간에서의 위치와 현재 샘플링 순간에

서의 WMR 몸체속도에 의하여 현재의 WMR 위치를 표현

한다. 

 




 

   (6-3)

측정된 전향기구학 해를 식(6-3)에 대입하여 확장, 간략

화하면 현재의 방향(Orientation) θ  과 전이

  
  에 대한 순차적인 계산이 이루어진다. 

θ     θ   
θ     θ   (6-4)

  
       

  


θθ θθ
θθ θθ     

  (6-5)

여기서θ  θ   θ  θ  이다.

6.2 제어 알고리즘

4-바퀴 2자유도의 이동로봇에서 동력학을 기초로한 궤

환제어 시스템은 그림 7에서 보인다. 여기서 측정된 전향

기구학해[16]와 Dead Reckoning은 WMR의 몸체속도와 위

치를 평가하기 위하여 각각 사용된다.  
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그림 7. WMR의 궤환제어 시스템

Name Value Unit Meaning

lLh/2 0.25 m Load Height

lBh/2   0.3 m  Body Height

la 0.32 m Half body width

lc 0.32 m Caster y-displacement

lf 0.22 m Caster z-displacement

lfp 0.24 m Wheel z-displacement

ls 0.1 m Hip length

lg 0.02 m Caster steering link length

R 0.11 m Wheel radius

r 0.03 m Caster radius

mB 90.0 Kg body mass

mL 0 Kg nominal load mass

mW 0.36 Kg wheel mass

IWx 0.02 Kg m2 wheel inertia about x-axis

IWy 0.02 Kg m2 wheel inertia about y-axis

β 4 gear ratio

ζc 0.01 coulomb frictional constant

ζr 0.001 rolling frictional constant

μV 45.0 kg/sec viscous frictional constant

표 3. 2 D.O.F WMR의 매개변수 값

그림 8. 치해 궤 (기 궤 :일직선)

시간 nT에서 바퀴의 위치  와 속도  는 바퀴

의 센서 즉, shaft encoders로부터 구할 수 있으며 위치와 

속도에 대한 오차는 다음과 같이 구해진다. 

  
  

  (6-6)

  
  

  (6-7)

여기서 은 기준궤적을 의미한다.

위치와 속도에 대한 각각의 오차에 전향이득 벡터 

  를 곱한값과 기준 가속도의 합은 로서 다음과 

같이 표현된다. 

 
  

   
  (6-8)

그림 7의 이동로봇의 궤환제어 시스템에서 위치, 속도의 

오차와 기준 가속도의 합은 역동작행렬       

에 의하여 이동로봇의 몸체 좌표시스템으로 변환되어지고 

원하는 이동로봇의 가속도역할을 한다. 이러한 가속도 

는 구동된 역동력학 해를 구하기 위하여 적용되어진다.

  
   

    
   (6-9)

전향이득   는 기준궤적에 대한 과도응답이나 떨

림을 없애고 이동로봇의 빠른 추적응답을 갖기 위해 선택

되는 값으로서, 많은 경험에 의해 구해지게 된다.

7. 모의실험  고찰

실시간에서 WMR의 위치제어를 위하여 사용하는 궤환

제어 알고리즘은 동력학을 기초로한 궤환제어 알고리즘의 

기본적인 구성요소가 된다.

이시스템에서의 기준궤적은 Floor 좌표에 대한 WMR 

몸체의 위치 기준궤적으로 주어진다. 모의실험에서 사용된 

이동로봇의 시스템 매개변수값은 표 3과 같다.

모의실험에서 그림 8-13은 일직선 기준궤적에 대한 제

어 알고리즘의 실행결과를 보여주고 있으며, 그림 14-18은 

기존의 방법과 뉴튼의 평행법칙을 사용한 동력학 모델링

을 사용한 경우에 대한 각각의 궤적을 비교한 그림이다. 

모의실험 결과에서 이득행렬 의 선택이 실제궤적

에 민감한 반응을 보임을 알 수 있는데 본 논문에서 사용
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그림 12. 바퀴의 속도 해 궤

 

그림 13. X,Y,Z축에 한 몸체 속도 

 

그림 14. X축에 한 치해 궤  비교

 

그림 15. Y축에 한 치해 궤  비교

그림 9. X,Y축에 한 치 오차 궤

 

그림 10. 방향 해 궤

 

그림 11. 방향 오차 궤

된 이득행렬 는 33, 37을 각각 사용하여 실제궤

적에 대한 이득 행렬의 추적을 비교평가 하였다. 수행초기

에 있어서 이동로봇의 실제궤적에 대한 떨림은 기구학 및 

동력학 모델의 불완전함과 초기치 오차에 의한 것으로 여

겨진다.
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그림 16. 방향 해 궤  비교

그림 17. 바퀴1의 속도 해 궤  비교

그림 18. 바퀴 2의 속도 해 궤  비교

7. 결  론

본 논문에서는 대부분의 산업현장에서 고정된 로보트 

매니퓰레이터의 기능 및 작업영역 확장을 위해 연구대상

으로 각광받고 있는 이동로봇의 여러 종류 중에서 특히, 4-

바퀴 2자유도를 갖는 바퀴형 이동로봇의 동력학 모델을 위

하여 뉴튼의 평행법칙과 전파행렬의 사용에 의한 방법에 

대해 논의하였고, 실시간에서 WMR의 위치를 파악하기 위

하여 Dead-Reckoning 알고리즘을 도입하였다.

Dead-Reckoning을 사용한 궤환제어 알고리즘의 구성과 

이에 대한 모의실험을 통하여 WMR에 대한 수학적 모델

의 유효성을 입증하였다.  

본 논문에서 바퀴의 미끄럼은 고려하지 않았지만 실제 

WMR의 위치를 파악하기 위하여 사용된 Dead-Reckoning

에서 바퀴의 미끄럼은 위치오차의 가장 큰 원인으로 대두

되고 있다. 이점에 좀더 신중한 연구가 필요하며 지금까지

의 모델과 제어 알고리즘을 기초로하여 계속적으로 Fuzzy 

및 신경회로망을 이용한 이동로봇의 위치제어에 많은 연

구를 하고자한다.
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