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정사면체 분할 과제에서의 이미지에 기반 한 수학적 사고

한 대 희
*
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I. 서론

이미지가 인간의 사고에 중요한 역할을 한다

는 것은 오래 전부터 인식되어 왔지만 이에 대

한 체계적인 연구는 행동주의 심리학이 쇠퇴하

고 인지과학이 등장하는 1970년대 말 무렵에

시작되었다. (Kosslyn & Rabin, 1999; Presmeg,

1997) 수학교육분야에서도 전통적으로 수학을

형식적인 논리적 추론을 적용하는 학문으로 여

겨 왔으며 그러한 배경에서 이미지에 기반 한

수학적 추론의 중요성이 이 무렵까지 주목받지

못하였다(English, 1997; Wheatley, 1997). 그러나

1980년대 이후 수학 학습에서 이미지에 기반

한 시각적 사고에 대한 활발한 연구가 진행되

고 있으며, 1990년대 이후로 수학교육의 핵심

적인 연구 영역의 하나가 되고 있다(Presmeg,

2006a; Presmeg, 1997; Wheatley, 1997).

이미지에 기반 한 사고가 수학의 여러 영역

에서의 다양한 활동에 중요한 역할을 한다는

것을 보고 하는 많은 연구물들이 있다. 가령,

Davis & Maher(1997)는 산술 학습에서 이미지

의 영향을 보고하고 있으며, Wheatley(1997)는

대수, 기하, 함수 등의 다양한 영역에서의 이미

지에 기반 한 추론의 중요성을 보고하고 있다.

또한 Archavi(2003)는 수학적 문제해결에서 이

미지는 직관적 이해와 통찰 그리고 문제해결의

방향제시를 통해 문제해결에 필요한 추론을 할

수 있게 한다는 것을 보고하고 있다. 더 나아

가 Fischbein(1993)은 기하 증명을 공간 이미지

를 언어적으로 개념화 하는 것으로 파악하고

있다. 우리나라에서도 최근 이미지에 기반 한

시각적 추론의 중요성에 주목한 연구들이 있다

(고은성․이경화․송상헌, 2008; 류현아, 2009;

김재홍, 2010).

이와 같은 시각적 이미지의 중요성을 두 가

지 측면에서 이해할 수 있다. 그 하나는 수학
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적 개념의 이해, 추론, 문제 해결, 증명 등에서

적절한 시각적 이미지를 형성하고 활용하는 학

생들이 성공적이었다는 점이다. 또 다른 하나

는 시각적 이미지를 적절하게 형성하지 못한

학생들은 그와 관련된 수학 학습에서 성공적이

지 못하였다는 점이다. 후자와 관련하여 Pres-

meg(1997)은 이미지가 갖는 구체성이 수학 학

습에서 어려움의 근원이 될 수 있으며, 하나의

예가 전형적인 것에 제한되지 않는다는 것을

인식하기 어렵다는 것 등을 제시하면서 “개인

의 사고에서 명령 없이 생겨난다는 점에서 그

리고 모순되는 증거에 직면해도 여전히 유지된

다는 점에서 통제하기 어려운 처음의 상”(Pres-

meg, 1997, p.342)의 문제점을 지적하고 있다.

학생들이 다양한 수학적 활동에 적절한 이미

지를 사용할 수 있도록 돕는 것은 수학교육의

중요한 과제 중의 하나이다. 특히 학생들이 처

음에 자신이 가지고 있는 이미지를 어떻게 조

작하고 변형하여 이해, 추론, 문제해결 등에 유

용한 새로운 이미지를 구성하는가는 수학교육

의 중요한 문제이다. 그러나 지금까지 우리나

라에서는 구체적인 문제 해결의 맥락에서 학생

들이 어떻게 이미지를 이용한 사고를 진행하는

지, 이 과정에서 어떤 이미지가 어떻게 만들어

지는지, 그 이미지들이 어떤 기능을 하고 있는

지, 그리고 이미지를 이용한 사고를 어떻게 촉

진시킬 수 있는지 등에 대한 상세한 연구가 부

족한 실정이었다.

이에 본 연구는 학생들이 일상적인 경험으로

부터 형성한 이미지로는 해결하기 어려운 과제

에서 학생들이 어떻게 사고하는지, 그리고 자

신의 이미지를 어떻게 조작하고 변형하여 과제

해결에 유용한 새로운 이미지를 구성하는지를

고찰하고자 한 것이다. 이를 위하여 이미지와

이미지에 기반 한 사고에 관한 선행 연구를 고

찰하고, 일상적인 학습 경험에 의해 생겨난 이

미지로는 해결하기 힘든 과제를 개발할 것이

다. 이어서, 이 과제를 해결하는 과정에서 이미

지에 기반 한 사고의 특성을 잘 드러내는 학생

의 사례를 발굴하여, 이들이 어떻게 이미지에

기반 한 사고를 진행하는 지를 분석하고 이미

지에 기반 한 사고의 특징과 교수․학습상의

시사점 등을 분석해 볼 것이다.

II. 이미지에 기반 한 수학적 사고

수학 학습에서 이미지1)를 이용하는 사고에

관한 연구는 공간 능력, 시각화, 표상 등의 상

이한 용어를 사용하는 다양한 맥락에서 진행되

어 왔다. 연구자들은 각자의 고유한 관심사에

따라 유사하면서도 조금씩 상이한 용어를 사용

하여 왔다. 여기서는 이미지 개념을 중심으로

수학 학습에서 사용되는 이미지에 기반 한 사

고2)를 고찰해 볼 것이다.

1. 이미지

1) 이미지는 시각적 이미지, 청각적 이미지, 촉각적 이미지 등을 포괄하는 개념으로 사용되기도 한다. 그러

나 수학 학습은 주로 시각적 이미지와 관련되어 있으며 이하에서 이미지는 시각적 이미지를 의미하는 것

으로 사용된다.

2) 이미지에 관한 연구가 1970년대 후반에서야 본격적으로 이루어졌던 것은 이미지가 직접 관찰 할 수 없는

심리 현상이라는 점 때문이다. Kosslyn & Rabin (1999)이 ‘내관적 딜레마’라고 언급한 바와 같이, 어떤 사람

의 머릿속에 떠오르는 이미지가 어떤 것인지는 그 사람이 아니고서는 정확하게 파악할 수 없다. 학습자의

마음속에 떠오르는 이미지에 관한 연구는 필연적으로 그 학습자가 자신의 머릿속에 있는 이미지를 밖으로

들어낸 그림, 기호 혹은 서술적 표현(representation)에 의존할 수밖에 없다. 따라서 이미지에 기반 한 사고를

심적 이미지와 함께 그림이나 다이어그램과 같은 심적 이미지의 외적 표현을 이용하여 사고하는 것을 포

괄하는 의미로 사용하기로 한다.
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학습과 이미지를 연결시키는 연구는 1970년

대 초기 심리학 분야의 단어 학습에 관한 연구

에서 등장한다. 여기서는 이미지를 떠올릴 수

있는 단어의 학습이 그렇지 않은 단어의 학습

보다 더 수월하다거나, 이미지를 떠올리면서

단어를 기억하는 것이 더 잘 기억된다는 것 등

이 보고되었다(Kosslyn & Rabin, 1999).

수학 분야에서는 오래전부터 이미지를 선호

하는 성향을 보이는 수학자와 대수적 기호를 선

호하는 성향의 수학자가 있다는 것(Hadamard,

1945)이 알려져 왔으며, Krutetskii(1976)는 학생

들이 수학학습에서 언어적/논리적으로 사고하는

가와 시각적/회화적으로 사고하는가를 수준과

유형으로 나누어 분석하여 수학적 재능을 분류

하고자 하였다.

1980년대 이후 인지과학 분야에서 이미지에

관한 연구와 수학교육분야에서의 이미지에 기

반 한 수학적 사고에 대한 연구가 활발해 지면

서, 수학 학습에서 사용되는 이미지에 대한 개

념이 변화하고 있다. 일상적으로 이미지는 ‘마

음속에 떠오르는 그림’이라는 의미로 사용되어

왔다. Presmeg(1997)에 의하며 이와 같은 이미

지의 개념은 아리스토델레스 시대까지 거슬러

올라가는 오래된 개념이었으나, 최근의 이미지

에 대한 연구에서 이 개념이 변모되고 있다고

한다. Presmeg은 학생들이 사용하는 이미지에는

다양한 유형이 있으며, 특히 그림과 같은 구체

성을 띄는 ‘구체적 이미지’와는 다른 ‘패턴 이

미지’가 사용되고 있음을 확인하였고 패턴 이

미지가 학생들의 일반화에 중요한 역할을 하고

있음을 강조하고 있다. Presmeg은 이와 같은 유

형의 이미지를 포괄하는 의미로 이미지를 “시

각적이거나 공간적인 정보를 기술하는 정신적

구성물”(Presmeg, 1997, p.339)로 정의할 것을

제안하고 있다.

Wheatley(1997)는 또한 최근 여러 연구자들이

사용하고 있는 이미지와 관련된 개념을 비교하

고 있는데, 그에 따르면 수학 학습에서 사용되

는 이미지에는 그림과 같은 구체성을 가진 이

미지와 이것을 추상화한 이미지의 두 가지 이

미지 개념이 있다고 한다. Cobb이 사용하고 있

는 ‘이미지 독립’과 ‘이미지 기반’, Lakoff가 사

용하고 있는 ‘풍부한 이미지’와 ‘이미지 스키

마’, Presmeg의 ‘구체적 이미지’와 ‘패턴 이미

지’ 등의 구분이 두 가지 유형의 이미지를 설

명하고자 하는 용어들이다. 전자의 경우는 지

각 경험과 관련하여 구체성을 띄는 고전적 의

미의 이미지를 표현한 것이라면, 후자의 경우

는 한 단계 더 구조적이고 추상적인 그래서 수

학적 사고에 보다 중요한 역할을 하는 새롭게

주목받고 있는 이미지 개념을 표현한 것이라고

할 수 있다.

Duval(1999)은 수학적 사고를 기호학적 관점

으로 분석하는 분석틀을 제시하면서 위와 유사

한 논의를 발전시키고 있다. Duval에 따르면 사

물에 대한 지각에서 비롯되는 시각(vision)과 기

호적 표현에 의한 시각화(vision)를 구분할 필요

가 있다. 사물에 직접 경험함으로써 생겨난 이

미지나 그것에 대한 표현은 아이콘과 같이 자

동적으로 그 의미를 파악할 수 있게 해 준다.

그러나 기하학적 도형이나 그래프 등은 시각적

으로 지각하는 것 자체만으로는 그 표현들이

담고 있는 수학적 관계나 의미를 곧 바로 파악

할 수 있는 것이 아니다. 시각화는 시각으로는

볼 수 없는 기호적 표현 속에 담겨진 수학적

관계를 보는 것을 의미하며 오랜 시간의 훈련

을 필요로 한다. 이와 같은 구분에 따라 이미

지는 시각적 지각으로서의 이미지와 내면화된

기호적 이미지로 구분될 수 있다.

최근 Presmeg(2006b)은 Peirce의 기호학적 관

점으로 이미지와 그것의 표현(inscription) 개념

을 파악하고자 하고 있다. Peirce는 기호를 이
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이콘적 기능을 하는 기호와 인덱스적 기능을

하는 기호 그리고 상징적 기능을 하는 기호 등

의 세 가지 유형으로 분류하고 있다. 아이콘적

기호는 어떤 사람의 사진이 그 사람을 나타내

는 것과 같이 기호와 대상 사이에 물리적인 닮

음 관계가 있을 때 사용된다. 인덱스적 기호는

도로 표지판이 도로의 여러 정보를 알려주는

것과 같이 기호와 대상 사이의 지시적 관계가

있을 때 사용된다. 상징적 기호는 대수적 기호

와 같이 기호와 대상 간의 관계가 관습적일 때

사용된다. Presmeg은 이미지를 시각적 기호로

보는 관점에 기초하여 학생들이 사용하는 이미

지를 위의 세 가지 기호로 나누어 분석하고자

하였다.

이상과 같이 최근의 수학학습과 관련된 이미

지에 관한 논의들은 이미지 개념을 감각 경험

에서 수동적 자동적으로 떠오른 구체적인 그림

과 같은 것에서 보다 추상적이고 구조적인 특

성을 가진 지닌 개념으로, 나아가 능동적 해석

을 요구하는 기호의 일종으로 확장하고 있다.

2. 이미지에 기반 한 사고의 과정

학습자가 수학적 문제 해결에서 이미지를 이

용한 사고를 어떻게 진행하는가를 분석하기 위

해 먼저 인지과학에서 제시하는 이미지를 이용

한 사고 과정3)을 살펴보자. Marsonolek &

Kosslyn(1992)에 따르면 인지과학에서는 이미지

와 같은 추상적 심리 현상을 이해하기 위해 두

뇌에서 일어나는 일이 컴퓨터가 정보를 표현하

고 조작하는 것과 유사할 것이라는 은유적 가

설을 이용하고 있다. 이러한 관점에서 이미지

는 두뇌 속에 저장된 정보를 저장하고 사용하

는 방식의 하나로 저장된 정보에 의해 형성된

순간적인 지각적 표현이다. Kosslyn(1981)은 시

각적 이미지를 이용하는 사고에서 최소한 다음

과 같은 4가지로 구분되는 이미지 과정이 있음

을 임상적으로 확인하였다: 1)저장된 정보로부

터 이미지 생성하기(generation), 2) 생성된 이미

지를 유지하기(maintenance)하기, 3) 이미지를

필요에 따라 변형하기(transformation), 4) 이미지

를 해석하기(interpretation). Kosslyn은 새로 이사

간 집의 안방에 가구를 어떻게 배치할 것인가

라는 질문을 받고 어떻게 이미지를 가지고 사

고하게 되는지를 예로 들어 이 과정을 설명하

고 있다. 먼저, 방과 가구에 대한 이미지를 생

성하여야 하고, 그 이미지는 이 문제를 해결하

는 동안 계속 유지되어야 한다. 방에 대한 이

미지와 가구에 대한 이미지가 생성되고 나면

상상의 가구를 이리 저리 옮겨 방의 적절한 곳

에 배치 시켜야 한다. 그 다음에는 상상한 가

구들이 원하는 위치에 정확하게 놓여 있는지를

볼 수 있어야 한다.

위의 Kosslyn의 연구에 기초하여 Clements &

Battiista(1992)는 학습자의 이미지 과정을 이미

지 가져오기, 이미지 검토하기, 이미지를 변형

하고 조정하기, 조정된 이미지를 유지하기 등

의 네 가지로 제시하고 있으며(류현아, 1998,

p.21에서 재인용), Wheatley & Brown(1994)은

이미지의 구성, 재-표현, 변형, 유지 등의 네 가

지로 제시한 바 있다(Presmeg, 1997, p.343에서

재인용). 그러나 Kosslyn에 기초한 이미지 과정

모델을 이용하여 수학 학습에서의 이미지에 기

반 한 사고를 설명하기 위해서는 몇 가지 사항

을 더 고려하여야 한다.

먼저 위의 모델은 인지과학적 관심에 따라

실험실에서 연구자의 요구에 의해 피험자들이

순수하게 이미지만을 이용하여 사고하는 상황

3) 이미지를 이용한 사고 과정은 image processes를 번역한 것이다. 이하에서는 이를 이미지 과정으로 줄여서

사용할 것이다.
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에서 만들어진 것이다. 그러나 수학 학습 상황

에서 학생들은 이미 기억하고 있는 정보 이외

에 또 다른 정보를 사용할 수 있다. 가령 구

체물을 이용하거나 컴퓨터 프로그램 등을 이용

하여 자신이 지금까지 경험하고 기억하고 있던

정보 이외의 또 다른 시각적 정보를 얻을 수

있다. 따라서 이미지를 조사하거나 변형하는

것이 반드시 사고 속에서 이미지를 조사, 변형

하는 것만이 아니라 이미지를 표현한 그림, 구

체물, 컴퓨터 프로그램 등을 이용하여 조사, 조

작, 변형하는 것을 포함하여야 한다.

또한, Presmeg(1997)이 Brown & Wheatley의

연구를 언급하면서 지적한 바와 같이 이 모델

로는 ‘통제 불능’의 이미지를 설명하기 어려운

점이 있다. 다시 말해, 이 모델은 이미지를 성

공적으로 활용한 경우를 잘 설명하고 있지만

적절한 이미지를 만들어 내지 못한 경우를 설

명하기에는 어려움이 있다. Wheatley(1997)는 수

학 학습에서 자연스럽게 떠오르는 이미지에 고

착되어 적절한 이미지를 형성하지 못하는 학생

들의 문제점을 지적하면서 이미지를 구성하고

새롭게 표현하고 변형하는 것의 중요성을 강조

하고 있다. Wheatley는 이를 위해 이미지화하기

(imaging)라는 용어를 사용하고 있다.

이와 같이 학습자가 이전에 가지고 있는 이

미지로는 해결하기 힘든 과제가 주어졌을 때,

학습자가 자신이 가지고 있는 이미지를 어떻게

새롭게 구성해 나가게 되는지를 설명할 수 있

는 보다 세부적인 모델이 필요하다. 이를 위해

Duval(1999)이 설명하고 있는 기하 도형을 변형

하기 위해 사용하는 3가지 인지적 조작을 참조

할 수 있다. Duval은 앞서 시각과 시각화의 구

분과 관련하여 살펴본 바와 같이 시각화를 물

리적으로 보는 것 이면에 있는 관계나 관계의

조직화를 보는 것으로 생각하였다. 이와 같은

관점에서 주어진 기하 도형을 변형하여 시각화

에 이르도록 하는 세 가지 전형적인 인지적 조

작을 예시하고 있다. 그 하나는 분해-결합 방법

(merelogic)으로 주어진 도형을 분해한 후 이를

결합하여 새로운 도형을 만들거나 부분 도형을

만드는 조작이다. 그 다음은 시각적 방법으로

주어진 도형을 마치 렌즈를 사용하는 것처럼

줄이거나 늘이는 조작이다. 세 번째는 위치 방

법으로 그림이 놓여 있는 평면에서 방향을 바

꾸는 것이다. 이와 같은 기하 도형을 조작하는

방법은 주어진 이미지에서 새로운 이미지를 만

드는 과정을 설명 하는 데 도움을 줄 수 있다.

마지막으로 이미지를 이용한 수학적 사고를

이해하기 위해서 이미지를 이용한 수학적 사고

가 이미지만을 이용하는 사고가 아니라는 점을

고려하여야 한다. 개념적으로는 시각적 사고와

언어적/분석적 사고가 구분되지만 수학 학습

상황에서 양자는 서로 밀접하게 관련을 맺고

있다. 따라서 주어진 수학 과제를 해결할 때

시각적 이미지를 다루는 과정과 언어적/분석적

사고가 어떻게 서로에게 영향을 주는지를 고려

하여야 한다. 특히, 이미지 개념이 구체적인 그

림에서 보다 추상적이고 기호적인 개념으로 발

전하면서, 이미지를 이용하는 사고는 마음에서

수동적, 자동적으로 떠오르는 이미지를 사용하

는 것을 넘어 학생들이 의도적인 노력을 통해

적극적으로 구성하고 해석해 나가는 활동을 포

괄하게 되었다. 따라서 이미지에 상징적 의미

를 부여하거나 이를 해석하는 언어적/분석적

사고를 함께 고려해야 한다.

가령, Zazkis, Dubinsky & Dautermann(1996)는

대학생들이 대칭군 을 학습하는 과정에서 시

각적인 이미지와 대수적 기호의 사용 사이의

관계를 분석하여 시각적 사고와 분석적 사고의

상호 작용 모델 (VA모델)을 제시하고 있다. 이

모델은 두 가지 사고가 서로 순환적으로 상호

작용하면서 수학적 사고가 발전해 가는 것으로



- 568 -

설명한다. 즉, 이전에 시각화한 결과( )를 분

석하고( ), 이를 통해 새롭고 풍부한 이해를

바탕으로 새로운 시각화(   )를 할 수 있게

되며, 점점 더 정교한 분석(  )도 가능하게

된다. 이와 같이 두 사고는 순환적으로 상호작

용하면서 두 사고는 서로 더 가까워지고, 밀전

하게 연결되고 통합된다는 것이다.

한편, Duval(1999) 또한 일상 언어에 의한 명

제와 기하 도형 사이의 상호작용으로 증명을

포함한 기하학적 문제 해결을 분석하고자 하였

다. 특히 Duval(2006)은 수학적 사고 과정에 작

용하는 3가지 종류의 언어적 표현을 제시하고

있다. 먼저 이름이나 표식과 같이 단어나 어구

의 뜻을 표시하는 표현이 있다. 다음으로 관계

나 성질에 대한 명제를 표시하는 표현 그리고

연역이나 계산과 같은 추론을 표시하는 표현이

있다. 이를 이미지 형성에 영향을 미치는 언어

적 사고와 관련시켜 생각하면, 단어나 개념을

통해 이미지화하기 그리고 성질과 관계를 통해

이미지화하기 그리고 추론을 통해 이미지화하

기 등이 가능함을 생각할 수 있다.

이상과 같은 선행 연구들로부터 학생들의 이

미지에 기반 한 사고 과정을 분석하는 틀을 생

각해 볼 수 있다. 이 문제는 다음 장의 분석

방법에서 다시 다루도록 하겠다.

III. 연구 방법

1. 과제

이 연구에서는 학생들이 일상적인 경험으로

부터 생겨난 이미지로는 해결하기 어려운 과제

에 직면하였을 때 어떻게 사고하는지, 그리고

자신이 가지고 있던 이미지를 어떻게 조작하고

변형하여 새로운 이미지를 만들어내는지 등을

살펴보고자 한다. 이를 위해서는 학생들의 일

반적인 학습 경험에서 만들어지는 이미지로는

해결하기 어려운 과제이면서 새로운 이미지를

만들어 내야만 하는 과제를 필요로 한다.

Wheatley(1997)는 초등학교 3학년 학생부터

성인에 이르기까지의 많은 범위의 사람들의 이

미지화하기를 이끌어내기 위한 잠재력이 풍부

한 과제들을 예시하고 있다. 여기서 등장하는

예는 모서리의 길이가 1미터인 정육면체 모양

의 상자를 쌓아서 만든 6미터 크기의 정육면체

의 위와 앞 그리고 왼쪽 면에 표시를 하였다

면, 총 216개의 작은 정육면체 중 몇 개의 정

육면체에 표시가 되어 있겠는가를 묻는 과제

이다. 이와 유사한 과제로 平林一榮(1999)이 제

시한 교수 단원의 예를 들 수 있다. 이 교수

단원은 겉면을 색칠한 정육면체를 각 면에 평

행하게 등분하여 생겨나는 개의 정육면체를

색칠된 면의 수에 따라 분류하는 과제로, 절단

하는 횟수를 늘여 가면서 탐구하는 과정에서

일정한 패턴을 찾아내고 이것을 n차원 정입방

체의 탐구로 확장하는 것이었다.

이 두 과제는 모두 작은 정육면체를 쌓아서

큰 정육면체를 만들 수 있다든가, 혹은 큰 정

육면체를 면에 평행한 평면으로 등분 하여 잘

라내면 개의 작은 정육면체를 만들 수 있다

는 성질에서 출발하고 있다. 본 연구에서는 이

러한 아이디어를 정사면체로 확장하여 정사면

체를 각 면에 평행한 평면으로 잘라내었을 때

어떤 도형이 생겨나는지를 탐구하는 과제를 적

용하고자 하였다(한대희, 2006). 구체적으로 본

연구에서 사용하고자 하는 과제는 다음의 3가

지이다.

과제1. 주어진 정사면체를 각 면에 평행한 평면

으로 선분의 중점을 지나도록 2등분 하

였을 때 생겨나는 도형의 종류와 수를

구하여라.
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과제2. 주어진 정사면체를 각 면에 평행한 평면

으로 삼등분점을 지나도록 3등분한 하였

을 때 생겨나는 도형의 종류와 수를 구

하여라.

과제3. 이와 같은 과정을 4등분, 5등분, ... 등으로

확장하면서 일반적인 규칙을 찾아보라.4)

정사면체를 면에 평행한 평면으로 등분하

면, 정육면체의 경우와는 달리 두 종류의 도형

즉 정사면체와 함께 정팔면체가 생겨난다. 또

한 각각의 개수도 
  와

  

으로 정육면체의 경우의 에 비해 훨씬 복잡

하다. 뿐만 아니라, 정사면체를 면으로 잘라낸

결과를 직접 만들어 보지 않고 이미지만으로

해결하기는 쉽지 않다. 그러나 등분된 정사면

체 속에 들어 있는 정사면체와 정팔면체는 일

정한 규칙에 따라 배치되어 있으며, 이에 관한

이미지를 파악하고 나면 귀납적, 유추적인 방

식으로 등분된 정사면체 속에 들어 있는 정사

면체의 수와 정팔면체의 수를 추론할 수 있다.

학생의 연령, 수준 그리고 시각적 사고를 선

호하는 성향에 따라 이 과제를 시각적 추론을

통해 해결하는 정도가 다를 수 있다. 어떤 학

생의 경우 과제1을 이미지만으로 해결하는 데

상당한 어려움을 겪을 수 있다. 과제2를 이미

지(표현)만으로 해결하는 지 못하는 경우에는

구체물을 이용하여 3등분된 정사면체를 실제로

만들어 보도록 할 필요가 있으며, 구체물로 만

든 3등분된 정사면체의 관찰을 통해 일반적인

성질이나 규칙을 파악하도록 하고 그 결과를

이용하여 과제3을 해결하도록 유도할 수 있다.

2. 실험 과정과 연구 대상

일상적 학습 경험으로 생겨난 이미지로는 해

결하기 힘든 과제를 해결하는 과정에서 이미지

에 기반 한 수학적 사고가 어떻게 진행되는지를

살펴보기 위하여 연구 대상자를 다음과 같은 과

정에 따라 선정하였다. 먼저, 우리나라 영재교

육진흥법에 따라 과학 재단의 지원을 받는 대학

부설 과학영재교육원에 소속된 중학교 1학년

20명으로 구성된 1개 학급에 연구자가 이 과제

를 가지고 3시간 단위의 수업을 진행하였다. 그

리고 그 과정에서 이미지에 기반 한 수학적 사

고의 특성을 잘 드러내는 2명의 학생을 발굴하

였다. 대략적인 수업의 진행과정과 연구 대상자

2명의 선정 과정을 소개하면 다음과 같다.

수업은 앞서 제시한 3개의 과제를 순차적으

로 해결하는 방식으로 진행되었다. 연구자는

과제를 제시하고 과제를 이해하기 위한 질문에

대한 답변을 한 후, 학생들이 개별적으로 생각

하도록 하였다. 여기서 연구자는 최소한으로

개입하고 학생들 스스로 답을 찾도록 유도하였

으며, 과제에 대한 답을 찾아내는 것만이 아니

라 자신의 생각을 칠판 앞에 나와 전체 학생들

에게 설명할 수 있도록 요구하였다. 연구자는

학생들이 과제를 해결하는 동안 학생들의 문제

해결 과정을 관찰하고 기록하였다. 학생들이

탐구하는 동안 의미 있는 시도를 하는 학생이

있는 경우 그 학생에게 어떻게 생각하고 있는

지를 질문하였고 이를 기록하였다. 과제별로

충분한 시간을 제공한 후, 의미 있는 시도를

한 학생들을 전체 학생 앞에서 구체물을 사용

하지 않고 칠판에 그림을 그려가며 설명하도록

하였다. 학생들이 발표를 한 후 학생들과 함께

풀이 과정을 확인하였다.

정사면체를 2등분하는 과제1은 머릿속의 이

미지와 그림만으로 해결하도록 하였으며, 과제

2는 처음에는 머릿속의 이미지와 그림만으로

해결하도록 한 뒤, 구체물을 이용하여 자신이

구한 답이 올바른지 확인하도록 하는 방식으로

4) 앞으로 각 면에 평행한 평면으로 등분 한 정사면체를 ‘등분된 정사면체’라고 한다.
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진행되었다. 연구자는 구체물을 사용하지 않은

상황에서의 시도와 구체물을 사용하고 난 뒤의

학생들의 사고 과정을 분리하여 기록하였다.

특히, 구체물이 없을 때에 불완전하게 답을 구

하였으나 구체물을 이용한 이후에 과제2와 과

제3을 의미 있게 진행한 학생들을 중심으로 관

찰, 기록하였다.

수업이 끝난 후 수업 과정에서 주목한 학생

들의 기록을 분석하였으며, 그 중 본 연구의

목적에 부합하는 2명의 학생을 선정하여 학생

의 기록지와 면담 자료 그리고 녹화자료를 집

중적으로 분석하였다. 연구 대상자중 한명은

과제2에서 구체물 없이 이미지만을 이용하여

의미 있는 추론을 보여준 학생이며, 다른 한명

은 구체물을 이용한 후 새로운 이미지를 만들

어 내고 이를 이용하여 과제3을 해결할 수 있

는 일반적인 아이디어를 보여준 학생이다.

3. 분석 방법

앞서 II장에서 이미지에 기반 한 사고 과정

에 대한 선행 연구들을 고찰하였다. 이들로부

터, 본 연구는 수학적 문제 해결에서 이미지에

기반 한 사고를 두 가지 서로 연결된 순환 과

정으로 분석해 보고자 한다. 첫 번째 순환 과

정은 Kosslyn(1981)의 단선적 이미지 과정을 순

환적으로 보는 것으로 처음에 떠올린 이미지를

이용해서는 곧 바로 문제가 해결되지 않을 경

우 그 이미지를 조작하여 변형하는 과정을 문

제가 해결될 때까지 반복하는 것이다. 이 때

이미지를 조작하는 과정을 이해하기 위해

Duval(1999)이 제안하고 있는 도형 변형의 세

가지 인지적 조작을 적용할 것이다. 즉, 처음

에 형성된 이미지를 검토/해석하여 문제 해결

의 필요에 따라 처음 이미지를 인지적으로 조

작하거나 구체물을 이용한 조작과 관찰을 통해

새로운 이미지를 만들어 내고, 이렇게 만들어

진 이미지를 다시 검토/해석하는 과정을 문제

가 해결할 때까지 반복하는 순환 과정을 생각

할 수 있다.

또한 Zazkis et al.(1996)이 제시한 바 있는 언

어적 사고와 이미지에 의한 사고의 관계에 주

목하면 또 하나의 순환 과정을 생각해 볼 수

있다. 즉, 처음에 언어적으로 주어진 문제 상황

에서 이미지를 생성한 후 이를 검토하여 문제

해결에 필요한 언어적 성질을 찾아내고, 이렇

게 주어진 성질에 기초한 언어적 추론이 이루

어지며, 그에 따라 다시 새로운 이미지를 형성

하는 과정이 문제가 해결될 때가지 반복되는

순환 과정이 있다. 그리고 이 과정에서 사용되

는 언어적 상호과정을 Duval(2006)이 제시한 수

학적 사고 과정에 작용하는 3가지 종류의 언어

적 표현 즉, 이름이나 어구의 뜻을 나타내는

개념, 관계나 성질에 대한 명제, 그리고 계산과

추론 등으로 세분화하여 분석해 볼 것이다.

이하에서는 이와 같은 두 가지 순환 과정의

관점에서 학생들의 이미지에 기반 한 사고가

어떻게 진행되는지를 분석해 볼 것이다. 즉, 학

생들이 주어진 과제를 해결하기 위하여 사용하

는 이미지와 언어적 추론을 추출하고 이들이

어떻게 상호 작용하는 지를 분석해 볼 것이다.

이를 위하여 주어진 과제를 해결하기 위해서

학생들이 사용하는 개념, 성질, 추론들을 분리

하여 추출하고 추론의 각 단계에 사용된 성질,

관계, 규칙 등에 인덱스를 붙일 것이다. 학생A

가 사용한 언어적 추론에서의 성질을  로 학

생B가 사용한 언어적 추론에서의 성질을  
′로

표시할 것이다. 또한 이 성질들과 관련하여 학

생들이 사용하고 있는 이미지와 이미지 표현

(그림)에도 번호를 붙여 각각  와  로 나타낼

것이다. 이와 같이 코딩된 자료들을 아래의

<표 III-1>로 정리하여 학생들이 보여준 이미지
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과정을 정리하고 여기서 발견되는 특징을 분석

해볼 것이다.

IV. 실험 결과

1. 학생A의 사례 - 이미지를 이용한 추론

가. 구체물을 사용하기 전의 학생A의 추론

구체물을 사용하지 않고 과제2를 해결하기

위해 학생A가 그린 그림은 [그림 IV-1]과 같다.

이 그림은 앞쪽에서 정사면체를 바라 볼 때의

그림이다. 절단면 8개가 모두 그려져 있으며,

실선으로 그려진 앞쪽 꼭지점 부분에 있는 정

사면체 3개와 점선으로 그려진 뒤쪽 꼭지점 부

분의 정사면체 1개 그리고 앞쪽 아래 부분의

모서리에 있는 정사면체 1개는 정확하게 묘사

되어 있다. 그러나 나머지 부분의 도형들은 정

확하게 묘사되지 못하였다. 그 이유는 절단면

의 내부에 절단된 선들이 표현되어 있지 않기

때문이다. 이 그림은 비교적 정밀하게 묘사되

어 있지만, 이 그림 속에 있는 도형을 세는 방

식으로는 3등분된 정사면체 속에 몇 개의 정사

면체와 정팔면체가 생기는지 혹은 다른 도형이

더 생기는 지를 명확하게 알 수는 없다.

학생A는 그림 아래에 정사면체의 수를

   개로 제시하고 있으며, 그 아래에

× ÷   을 기록하여    에서 6을 구한

이미지 형성에

사용된

개념, 성질

인지적/

구체적 조작

이미지/

이미지 표현

이미지, 표현,

혹은 구체물에서

파악된 성질

성질 혹은

이미지에서

추론된 성질

학생들의

문제

해결과정

… 분리/결합  /   / 
′  / 

′

<표 III-1> 학생들의 이미지에 기반 한 추론 과정 분석틀

[그림 IV-1] 학생A의 처음 그림

[그림 IV-2]학생A의 두 번째 그림

방법을 제시하고 있다. 그리고 그 밑에 정팔면

체의 수를 4개로 제시하고 있다. 학생A는 자신



- 572 -

이 구한 식을 다음과 같이 설명하였다.

연구자: 어떻게 구한 건지 설명해 볼까?

학생A: 여기(위 부분)를 보면 (정사면체를) 이등

분한 것과 같잖아요. 여기(왼쪽 꼭지점

부분)와 여기(오른쪽 꼭지점 부분) 그리

고 여기도(뒤쪽 꼭지점 부분) 마찬가지

로 (정사면체를) 2등분 한 거니까, 이것

(3등분된 정사면체)은 (정사면체를) 이등

분 한 것 4개를 겹쳐 놓은 것과 같아요.

연구자: 그래서, 그림 밑에 있는 식은 어떻게

구한 거지?

학생A: 여기(윗 꼭지점 부분)에 (겹치지 않은)

정사면체가 있는데 이런 것이 (꼭지점

마다) 모두 4개가 있고요. 여기(3등분된

정사면체의 중간부분)에 3개의 (겹치는)

정사면체가 있는데 이런 것이 4개 있으

니까 ×를 하고, 한 번씩 겹치니까 2

를 나누어서 6개가 있어요. 그래서 모

두 10개의 정사면체가 있어요. 그리고

정팔면체는 이런 것(2등분된 정사면체)

1개 당 1개씩 생기니까 정팔면체는 4개

가 있어요.

나. 구체물을 이용한 후의 학생A의 새로운

이미지표현

구체물을 이용하여 자신이 구한 답을 확인하

도록 한 후 학생A는 자신이 빠뜨린 부분이 있

음을 확인하고, [그림 IV-2]와 같이 수정된 그

림을 제시하였다. 학생A는 3등분된 정사면체의

내부의 중간 부분에 있는 도형을 정확하게 묘

사하기 위하여 앞의 그림과는 조금 다른 그림

을 제시하고 있다. 즉, 뒤쪽에 있는 꼭지점의

정사면체는 생략하고 절단면을 정확하게 묘사

하여 가운데 부분에서 빠뜨렸던 선들을 정확하

게 나타내려고 하였다. 학생A가 그린 두 번째

그림에서는 앞에서 보이는 3개의 꼭지점 부분

의 정사면체와 모서리 부분에 있는 6개의 정사

면체 그리고 가운데에 있는 ‘뒤집어진’ 정사면

체 1개가 명확하게 보이며, 3개의 정팔면체를

구분할 수 있다. 그러나 뒤쪽에 있는 1개의 정

사면체와 그것과 인접한 정팔면체는 파악하기

힘들다. 이 그림은 처음에 파악하지 못하였던

가운데 부분에 있는 ‘뒤집어진 정사면체’를 표

현하기 위한 시도라고 볼 수 있다.

[그림 IV-3]은 학생A가 최종적으로 전체 학

생들에게 자신의 생각을 발표할 때 사용한 그

림과 설명이다. 이 그림은 정사면체를 3등분하

였을 때 생기는 절단면과 선을 아주 정확하게

표현하고 있다. 그리고 정팔면체의 수는 앞의

설명과 동일하게 2등분된 정사면체 1개당 1개

씩 있다는 것으로 설명하고 있지만, 정사면체

의 수를 설명하는 방식은 앞서 자신이 불완전

그림으로 추론하였던 방법이 아니라 세밀하게

묘사된 그림을 보면서 ‘층’별로 나누어 제시하

였다. 특히, 자신의 그림에서 명확하게 드러나

지 않았던 가운데에 부분에 있는 정사면체를

따로 그려 설명하려고 시도 하고 있다.

다. 학생A의 이미지를 이용한 추론

살펴본 바와 같이 학생A는 처음에는 비교적

세밀하지만 정확하지는 않은 그림을 이용하여,

정사면체와 정팔면체의 수를 추론하였다. 학생

A가 정사면체와 정팔면체의 수를 세기 위하여

제시한 그림과 이 학생의 계산과정 및 면담으

로부터 이 학생의 추론과정에서 어떤 이미지가

어떻게 사용되었는지를 분석해 보자.

[그림 IV-3] 학생A의 세 번째 그림
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학생A는 [그림 IV-1]의 윗부분에 주목하여

이것이 2등분된 정사면체임을 생각하였다. 이

것은 전체 도형에서 어떤 부분을 분리해서 생

각하는 조작을 사용한 것이다. 즉, 전체 이미지

(표현)에서 일부분에 주목하여 그 부분만을 분

리한 이미지()를 떠올렸으며, 그 이미지에는

‘2등분된 정사면체’라는 언어적 개념이 연결되

어 있다. 이와 같이 분리되어 개념화된 이미지

로부터 “3등분된 정사면체의 위부분에 2등분된

정사면체가 있다.”()라는 언어적 성질을 파악

할 수 있다. 이 성질과 과제1의 결과 즉, 2등분

된 정사면체라는 개념에 함의된 성질로부터 “3

등분된 정사면체의 맨 위에 정사면체 1개, 그

리고 그 아래 부분에 정사면체 3개와 정팔면체

1개가 있다.”라는 성질을 추론할 수 있다(과

2등분된 정사면체 개념으로부터의 추론). 또한

이러한 추론으로부터 3등분된 정사면체의 가장

위에 있는 정사면체 1개( )와, [그림 IV-1]에

서는 분명하게 보이지 않은 전체 이미지 의

중간 부분에 있는 정사면체 3개( )와 정팔면

체 1개( )를 각각 분리한 이미지를 떠올릴

수 있다.

학생A는 이와 같은 부분 도형으로의 분리

조작을 전체 도형의 다른 부분에도 적용하여 3

등분된 정사면체의 위쪽뿐만 아니라 왼쪽, 오

른쪽 그리고 뒤쪽에서 2등분된 정사면체의 부

분 도형을 분리하였다(각각   .). 여기서 학

생A는 분리하였던 4개의 부분도형을 결합 조

작을 사용하여 3등분된 정사면체를 파악하고자

하였다. 즉, 의 부분도형    의 결합에 의

한 이미지(∪∪∪ )로부터 “3등분된 정사면

체는 일부분씩 겹치는 4개의 2등분된 정사면체

로 이루어져 있다.”(, ∪∪∪  )라는 성

질을 파악하였다.

그 다음으로 학생 A는 겹치지 않은 부분과

겹치는 부분의 개념에 주목하여 3등분된 정사

면체 안에 있는 도형의 수를 구하였다. 즉, 2등

분된 정사면체     끼리의 결합을 통해

“어떤 도형이 겹치지 않았는지”와 “어떤 도형

이 겹치는지”를 파악하여 정사면체의 수와 정

팔면체의 수를 추론하였다.

학생A는 부분도형     를 결합한 이미

지로부터 겹치지 않는 부분에 있는 도형을 파

악하였다. 먼저, 과 각각의 , , 를 결합하

여 과 다른 2등분된 정사면체들이 겹치지 않

은 부분에 주목하였고, 이로부터 새로운 부분

도형의 이미지( ∪∪)를 분리하였다. 또

한 이미지로부터 “2등분된 정사면체 안에 겹치

지 않는 정사면체 1개( , )와 정팔면체 1개

가 있음( , )”을 파악하였다. 이어서 이 성

질과 3등분된 정사면체는 4개의 2등분된 정사

면체로 구성되어 있다는 성질()로부터 “3등분

된 정사면체에 (꼭지점 부분에) 겹치지 않은 4

개의 정사면체가 있다.”(와 에 의한 추론)

와 “3등분된 정사면체에 겹치지 않은 4개의 정

팔면체가 있다.”(과 에 의한 추론)를 추론

하였다.

다음으로 겹치는 부분에 있는 정사면체의 수

를 구하기 위해 학생 A가 제시한 × ÷ 의 계

산식을 분석해 보자.

먼저 이식에 있는 3은 위쪽에 있는 과 아래

에 있는   가 각각 겹치는 부분의 정사면체

수를 의미한다(). 이는 에서 추론한 “ 아

래에 3개의 정사면체가 있다.”(에 의한 추론)

에 의한 이미지( )와 위에서 살펴본 바와 같

이 부분 이미지    들을 결합하여 겹치는

부분에 주목하여 새롭게 분리해낸 이미지

(∩∪∪ =  )에 의해 파악한 성질이다.

× 는 3등분된 정사면체에 있는 4개의 2등분

된 정사면체가 있다는 것()과 각각의 2등분된

정사면체에 ∩∪∪를 분리해내는 것과

동일한 방식을 적용할 수 있다는 것에서 추론
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한 결과이다. 이와 같은 추론으로부터 4개의 2

등분된 정사면체에 “각각 3개의 겹치는 정사면

체가 들어 있다”는 것을 알 수 있고 이로부터

×가 추론되었다(에 의한 추론).

이제 마지막으로 ÷를 생각해 보자. “위에서

× 로 계산한 하나의 정사면체에 주목하면, 이

정사면체는 두 개의 2등분된 정사면체에 포함

되어 있음”()을 알 수 있다. 예를 들어, 3등분

된 정사면체의 중간 부분의 왼쪽에 있는 정사

면체의 이미지를 분리해 보면 이 이미지는 

과 에 포함된 이미지(∩)임을 알 수 있다.

이와 같이     중 두 개의 이미지를 결합

한 결과로 얻어지는 이미지( ∩)로부터 를

파악할 수 있다. 따라서 ÷를 해야 함을 추론

할 수 있 수 있다(에 의한 추론).

이러한 추론을 통해 학생A는 3등분된 정사

면체 속에 정사면체 10개와 정팔면체 4개가 있

을 것이라고 추론하였다. 위에서 분석한 사항

을, 이미지를 형성하는데 사용된 언어적 개념

이나 성질, 인지적 조작, 형성된 부분이미지,

이미지 형성에 사용된

개념과 성질

인지적

조작
부분 이미지

이미지에서

파악된 성질

추론된

성질

2등분된 정사면체 분리  (, , ) 
에 의한

추론

2등분된 정사면체

에 의한 추론
분리  ,  ,  

2등분된 정사면체  결합 ∪∪∪  



에 의한 추론

결합

분리
∪∪

  
와에
의한 추론

  

2등분된 정사면체

겹치지 않는 부분

 , 에 의한 추론

결합

분리
∩∪∪ =   

와 에
의한 추론

2등분된 정사면체

겹치는 부분, 

결합

분리
∩ 

에 의한
추론

<표 IV-1> 학생A의 이미지에 기반 한 추론 과정 분석

그 이미지에서 파악되는 성질 그리고 그 성질

에서 추론되는 성질 등으로 나누어 정리하면

아래의 <표IV-1>과 같다.

<표 IV-1>의 ‘부분 이미지’ 항목의 세로 줄

을 보면, 처음 이미지에서 문제 해결에 필요한

부분 이미지가 분리되고, 그 분리된 이미지의

결합과 분리를 통해 새로운 이미지가 형성되는

등의 Duval(1999)이 제안한 인지적 조작 중 분

해-결합 방법에 의한 이미지 형성의 순환과정

이 이루어지고 있음을 확인할 수 있다. 이미지

의 분해와 결합에 의해 생성된 부분이미지는

문제 해결에 필요한 성질을 파악할 수 있게 함

으로써 학생A의 추론과정에서 각 단계를 형성

하였다. 또한 <표 IV-1>의 가로에 주목하여 보

면, Zazkis et al.(1996)이 제안한 VI모델과 유사

하게, 새로운 이미지가 형성되는 데는 언어적

개념이나 성질들이 관련되어 있으며, 새롭게

형성된 이미지로부터 문제 해결에 필요한 성질

들을 파악된다. 그리고 그렇게 파악된 성질에

기초하여 새로운 이미지를 형성하는 순환과정
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을 확인할 수 있었다. 이와 같이 II장에서 살펴

본 바와 같은 이미지를 이용한 사고의 두 가지

순환 과정을 확인할 수 있다.

이와 같이 학생A는 그림 속의 이미지를 보

면서 파악한 성질과 이를 바탕으로 하여 타당

한 추론을 제시하였다. 그러나 한 부분에서 오

류가 있었다. 문제가 된 부분은 2등분된 4개의

정사면체를 일부분씩 겹쳐 놓은 것으로 3등분

된 정사면체를 만들 수 없다()는 데 있다. 네

개의 2등분된 정사면체를 겹쳐 쌓아보면 중간

에 빈 공간이 생겨난다. 학생A가 제시한 [그림

IV-1]이나 학생A의 추론에서는 이 빈공간의 존

재를 파악할 수 없었다.

2. 학생 B의 사례 - 구체물과 그림을 이용한

추론

학생 B도 학생 A와 마찬가지로 3등분된 정

사면체의 윗부분에 2등분된 정사면체가 있다는

것( )에 주목하였다. 그러나 학생 A가 2등분된

정사면체 4개가 겹쳐 있는 것으로 3등분된 정

사면체를 파악하려고 한 것과는 달리 학생 B는

3등분된 정사면체 중 2등분된 정사면체를 제외

한 아랫부분에 있는 정사면체와 정팔면체의 수

를 세고자 하였다. 그러나 이미지와 그림만으로

정확한 수를 파악하지 못한 학생B는 구체물을

이용하여 3등분된 정사면체를 만들어 정사면체

와 정팔면체가 몇 개씩 있는지를 확인하였다.

구체물을 이용하여 자신이 파악한 결과를 다른

학생들에게 설명하기 위해 그리고 4등분, 5등분

,... 등의 일반화된 경우의 문제를 해결하기 위

해 학생 B는 처음에 가졌던 이미지와는 다른

새로운 이미지 표현을 만들어 내었다.

가. 구체물을 이용하여 3등분된 정사면체 만들기

아래 [그림 IV-4]에서 [그림 IV-7]까지는 학

생B가 3등분된 정사면체를 만드는 과정을 보여

[그림 IV-4] 정사면체 [그림 IV-5] 정팔면체

[그림 IV-6] 1층 [그림 IV-7] 3층

주고 있다. 학생B는 구체물을 이용하여 몇 번

의 시행착오를 겪은 다음, 정사면체를 하나를

만들고 그것을 잘라서 3등분된 정사면체에 어

떤 도형이 들어 있는지를 찾아가는 방식이 아

니라 작은 정사면체와 정팔면체 여러 개를 먼

저 만들고 이것들을 쌓아서 3등분된 정사면체

를 만들어 보고자 하였다.

학생B는 먼저 6개의 정사면체를 [그림 IV-4]

와 같이 정삼각형 모양으로 배열한 후, [그림

IV-5]와 같이 그 사이에 3개의 빨간색 정팔면체

를 채워 넣었다. 이 때 [그림 IV-6]과 같이 정

팔면체 3개가 모이는 부문에 1개의 정사면체가

더 필요하다. 1층을 만든 후에 2등분된 정사면

체를 올려놓으면 [그림 IV-7]과 같은 3등분된

정사면체를 만들 수 있다. 이와 같이 학생B는

구체물을 이용하여 3등분된 정사면체를 만들어

그 안에 11개의 정사면체와 4개의 정사면체가

있음을 확인하였다.

나. 학생B의 새로운 이미지 표현

[그림 IV-8]은 학생B가 3등분된 정사면체 속

에 있는 정사면체와 정팔면체의 수를 구하는
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과정을 설명하기 위해 제시한 그림이다. 이 그

림은 네 부분으로 나누어 살펴 볼 수 있다.

1) 3등분된 정사면체 그림: 

[그림 IV-8]의 맨 위에 3등분된 전체 정사면

체 그림()이 있다. 이 그림은 학생A가 제시한

그림과는 달리 보이지 않는 부분은 그려져 있

지 않고, 볼 수 있는 두 면만 그려져 있다. 그

리고 그 옆에 3등분된 정사면체의 윗부분( )

을 2, 3층으로 표현하여 그 안에 “정사면체 4개

와 정팔면체 1개”(과 에 의한 추론)가 있

다고 기술되어 있다. 여기서 학생A의 추론과정

에서 등장하지 않았던 ‘층’의 개념이 등장한다.

2) 맨 아래 1층의 그림 : 

3등분된 정사면체 그림의 아랫부분에서 출

발하는 화살표를 따라가면 가운데 부분 에 1층

만 따로 떼어 놓은 그림()을 볼 수 있다. 

는 의 부분도형이라고 할 수 있으며 1층을

구체적으로 세밀하게 묘사하고 있다. 이 그림

에서는 5개의 정사면체가 분명하게 구분이 된

다. 그리고 1층의 윗면에 있는 4개의 삼각형

중 3개의 삼각형에 색칠을 되어 있다.

3) 1층에 있는 정사면체 그림과 정팔면체 그

림:    ,    ,   

가운데 그려 놓은 1층( )에서 오른쪽에 있

는 화살표 두 개를 따라가 보면, 1층 안에 있

는 정사면체와 정팔면체를 분리하여 그려 놓은

그림을 볼 수 있다. 왼쪽에는 6개의 정사면체

(   )를 그려 놓은 다음, 가운데 부분에 있는

정사면체 3개의 꼭지점에 파란점이 표시되어

있어 있으며 ‘6’이라는 숫자가 쓰여 있다(
′ ).

그리고 그 옆에 세 꼭지점에 파란색을 표시한

정사면체 하나(   )가 더 그려져 있고 그 위

에 ‘1’이란 숫자가 쓰여 있으며(
′ ) 밑으로 난

화살표를 따라 가면 ‘거꾸로 된 것’이라고 기술

되어 있다. 이 두 그림은 +기호로 연결되어 있

고 그 밑에 “정사면체 7개”가 기술되어 있다

(
′과 

′에 의한 추론). 파란색 점은 ‘뒤집어진

정사면체’가 놓여 있는 위치를 보여주고 있다.

오른쪽 그림에는 정팔면체 3개가 그려져 있

는데, 정팔면체의 면이 바닥에 있는 모습으로

[그림 IV-8] 3등분한 경우의 학생B의 설명

그려져 있다(  ). 이들의 윗면들에는 색칠이

되어 있다. 이것은 중간에 그려진 1층 그림( )

의 위 면에 색칠된 부분과 연결되어, 정팔면체

가 1층의 어떤 곳에 위치하고 있는지를 나타내

고 있다. 그리고 그 밑에 ‘정팔면체 3개’(
′ )가

기술되어 있다.

4) 1층의 윗면과 아랫면을 나타낸 그림

마지막으로 가운데 있는 에서 왼쪽에 있는

화살표 두 개를 따라가 보면, 1층의 윗면을 그
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린 그림(  )과 아랫면을 그린 그림(  )을

볼 수 있다. 윗면과 아랫면을 구성하고 있는

삼각형들 안에 1과 0이 표시되어 있으며, 그

아래에 ‘1은 정사면체’를 그리고 ‘0은 정팔면

체’라고 기술되어 있다.

이와 같이 학생B는 3등분된 정사면체 속에

정사면체가 11개가 있으며 정팔면체체가 4개가

있다는 것을 위와 같이, 3등분된 정사면체의

외관을 그린 그림()에서 시작하여, 1층을 세밀

하게 그린 그림( ), 1층 안에 있는 정사면체

(   ,    )와 정팔면체(   )를 분리해서 그

린 그림 그리고 1층의 윗면(   )과 아랫면

(   )을 그린 그림 등의 4단계의 그림을 통해

설명하고 있다.

[그림 IV-9] 4등분한 경우

다. 과제3에 대한 학생B의 추론

학생B는 3등분된 정사면체에 있는 도형의

수를 설명한 후, [그림 IV-9]와 같이 4등분된

정사면체 있는 도형의 수를 유사한 방법으로

설명하였다. 그러나 여기서는 위의 [그림 IV-8]

에 있는    ,   와   과 같은 그림을 사

용하지 않고 1층의 윗면과 아랫면을 나타내는

  과   과 같은 그림을 이용하고 있다. 이

와 같이 윗면과 아랫면을 이용하면 그리기 힘

든 공간도형을 나타내는 그림을 그리지 않아도

된다. 뿐만 아니라 정사면체와 정팔면체가 번

갈아 가면서 삼각형 모양을 이루고 있다는 관

계(
′ )와 윗면의 정팔면체 사이에 ‘뒤집어진’

정사면체가 있다는 관계(
′ )을 한 눈에 파악할

수 있다. 더 나아가 정사면체의 수와 정팔면체

체의 수를 구할 수 있는 규칙을 유추할 수 있

게 해 준다. 즉, 아래 면은 정삼각형 16개로 이

루어진 정삼각형이다. 16개의 정삼각형 위에 1

과 0이 쓰여 있으며, 1은 정사면체가 있는 위

치 그리고 0은 정팔면체가 있는 위치를 나타내

고 있다. 따라서 아래 면을 보았을 때 정사면

체의 수는 1+2+3+4=10이 되고(
′ ), 정팔면체의

수는 1+2+3=6이 된다(
′ ). 한편, 윗면은 정삼각

형 9개로 이루어진 정삼각형이고, 여기서 뒤집

어진 정사면체가 1+2=3개가 있음을 알 수 있다

(
′ ). 따라서 정사면체의 수는 11+(10+3)=24개

가 되고, 정팔면체의 수는 4+6=10이 됨을 알

수 있다. 이와 같이 학생B는 4등분된 정사면체

를 구할 때,   과   과 같이 위 면과 아래

면을 나타내는 간단한 그림을 사용하고 있다.

[그림 IV-10] 5등분까지의 결과
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이어서 학생B는 3, 4등분을 하면서 파악한

규칙을 이용하여 구체물을 사용하지 않고 5등

분한 정사면체 속에 있는 도형의 수를 구하였

다. 그리고 [그림 IV-10]과 같이 5등분한 경우

까지 탐구한 결과를 표로 정리하여 제시하였

다. 이 표로부터 학생B가 이 과제3을 해결하는

일반적인 규칙을 파악하고 있음을 알 수 있다.

가령, 맨 아래에 있는 5층까지 있는 5등분된

정사면체의 경우를 살펴보자. 정사면체의 수를

나타내는 45는 (1+3+6+10+15) + (1+3+6)으로

계산된 것이다. 이 식의 앞쪽의 1, 3 (=1+2), 6

(=1+2+3), 10 (=1+2+3+4), 15 (=1+2+3+4+5)는 각

층에 있는 정사면체 중   과 같은 밑면에서

파악되는 정사면체의 수로 규칙 
′을 귀납적으

로 적용한 것이다. 그리고 뒤쪽에 있는 1, 3

(=1+2), 6 (=1+2+3)은 각 층에 있는 정사면체

중   와 같이 윗면에서 파악되는 ‘뒤집어진’

정사면체의 수로 규칙 
′를 귀납적으로 적용한

것이다. 그리고 정팔면체 수 20도 각 층에 있

는 정팔면체의 수를 규칙 
′를 귀납적으로 적

용하여 구한 것이다.

[그림 IV-10]의 밑에 보이는 식은 7등분된 정

사면체를 층별로 나누어 각 층의 아랫면(  

과 같은 그림)에 있는 정사면체의 수의 합으로

이미지 형성에
사용된

개념과 성질

인지적/구체적
조작

구체물로
파악되는
성질

이미지
표현

이미지에서
파악되는
성질

성질에서
추론된 성질

2등분된 사면체층 분리  
에 의한

추론

층 [그림 IV-6] 

거꾸로 된

[그림 IV-4] 
′  


′과 

′에
의한 추론

[그림 IV-5, 6] 
′ , 

′  

[그림 IV-5] 
′  

<표 IV-2> 구체물과 이미지 표현을 이용한 추론

나타낸 것이다. 각 항의 위에 표시된 수자들은

층의 아랫면에 있는 정사면체의 수가 2, 3, 4,

... 와 같은 규칙에 따라 증가함을 보여주고 있

으며 규칙 
′를 구체적으로 표현하고 있는 것

이다.

이와 같이 학생B는 등분된 정사면체에 들

어 있는 도형들의 수를 구할 수 있는 일반적인

규칙을 보여주고 있다. 등분된 정사면체에 있

는 도형의 수는 각 층으로 나누어 생각할 수

있고, 각 층에 있는 정사면체의 수와 정팔면체

의 수는 층이 늘어날 때 마다 일정한 규칙에

따라 늘어나고 있다. 이와 같은 규칙은 앞서

살펴본 각 층의 윗면과 아랫면을 나타내는

  과   와 같은 그림을 통해 한 눈에 파악

될 수 있다.

라. 구체물과 이미지(표현)를 이용한 학생B

의 추론

과제2를 해결하기 위해 학생A와 학생B는 3

등분된 정사면체의 윗부분에 2등분된 정사면체

가 있다는 이미지를 이용하였다. 그러나 그 이

후의 문제 해결 과정에서 학생A와 학생B는 상

이한 방식을 취하였다. 학생A는 하나의 그림에

서 이미지의 분리와 결합을 통해 특정 부분에

주목한 부분이미지를 만들고 이를 조사하여
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문제 해결에 필요한 성질을 찾아내었다. 이에

비해 학생B는 구체물을 이용하여 과제2를 해결

하였고 이를 그림으로 설명하기 위하여 새로운

이미지 표현을 고안하였다. 이 과정을 정리하

면 <표 IV-2>와 같다.

<표 IV-2>로부터 처음 생성된 3등분된 이미

지에서, 새로운 이미지들이 형성되는 순환의

과정을 볼 수 있다. 그런데 이 과정은 학생A의

사례에서와는 달리, 이미지가 아닌 구체물에서

문제 해결에 필요한 성질을 파악하게 되고 이

를 설명하기 위한 이미지표현이 만들어졌다.

즉, 학생B는 자신이 구체물을 이용하여 3등분

된 정사면체를 만드는 과정을 반성적으로 돌아

보고 문제해결에 필요한 몇 개의 장면을 구체

적으로 묘사하려 하였다는 것을 알 수 있다.

는 [그림 IV-6]을 묘사한 것이고,   은 [그

림 IV-4]를 묘사한 것이며,   은 [그림 IV-5]

의 정팔면체가 있는 부분을 따로 묘사하려고

한 것임을 알 수 있다.

여기서 학생B가 만들어낸 새로운 이미지표

현을 보다 면밀히 분석할 필요가 있다. 먼저,

는 1층을 세밀하게 묘사하려는 의도를 가진

그림이다. 그러나 1층을 세밀하게 묘사하는 것

으로 1층의 어디에 정사면체와 정팔면체가 있

는지 그 숫자가 어떻게 되는지를 정확하게 보

기가 어렵다. 그래서 만들어진 그림이    ,

   ,   이다. 이와 같은 그림을 그리기 위해

서는 이미 만들어진 1층을 분해해서 정사면체

만 있는 경우와 정팔면체를 끼워 넣은 경우를

이미지 형성에
사용된

개념과 기호
인지적 조작

이미지
표현

이미지에서
파악되는 성질

이미지에서
추론된 성질
(관계, 규칙)

아래면, 0, 1 분리   
′
, 

′ 
′
, 

′
, 

′

윗면, 0, 1 분리   
′ 

′
, 

′

<표 IV-3> 층의 윗면과 아랫면을 이용한 추론

다시 만들어야 한다. 이는 학생A가 이미지를

특정 목적에 따라 분해하는 심적 조작을 하였

던 것과 비교할 수 있다. 학생B는 특정한 목적

을 위해 구체물을 분해하였고 그것을 이미지화

하여 표현하고 있는 것이다.

다음으로 그림    ,    ,   에서 주목할

수 있는 점은 구체물에는 없는 것들이 표현되

어 있다는 점이다.    ,   에는 각각 3개의

꼭지점이 크게 그려져 있으며,   에는 윗면

이 색칠되어 있다. 이들은 각각 ‘뒤집어진’ 정

사면체가 어디에 위치하는지 그리고 정팔면체

가 정사면체들과 어떻게 배치되어 있는지 등을

나타내기 위해 만들어진 표식이다. 이는 있는

그대로를 묘사하고자 하는 구체적 이미지와는

다른 의미를 가진 Presmeg(2006)의 표현으로 인

덱스적 기능을 하는 이미지라고 할 수 있다.

이와 같이 학생B는 구체물로 구한 자신의 답을

그림으로 설명하기 위해서 처음에는 구체적으

로 1층을 묘사하는 그림을 그리고 이를 분해하

여 정사면체만 있는 그림과 정팔면체만 있는

그림을 구체적으로 묘사하려 하였다. 특히 정

사면체와 정팔면체가 배치되어 있는 관계나

‘거꾸로 된’ 정사면체가 있는 위치를 나타내기

위하여 인덱스적 기능을 하는 이미지를 사용하

였다.

한편, 그림    ,    ,   만으로도 충분히

과제2를 설명할 수 있지만 학생B는 그림   

과   를 제시하고 있다. 그리고 학생B는 과

제3과 관련된 4등분된 정사면체에 있는 도형의
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수를 설명할 때는    ,    ,   과 같은 그

림을 사용하지 않고   과   와 같은 그림

을 이용하였으며, 5등분된 정사면체에 있는 도

형의 수를 구할 때는 일반적인 규칙을 사용하

였다.   과   과 같은 그림을 통한 학생B

의 추론 과정을 <표 IV-3>과 같이 정리할 수

있다.

   ,    ,   는 3차원 도형을 묘사하고

있는 반면   와   는 2차원 단면이며, 1과

0이라는 숫자 기호를 통해 그 자리에 어떤 도

형이 있는지를 상징적으로 나타내고 있다.

  는   는    ,    ,   를 간략하게

요약하여 나타낸 그림이라고 할 수 있으며 구

체물을 묘사하는 기능을 하는 이미지가 아니라

구체물 안에 들어 있는 수학적 성질을 상징하

는 기호적 의미를 담은 상징적 이미지라고 할

수 있다. 즉, 수학적으로 의미 있는 일반성 있

는 관계만을 남기고 이와는 관련 없는 구체적

인 부분들은 생략함으로써 이 이미지를 효율적

으로 그릴 수 있을 뿐만 아니라 일반성 있는

수학적 관계나 규칙을 한 눈에 파악할 수 있

다. 학생B는 비록 일반화된 문자를 사용하지는

않고 있지만 이와 같은 일반적인 관계(
′ , 

′ )

와 규칙( 
′ , 

′ , 
′ )에 기초하여 5등분된 정

사면체에 들어 있는 정사면체와 정팔면체의 수

를 구하였고, 필요하다면 몇 등분 된 정사면체

에 대해서도 정확한 답을 구할 수 있게 되었

다.

V. 결론

지금까지 일상적인 경험으로부터 생겨난 이

미지를 이용해서는 해결하기 힘든 과제에서 학

생A와 학생B가 처음의 이미지를 어떻게 조작

하고, 변형하여 새로운 이미지를 만들어 내었

는지 그리고 그 이미지들로부터 어떤 성질을

찾아내고 이를 통해 문제 해결에 필요한 추론

을 어떻게 진행하였는지를 분석해 보았다. 이

와 같은 분석으로부터 다음의 몇 가지 결론을

얻을 수 있다.

첫째, 학생들은 처음에 가진 이미지를 대상

화하여 이를 검토하고 조작하면서 문제 해결에

필요한 추론을 진행하였다. 또한 이 추론의 과

정에서 이미지는 수학적 성질을 파악 하는 원

천으로 작용하였으며, 동시에 언어적인 수학적

성질들이 문제 해결에 필요한 새로운 이미지를

형성하는데 작용하고 있었다. 이는 이미지에

기반 한 사고 과정을 분석하기 위해 선행연구

를 기초로 하여 본 연구에서 고안한 두 가지

순환 과정의 특징을 잘 드러내고 있는 것으로

볼 수 있다. 특히, 학생A의 사례에서 이미지를

조작하는 방법으로 Duval이 제안한 세 가지 인

지적 조작 중 주로 분해-결합 방법이 나타나고

있었으며, 학생B는 구체물의 분해-결합을 이용

하여 문제 해결에 필요한 이미지를 형성하고

수학적 성질을 파악하고 있었다.

이와 같은 사례로부터 일상적인 경험에서 생

겨나는 이미지로는 곧 바로 해결되지 않는 과

제를 해결하기 위해서는 처음에 형성한 이미지

를 사고의 대상으로 하여 이를 인지적으로 조

작하고 재구성해 가는 과정과 이와 함께 사고

의 대상이 되고 있는 이미지에 문제 해결과 관

련된 수학적 성질을 결합하여 새로운 이미지를

형성하거나 형성된 이미지에서 문제 해결에 필

요한 수학적 성질을 파악하는 사고가 서로 상

호 작용하면서 진행되어야 함을 알 수 있다.

또한 이미지의 분해-결합과 같은 인지적 조작

이 이와 같은 문제 해결에서 중요한 방법으로

사용되고 있음을 알 수 있다.

둘째, 학생A가 보여준 구체적 이미지에 의한

사고와 학생B가 보여준 기호적 이미지에 의한

사고를 통해 서로 다른 특성의 이미지에 기반
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한 사고가 있음을 알 수 있으며 각각이 가지는

기능과 문제점 등을 알 수 있었다. 이미지는

구체물과 유사하게 수학적 성질을 파악하는 원

천이 된다. 이는 잘 약속된 정의, 최소한의 자

명한 공리 등에서 출발하여 이들의 논리적 분

석으로 새로운 명제를 발견하고 증명하는 순수

수학의 형식적 방법과는 다른 수학적 지식의

발견 방식이라고 할 수 있다. 이와 같이 구체

적 이미지에 기반 한 사고는 구체적이고 개별

적인 이미지에서 문제 해결에 필요한 수학적

성질, 관계, 규칙 등을 발견하는 중요한 수단이

된다. 그러나 학생A의 사례에서처럼 이미지를

통해 파악한 성질은 반드시 참이 아닌 경우들

이 있다. 이는 구체적 사례를 통해 파악되는

경험적 지식이 가지고 있는 한계와 동일하다고

할 수 있다. 또한 이와 같은 구체적 이미지는

일반적인 문제 상황에 적용하기 어려운 한계를

가지고 있다.

이와는 대조적으로 학생B는 기호적 성격을

가진 이미지를 이용한 사고의 특징을 보여주었

으며, 이를 이용하여 학생A가 보여준 구체적

이미지를 이용한 사고로는 해결할 수 없었던

보다 일반적인 과제를 해결하였다. 학생B는 처

음에 구체물을 묘사하는 이미지를 사용하였지

만 자신의 생각을 다른 학생들에게 설명하기

위해서 3차원의 구체물을 2차원에 간단하게 표

현할 수 있는 간소화된 이미지를 고안하였고

이를 발전시켜 일반화된 상황에서도 적용할 수

있는, 기호의 역할을 할 수 있는 이미지를 사용

하였다. 기호적 이미지는 그 기호를 이해하는

사람에게만 구체성을 지닌 것으로 일종의 약속

을 포함하고 있다. 이는 수학적 관계를 파악한

사람들만 볼 수 있는, Duval의 의미에서의 시각

화를 요구하는 것이다. 따라서 이와 같은 기호

적 이미지를 사용하는 것은 한 단계 높은 추상

화를 요구하는 어려움이 있다고 할 수 있다.

이 두 가지 종류의 이미지에 기반 한 사고에

관한 사례는 수학교육적으로 시사하는 바가 크

다. 두 가지 종류의 이미지에 기반 한 사고는

수학 학습에서 모두 중요하다고 할 수 있다. 그

러나 수학 학습이 진행되어감에 따라 보다 일

반성 있는 기호적 이미지의 중요성이 증가 하

게 되며, 기호적 이미지를 개발하는 일이 중요

해 진다고 볼 수 있다. 구체적 이미지를 사용하

고자 하는 성향은 대단히 자연스러운 것이라고

할 수 있다. 본 연구에서 고찰한 사례에서와 같

이, 구체적 이미지로는 해결되지 않는 상황 그

리고 자신이 해결한 결과를 다른 사람들에게

설명해야 하는 상황 그리고 보다 추상적인 일

반적인 결과를 요구하는 상황 등은 구체적 이

미지에서 보다 추상적인 이미지를 개발하고 발

전시키는 계기가 될 수 있음을 알 수 있다.

셋째, 학생B의 사례에서 구체적 이미지에서

기호적 이미지로 이행하는 과정을 파악할 수

있었다. 학생B는 처음에 구체물을 가능한 세부

적으로 묘사하려는 그림( ,  ,  )을 그렸다.

이후에 문제 해결에 핵심이 되는 부분 혹은 설

명이 더 필요한 부분에 구체물에는 없는 표시

를 한 그림(   ,    ,   )을 사용하였다. 그

리고 최종적으로 일반화된 문제를 해결하기 위

해서 불필요한 구체성은 생략하고 필요한 단면

부분만을 나타내고 있는 그림(   ,    )과 이

것에 문제 해결에 필요한 수학적 관계나 규칙

을 의미하는 기호를 함께 사용하였다. 이와 같

이 학생B의 사례는 구체적 이미지에서 시작하

여 기호적 이미지로 이행하는 과정을 보여 주

었다. 특히 두 이미지를 이어주는 역할을 하는

인덱스적 이미지가 사용되는 맥락과 상황을 잘

보여주고 있다. 이와 같은 사례는 구체적 이미

지와 기호적 이미지가 서로 별개로 작용하는

것이 아님을 보여 주며 일반화된 문제 해결의

필요나 간략한 의사소통의 필요에 의해 구체적

이미지에서 기호적 이미지가 자연스럽게 발전

할 수 있음을 시사하고 있다.
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앞서 고찰한 선행연구에서는 최근의 이미지

에 관한 연구들이 수학 학습에서 두 가지 대조

적인 성격을 지니는 이미지가 있다는 것에 주

목하고 있음을 살펴보았다. 본 연구에 분석한

학생B의 사례는 구체적 이미지와 기호적 이미

지의 두 종류의 이미지가 하나의 학습 과정에

서 연속적으로 발전해 갈 수 있을 가능성과 그

과정에서 세 번째 종류의 이미지(인덱스적 성

격의 이미지)가 매개 역할을 할 수 있음을 시

사하고 있다. 그러나 이는 정사면체와 같은 3

차원 도형을 절단하는 과제를 구체물을 이용하

여 관찰하고 이를 2차원 평면에 표현하면서 일

반적 규칙을 찾는 개별적인 문제 상황에서 확

인된 것이다. 이와 같은 이미지에 기반 한 사

고의 이행과정이 보다 다양한 수학 학습 상황

에서도 확인 될 수 있을지에 관한 후속 연구가

더 필요해 보인다.

지금까지 두 학생이 정사면체 분할 과제를

해결하는 과정에 보여준 이미지를 기반 한 수

학적 사고를 분석한 결과를 논의하였다. 그러

나 이 학생들은 보통의 중학교학생들보다 뛰어

난 수학적 성취를 보이고 있는 학생들이었다.

지금까지 논의한 이미지에 기반 한 수학적 사

고와 관련된 논의들이 보통의 학생들의 사고에

서도 의미 있게 적용될 수 있는가에 관하여 보

다 다양한 유형의 학생들을 대상으로 보다 다

양한 문제 상황에서의 연구가 더 진행 되어야

할 것이다.
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Mathematical Thinking Based on the Image in the 'Splitting a

Tetrahedron' Tasks by the Mathematically Gifted

Han, Dae Hee (Cheongju National University of Education)

This study is aimed at analysing the mathematical

thinking processes based on image by the mathe-

matically gifted. For this, the 'Splitting a Tetrahedron'

Task was used and mathematical thinking of the two

middle school students were investigated. One of them

deduced how many tetrahedral and octahedral were

there when a tetrahedra was splitted by the surfaces

* key words : Mathematical Thinking Based on the Image(이미지에 기반 한 사고), Concrete

Image(구체적 이미지), Indexcial Image(인덱스적 이미지), Symbolic Image(상징적

이미지)
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which were parallel to each face of the tetrahedra

without using any physical material. The other one

solved the task using physical material and invented

new images. A concrete image, indexical image and

symbolic image were founded and the various roles

of images could be confirmed.


