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예비교사들의 무작위성 개념 이해 조사
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Ⅰ. 도입

Moore(1990)에 따르면 자료 집합에 내재해

있는 변이성(variability)에 대한 경험은 확률과

통계의 관계를 조직화하는 첫 번째 단계이며,

이후 자료 산출을 위한 통계적 설계에서 이루

어지는 계획적인 무작위 추출은 이러한 관계의

조직화를 강화해준다. Ballman(1997)과 Biehler

(1994) 역시 통계적 사고와 확률적 사고의 통합

을 위한 필수적인 요소로 변이성에 대한 이해

를 꼽고 있다. Gal(2005)에 따르면 무작위성과

변이성은 확률과 통계에서 그들 나름대로 중요

한 의미를 지니지만, 이뿐만 아니라 예측가능

성(predictability)과 불확실성(uncertainty)을 이해

하기 위한 토대를 제공한다.

그 동안 무작위성에 대한 관심은 주로 확률

교육에서 부각되어왔으며, 무작위성에 대한 연

구 역시 주로 확률적 관점에서 이루어져왔다

(Batanero, Henry, & Parzysz, 2005; Batanero &

Serrano, 1999; Batanero, Green, & Serrano, 1998;

Bennett, 2004; Gal, 2005; Green, 1989; Jones,

Langrall, Thornton, & Mogill, 1997; Jones &

Thornton, 2005). 지금까지 확률교육에서 이루어

진 무작위성에 대한 연구는 주로 전형적인 우

연현상에서 학생들의 이해를 조사하고 있다.

그러나 확률을 세상을 바라보는 도구로, 그리

고 통계적 사고를 위한 도구로 사용할 수 있기

위해 학생들은 무작위성 개념을 우연현상에 국

한하여 받아들여서는 안 되며, 우리를 둘러싼

자연현상과 사회현상에까지 확장하여 적용할

수 있어야 한다. 이를 위해 무작위성과 변이성

이 서로 어떻게 관련되는지에 대해 주목할 필

요가 있는데, 그 동안 무작위성과 변이성의 관
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무작위성 개념에 대한 이해는 확률과 통계 영역의 교수와 학습에서 필수적인 것

으로 다루어져왔다. 무작위성 개념은 자연현상, 사회현상을 수학적인 안목에서 이해

하도록 하며, 합리적인 해석에 기초하여 이들 현상을 판단한다는 것이 무엇을 의미

하는지 이해하는 토대가 된다. 본 연구에서는 예비교사들이 이와 같은 기회를 이해

하고 다양한 문제 맥락에 포함되어 있는 무작위성 개념을 적절하게 이해하고 있는

지 조사하였다. 연구결과 우연현상의 단순사건과 복합사건에 내재된 무작위성 개념

은 쉽게 파악하는 반면, 측정과 관련된 맥락에서는 무작위성을 적절하게 인식하지

못하는 것으로 나타났다. 이는 측정상황의 본질인 변이성 개념의 인식이 부족함을

시사한다. 그러므로 예비교사를 대상으로 확률과 통계 관련 지도 관점을 다룰 때 측

정상황을 도입할 필요가 있으며, 특히 변이성 개념에 비추어 이를 분석해야 한다는

점을 제안하였다.
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계에 주목한 연구는 거의 없다. 본 연구에서는

이러한 문제점을 보완하기 위해 다음을 논의한

다. 첫째, 무작위성 개념을 확률적 관점에서뿐

만 아니라 통계적 관점까지 확장하여 살펴보는

데, 특히 무작위성과 변이성의 관계에 대해 분

석한다. 둘째, 확률과 통계 영역의 배경이 되는

무작위성 개념에 대한 예비교사들의 이해도를

조사한다. 이를 통해 예비교사교육에서 무작위

성 개념을 어떻게 다루어야 할지에 대한 시사

점을 도출한다.

Ⅱ. 이론적 배경

1. 무작위성 개념의 의미와 발달

우리는 보통 개별적인 결과들은 불확실하지

만 여러 번의 반복 시행 결과는 일정한 패턴을

지니는 현상을 가리켜 무작위 사건이라 한다

(Moore, 1990). 그러나 무작위성이라는 개념은

다양한 아이디어들이 결합된 것으로(Batanero et

al., 1998), 전문가들 역시 무작위성에 대해 매

우 다양한 시각을 가지고 있다(Bennett, 2004;

Falk & Konold, 1997). 이하에서는 무작위성 개

념이 역사적으로 어떠한 아이디어와 결합하면

서 발달해 왔는지 살펴볼 것이며, 이를 통해

무작위성 개념의 의미가 어떻게 변화되어왔는

지 파악한다.

가. 외부영향의 배제

무작위성에 대한 개념은 이미 고대에서부터

사용되었는데, 이는 고대인들이 사용한 동물의

복사뼈나 수 막대들을 통해 알 수 있다(Hald,

2003). 당시 고대인들이 지닌 무작위성 개념이

란 원인을 지닌 어떤 것과 반대되는 것으로 간

주되었다(Batanero & Serrano, 1999). 고대의 사

람들은 인간의 의지와 지식 등을 완전히 배제

한 상태에서 무언가를 선택하는 방법을 개발하

였고, 의사결정을 하거나 공정한 게임을 위한

수단으로 이를 이용하였다(Bennett, 2004). 그들

이 원했던 것은 외부의 영향을 배제하는 것이

었다. 고대인들은 각 근원사건이 나타날 가능

성이 같다는 동등한 확률이라는 개념은 이해하

지 못하였다. 그들이 사용했던 동물의 복사뼈

와 같은 우연게임 도구들은 오늘날의 주사위나

동전과 같이 대칭적 구조를 갖고 있지 않았다.

이는 어느 특정 결과가 나올 확률이 항상 높다

는 것을 의미한다. 단지 고대인들은 복사뼈 주

사위를 던질 때 모든 면들이 동일한 확률로 나

오지 않는다는 것을 어렴풋이 알고 있었을 것

이다. 각 면에 대하여 확률을 계산하는 일은

그들의 능력을 크게 벗어나는 일이었다(Bennett,

2004). 지금은 너무나도 당연하게 생각하는 우

연게임의 대칭성과 빈도의 안정성을 고대인들

은 무작위성을 사용하는데 있어 필수적인 요소

로 생각하지 않았던 것이다(Hald, 2003).

나. 등확률 개념과 무작위성

확률의 이론적 발달과 함께 무작위성 개념은

등확률과 밀접하게 연결된다. 왜냐하면 확률의

발달은 등확률의 원리가 필수적이었던 우연게

임과 밀접한 관련이 있기 때문이다(Batanero &

Serrano, 1999). 1600년대 초에 갈릴레오는 ‘동일

한 확률’이라는 개념을 이해하고 이로부터 공

정한 주사위 모형을 제안하였는데, 이것이 오

늘날 우리가 사용하는 주사위의 모체이다. 정

육면체 주사위는 각 방향에 대해 대칭적 구조

를 가지고 있을 뿐만 아니라 균일한 재질로 만

들어져 있어 바닥에 굴렸을 때 각 면이 나올

확률은 같다. 즉 모든 가능한 결과들은 1부터

6까지의 숫자들로 이루어진 균일확률 표본공간

을 형성한다. 이렇게 모든 가능한 결과들이 같
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은 확률로 나타나는 확률분포 상태를 가리켜

‘균일분포’라 부르기도 한다(Bennett, 2004).

게임의 우승자가 결정되기 전에 게임이 중단

되었을 때 공평하게 상금을 분할하고자 하는

상황에서 파스칼과 페르마는 게임에 참여한 사

람들의 우승 가능성을 양화하고자 하였는데,

이때 그들이 첫 번째 규준으로 삼았던 것 역시

모든 가능한 결과들의 확률이 동일하다는 가정

이었다(Batanero et al., 2005). 이와 같이 등확률

상황은 무작위성의 전제조건으로 다루어졌다.

다. 복합사건으로의 확장

주사위가 1, 1, 1, 2, 3, 4의 숫자들로 이루어

졌다면 각 면이 나올 확률은 
로 모두 같지만,

1이 나올 확률은 
이 되며, 5가 나올 확률과 6

이 나올 확률은 0이 된다. 이런 경우 각 숫자

1, 2, 3, 4가 나올 확률은 균일분포를 이루지

않지만 각 면이 나올 확률은 여전히 
로 동일

하기 때문에 단순사건이다. 그러나 하나의 사

건에 여러 개의 결과가 존재하는 복합사건의

경우 상황은 더욱 복잡해진다.

세 개의 주사위를 동시에 던졌을 때 나타나

는 모든 가능한 결과들은 216가지로 이루어진

균일확률 분포공간을 형성한다. 즉, 세 주사위

를 동시에 던졌을 때 나타나는 결과에서 1, 2,

3과 3, 2, 1은 분명히 다른 경우로 근원사건의

확률은 모두 같다. 그러나 이때 세 눈의 수의

합은 3부터 18까지의 수로 모두 16가지인데, 세

주사위의 눈의 합은 균일분포를 이루지 않는다.

이것은 세 개의 주사위가 한데 묶여 복합적인

확률계를 형성하기 때문으로, 16가지의 수들은

216가지의 다양한 경로를 통해 나타난다. 그런

데 주사위를 던지는 사람은 오직 눈의 수의 합

에만 관심이 있기 때문에 16가지의 경우의 수

만 인식하게 될 뿐 그 속에 숨어 있는 실제 경

우의 수는 간과하게 된다. 즉 주사위 눈의 합이

관심의 대상이기 때문에 그 결과가 어떤 경로

를 통해 나왔는지는 중요하지 않은 것이다. 그

러나 확률을 계산할 때 가장 중요한 것은 하나

의 동일한 결과를 낳을 수 있는 여러 가지 경

우의 수를 정확하게 파악하는 것이다. 주사위

세 개를 동시에 던졌다면 최종 결과 속에 숨어

있는 여러 개의 경우의 수를 간파하는 것은 쉽

지 않다. 동일한 결과를 주는 여러 가지 다양한

경우들은 쉽게 구별되지 않는다. 그러나 이것이

명확하게 규명되지 않은 상태에서는 결코 올바

른 확률을 계산할 수 없다(Bennett, 2004).

확률문제를 수학적인 시각에서 최초로 분석

한 사람은 카르다노로, 그는 주사위가 정직하다

면 주사위 각 면이 나타날 가능성은 같다고 하

였으며, 또한 우연(chance)을 초점이 되는 경우의

수와 가능성이 같은 가능한 모든 경우의 수의

비로 정의하였다. 이를 바탕으로 카르다노는 세

개의 주사위로 얻어지는 겉보기 경우의 수 56가

지와 실제 경우의 수 216가지를 올바르게 규명

하였다. 그는 세 개의 주사위를 동시에 던지는

시행에서 세 주사위의 눈이 모두 같은 경우는 6

가지, 두 주사위의 눈이 같고 나머지 하나가 다

른 경우는 30가지, 세 주사위의 눈이 모두 다른

경우는 20가지로 겉보기 경우의 수 56가지를 얻

었다. 그리고 각각에 대해 조합의 수를 계산하여

실제 경우의 수 6×1+30×3+20×6=216을 얻었다

(Hald, 2003, pp.36-41에서 재인용). 세 개의 주사

위를 던졌을 때 나타나는 56가지의 겉보기 경우

의 수로부터 216가지의 실제 경우의 수를 유추

해 내는 과정은 확률체계를 수학적으로 이해하

는데 결정적인 실마리를 제공한다(Bennett,

2004). 무작위성 개념은 이와 같은 복합사건의

해석을 가능하게 하는 하위 요소로 확장되었다.

라. 큰 수의 법칙과 무작위성 개념
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주사위 세 개를 동시에 던지는 무작위 사건

의 확률분포를 정확하게 알아낸 것은 카르다노

뿐이 아니었다. 갈릴레오 역시 주사위 세 개를

던졌을 때 동일한 확률을 갖는 216가지의 경우

가 나타나는 이유를 자세히 설명하였다. 그는

주변 사람들로부터 주사위 세 개를 던져서 나

오는 경우들 가운데 어떤 특정한 경우들은 거

의 같은 확률로 나오는 것 같은데, 왜 전문 도

박사들은 이들을 다른 확률로 취급하는지에 대

한 질문을 종종 받았다고 적고 있다. 갈릴레오

가 특별히 예로 든 것은 주사위 세 개의 합이

9와 10인 경우로서, 이런 결과를 줄 수 있는

겉보기 경우의 수는 6가지로 서로 같지만, 당

시의 도박사들은 10이 나올 확률이 9보다 높다

는 사실을 잘 알고 있었다고 한다. 9와 10은

겉보기 경우의 수는 같지만 실제 경우의 수가

다르기 때문이다. 갈릴레오가 지적한 것도 바

로 이 점이었다. 주사위 세 개의 눈금을 더한

값이 9와 10인 경우는 모두 겉보기 경우의 수

가 6으로 동일하여 확률이 같은 것처럼 보이지

만, 실제 경우의 수는 각각 25와 27로 분명히

다른 확률로 나타난다. 제아무리 도박사라 해

도 
 의 확률과 

 의 확률을 자신의 경험만

으로 구별하는 것은 거의 불가능했을 것이다.

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 2 3 4 5 6

1 1 1 1 1 1 1

2 1 1 1 1 1 1

3 1 1 1 1 1 1

4 1 1 1 1 1 1

5 1 1 1 1 1 1

6 1 1 1 1 1 1

경우의 수 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1

[그림 Ⅱ-1] 눈의 수의 합에 대한 몽모르의 분포표(Hald, 2003, p.205)

아마도 수백 년에 걸쳐 누적된 선배 도박사들

의 경험이 도박사들 사이에 계속적으로 누적되

어 왔을 것이다(Bennett, 2004, p.71; Hald, 2003,

p.41에서 재인용).

카르다노는 각 눈금이 나올 확률이 동일하지

않은 주사위에 대하여 여러 번 던지다 보면 확

률이 작은 눈금도 반드시 나오게 된다고 주장

하였다. 다시 말해 시행 횟수가 충분히 많아지

면 각각의 눈금이 나올 확률은 수학적으로 예

상되는 확률과 거의 같아진다는 뜻이다. 아무

리 발생 확률이 작은 사건이라 해도 여기서 예

외가 될 수는 없다. 시행 횟수가 많아지면 발

생 가능한 모든 사건들은 언젠가 반드시 일어

난다. 이것이 바로 큰 수의 법칙이다. 카르다노

는 또한 단 한 번의 무작위 추출로 얻어진 결

과와 무작위 추출을 여러 번 반복하면서 습득

된 경험적 확률 사이에는 커다란 차이가 있을

수 있다는 점을 강조했다. 여섯 개의 면을 갖

고 있는 정육면체 주사위를 여섯 번 던진다면,

어떤 눈금도 두 번 이상 나올 수도 있고 아예

나오지 않는 눈금도 있을 수 있다는 것이다.

시행 횟수가 적을 때에는 눈금의 빈도수를 예

측할 수 없지만, 주사위를 여러 번 던지면 각

각의 눈금들은 여섯 번 시행에 한 번꼴로 나타
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나게 된다는 것이다(Bennett, 2004). 이와 같이

많은 수의 자료를 대상으로 사고하면서 그 분

포의 특성에 주목하는 과정에서 무작위성은 기

본 가정이면서 각 분포의 특성을 설명하는 개

념 요소로 발달하였다.

마. 중심극한정리와 무작위성

주사와 2개와 주사위 3개에 대한 문제는 카

르다노와 갈릴레이에 의해 해결되었다. 그 이

상의 주사위에 대한 문제는 매우 복잡한데 몽

모르는 많은 노력 끝에 2~9개의 주사위를 이용

했을 때 눈의 수의 합의 분포표를 만들었다.

[그림 Ⅱ-1]은 두 개의 주사위를 이용했을 때

눈의 수의 합에 대한 분포표이다. 이 이원표는

첫 번째 주사위의 눈의 수와 두 번째 주사위의

눈의 수를 연속적으로 결합해서 얻어지는 36가

지의 경우의 수에 대한 분포를 나타낸다. 각각

의 열에 있는 경우의 수를 더하면 각각의 합에

대한 경우의 수를 얻게 된다. 주사위 2~9개에

대한 몽모르의 이러한 발견은 중심극한정리를

[그림 Ⅱ-2-a] 주사위를 1개 던졌을 때 [그림 Ⅱ-2-b] 주사위를 2개 던졌을 때

[그림 Ⅱ-2-c] 주사위를 4개 던졌을 때 [그림 Ⅱ-2-d] 주사위를 8개 던졌을 때

[그림 Ⅱ-2] 눈의 수의 합에 대한 확률분포(Hald, 2003, p.210)

설명하는 최초의 수치적 예가 된다(Hald, 2003).

[그림 Ⅱ-2]는 주사위 1, 2, 4, 8개를 사용했

을 때 눈의 수의 합에 대한 분포표를 그래프로

나타낸 것이다. 이후 드 므아브르는 이것을 생

성함수로 발전시켰으며(Hald, 2003), 심슨은 이

로부터 무작위 사건을 오차분포와 연관시킬 수

있는 아이디어를 얻게 된다(Stigler, 2002). 이로

써 무작위성은 단지 각각의 자료가 아니라 자

료집합 전체가 갖는 특성으로 이론화되었다.

바. 오차와 무작위성

우연게임 외의 상황에서 무작위성 개념이 나

타난 것은 천문학을 연구하는 과학자들에 의해

서이다. 심프슨은 측정시에 나타나는 오차의

분포가 주사위 두 개를 동시에 던졌을 때 나타

나는 눈의 수의 합의 분포와 비슷하다는 가정

을 세웠다(Bennett, 2004). 즉 측정오차로 이루

어진 자료집합을 주사위를 던졌을 때 나타나는

특징을 갖는 집합으로 간주하게 된 것이다. 이

것은 측정오차의 자료집합에 내재해 있는 변이
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성을 우연현상에서 발생하는 우연변이성의 특

징으로 설명하려는 시도로, 무작위성 개념이

설명되지 않는 변이성의 특징을 기술하는 도구

로 사용됨을 의미한다. 심프슨은 오차분포에

대한 그의 가설이 상당히 제한적임을 알고 있

었지만 그의 결과가 일반화될 수 있다는 것에

대해서는 강한 확신을 가지고 있었다.

제 가설이 다른 것들처럼 잘 들어맞지 않는다 할

지라도 해결하려 하는 문제에 대해 답을 제공하

는 데는 충분할 것입니다(Stigler, 2002, p.224에서

재인용).

적당한 범위의 오차 내에서 각각의 측정값이

어떤 측정 오차를 가질 확률이 모두 동일하다

면 측정 결과들은 동일한 분포로 나타날 것이

며, 따라서 특정한 크기의 오차가 발생할 확률

도 모두 같아지게 된다는 것이다. 이것은 [그림

Ⅱ-2-a]와 같이 하나의 주사위를 던졌을 때 나

타나는 분포와 비슷한 분포를 갖게 된다. 그런

데 동일한 측정을 반복하여 얻어진 오차들은

균일분포가 아니라 [그림 Ⅱ-2-b]~[그림 Ⅱ-2-d]

와 같이 자료 값들이 중앙으로 모이는 분포를

갖게 된다. 심프슨은 특정한 크기의 오차가 발

생할 확률은 오차 자체의 크기에 비례하며, 따

라서 오차의 확률분포는 주사위 두 개를 던졌

을 때 나타나는 확률분포와 비슷한 성질을 갖

는다고 가정한 것이다. 이러한 가정으로부터

측정오차의 확률분포를 나타내는 그래프를 얻

을 수 있었으며 해당 영역과 그래프로 둘러싸

인 면적의 계산을 통해 어떤 특정 범위의 오차

가 나올 확률을 구할 수 있었다(Bennett, 2004).

이러한 심프슨의 아이디어는 이후 다니엘 베르

누이, 베이즈, 라플라스, 가우스에 의해 임의의

측정오차는 일종의 무작위 사건으로 간주할 수

있으므로 반복적인 측정에 의해 얻어진 오차들

은 정규분포 곡선과 같은 분포를 보이게 된다

는 아이디어로 발전된다(Bennett, 2004; Stigler,

2002). 이제 무작위성은 자연현상과 사회현상에

내재된 본질이며 동시에 현상을 이해하게 하는

도구로 확장되었다.

2. 무작위성과 변이성

우리 주위의 다양한 자연현상과 사회현상을

무작위 사건으로 간주한다는 것은 이러한 현상

을 우연게임 상황과 유사한 것으로 생각할 수

있어야 함을 의미한다. 이를 위해 우리는 변이

성에 주목해야 한다. 변이성이 어떻게 발생한

것인지, 각 유형의 변이성은 어떠한 특징을 갖

고 있는지, 맥락 지식에 비추어 다양한 변이성

에 어떻게 대처하는 것이 바람직한지에 대한

이해가 필요하다(고은성․이경화, 2010).

Franklin과 Garfield(2006)는 학생들이 학교교

육을 통해 경험하고 학습해야하는 변이성을 그

특성에 따라 측정변이성, 고유변이성, 유도변이

성, 표집변이성, 우연변이성으로 구분하고 있

다. 측정변이성은 반복된 측정값들 사이에 존

재하는 것으로 측정도구, 측정을 하는 사람, 측

정방법 등에 의해 발생한다. 고유변이성은 어

떤 체계에 내재해 있는 변이성으로, 예를 들어

사람들은 당연히 키, 태도, 능력이 다르며, 또

한 의견, 감정적 반응 등도 서로 다르다. 이러

한 속성들 중 하나를 측정한다고 할 때, 측정

결과에서 반드시 변이성을 얻게 되는데 이것은

인간에 내재해 있는 고유의 변이성에 의한 것

이다. 유도변이성은 처치에 의해 생기는 것으

로 어떠한 요인이 어떠한 영향을 주는지 조사

하기 위해 세심한 실험설계를 통해 의도적으로

발생시키는 경우가 많다. 표집변이성은 표집을

통해 모집단의 특성을 파악하는 과정에서 중요

하게 고려되는 요소이다. 우연변이성은 우연현

상에서 나타나는 변이성으로 확률과 통계를 연
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결해 주는 중요한 요소이다. 우연변이성을 임

의변이성(random variability)으로 명명하기도 한

다(Torok & Watson, 2000).

통계학의 가장 큰 공헌은 소음이 존재하는

곳에서 신호를 분리해내 그것을 모델링했다는

것이다. 통계에서 자료집합을 다룰 때 가장 기

본적인 문제는 세세한 것들을 고려함으로써 발

생하는 복잡함을 어떻게 이해 가능한 상태로

만드는가이다. 이러한 문제를 해결하는 통계적

접근은 자료 속에 있는 소음들로부터 패턴을

발견하려고 노력하는 것에서부터 시작된다. 여

기에서 설명되는 변이성과 설명되지 않는 변이

성을 구별하는 것이 중요하다. 일반적으로 설

명되는 변이성은 일시적인 것으로 무시될 수

없는 패턴들, 즉 신호가 된다. 현재의 지식 상

태에서 설명되지 않는 변이성은 모든 패턴들을

제거했을 때 남겨지는 것으로 예측불가능하다

는 특징을 갖고 있다. 그래서 우리는 설명되지

않는 변이성을 무작위 과정에 의해 생성된 것

으로 모델링하게 된다. 사실 이 변이성이 무작

위인지 아닌지 우리는 알지 못한다. 실제로 무

작위 과정에 의해 일어났다면 소음에 무작위

요소가 존재하게 될 것이다. 그러나 측정 오차

에 의한 변이성, 과정에 내재해 있는 고유의

변이성 등의 요소들은 전형적으로 설명되지 않

는 변이성에 기여를 하게 되는데 이것들이 무

작위적으로 행동할 것인지 아닌지에 대해 알

수 있는 방법은 없다. 무작위성은 압도적인 복

잡성을 다루려는 인간의 시도의 전부이며, 패

턴을 볼 수 없는 변이성을 모델링하기 위해 인

간이 발명한 추상적인 모델일 뿐이다. 우리는

다양한 모델을 통해 추정을 하는데, 자료가 그

모델에 따라 무작위적으로 생성되었다고 가정

을 하고 모집단과 자료를 연결하기 위해 확률

을 사용한다. 이것이 바로 확률과 통계의 핵심

이다. 무작위 요소를 포함하는 우리가 사용하

는 모델들이 얼마나 유용한지는 그것들이 산출

한 답들이 얼마나 실용적인지에 달려있다(Wild

& Pfannkuch, 1999).

과학 시간에 9명의 학생이 동일한 물체를 저울

로 측정하여 다음과 같은 측정값을 얻었다고

한다.(단위: g)

6.3 6.0 6.0 15.3 6.1 6.3

6.2 6.15 6.3

이 물체의 무게는 얼마라고 생각하는가? 왜

그렇게 생각하는지 그 이유도 함께 설명하시오.

[그림 Ⅱ-3] Ko와 Lee(2011)의 연구에서

학생들에게 제시한 문제

[그림 Ⅱ-3]은 Ko와 Lee(2011)가 학생들이 변

이성에 어떻게 대처하는지 알아보기 위해 제시

한 문제이다. 연구결과에 따르면 변이성의 근

원을 고려한 학생은 타당한 방법으로 물체의

질량을 구한 반면, 그렇지 못한 학생은 타당하

지 못한 값을 물체의 질량으로 제시하였다. 동

일한 물체를 9명의 학생이 각자 저울로 측정하

고 이를 바탕으로 하나의 자료집합을 구성하는

데, 이때 얻어진 자료집합 내에는 다양한 종류

의 변이성이 존재한다. 우선 측정을 통해 얻어

진 자료집합이므로 측정변이성이 존재하는데,

여기에서 그것의 원인이 측정도구에 의한 것인

지 측정방법에 의한 것인지는 중요하지 않다.

그리고 서로 다른 9명의 학생이 측정을 했으므

로 고유변이성 역시 존재하며, 9개의 측정값에

한정하여 물체의 무게를 구해야 하므로 표집변

이성 역시 존재한다. 이제 중요한 것은 물체의

무게를 구하기 위해 변이성을 어떻게 처리하느

냐이다. 일단 15.3이라는 자료 값은 다른 자료

값들과 너무 차이가 나기 때문에 제외하는 것

이 바람직하다. 그렇다면 6.3과 6.15 사이의 차

이는 어떻게 고려해야 하는가? 6.0과 6.15 사이
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의 차이는 어떻게 해석해야 하는가? 물론 여기

에서 변이성의 원인은 측정에 의한 것일 수도

있고, 학생에 의한 것일 수도 있고, 표집에 의

한 것일 수도 있다. 그러나 현재 우리의 지식

상태에서 그 근원을 찾아 제어하는 것은 불가

능한 것으로 우리는 이제 설명되지 않고 남아

있는 변이성을 우연현상에서 나타나는 변이성

과 유사한 것으로 취급하는 방식을 택하게 된

다.

Ⅲ. 조사 내용 및 방법

1. 조사 내용

본 연구의 목적은 예비교사들의 무작위성 개

념에 대한 이해를 조사하는 것이다. 무작위성

개념의 역사적 발달에 대한 조사를 토대로 먼

저 무작위성 개념이 단순사건 및 복합사건과

연결됨을 확인할 수 있었다. 그리고 무작위 개

념은 시행 횟수가 충분히 많아지면 사건의 확

률은 수학적으로 예상되는 확률과 거의 같아진

다는 큰 수의 법칙과 연결되며, 또한 무한 시

행의 결과는 정규분포와 유사한 형태를 따른다

는 중심극한정리와도 밀접한 관련이 있음을 확

인하였다. 마지막으로 이러한 모든 아이디어들

은 우연현상에만 국한된 것이 아니라 우연현상

외의 자연현상, 사회현상 등에 확장되어 적용

될 수 있음을 살펴보았다.

조사 내용 과제 번호

우연상황

단순사건에서 무작위성을 인식하는가? 1-(1)번

복합사건에서 부작위성을 인식하는가? 1-(2)번

큰 수의 법칙을 인식하는가? 2번

측정상황
측정상황에서 무작위성을 인식하는가? 1-(3)번

중심극한정리를 인식하는가? 3번

<표 Ⅲ-1> 조사 내용 및 과제 번호

이러한 선행 연구를 토대로 선정한 조사 내

용은 <표 Ⅲ-1>과 같다. 조사 문항은 [그림 Ⅲ

-1]에 제시된 바와 같으며, 전문가의 자문을 거

쳐 개발되었다. 과제 1-(1)번과 1-(2)번은 우연

현상의 단순사건과 복합사건에서 무작위성을

인식하는지 알아보기 위한 것이고, 과제 2번은

무작위 사건이 큰 수의 법칙을 만족함을 인식

하는지 알아보기 위한 것이다. 그리고 무작위

개념을 우연현상이 아닌 곳까지 확장하여 적용

할 수 있는지 조사하였는데, 과제 1-(3)번은 이

를 위해 측정상황에서 무작위성을 인식하는지

조사하기 위한 것이며, 과제 3번은 반복적인

측정결과가 중심극한정리를 만족함을 인식하는

지 알아보기 위한 것이다. 과제 1에서 세 사건

은 모두 무작위성을 반영하는 실험으로, 주사

위를 던지는 실험뿐만 아니라 측정상황에도 무

작위성이 반영됨을 인식하는 것이 필요하다. 2

번 과제에서는 1이 나올 확률을 토대로 자료

값들이 일정한 값을 중심으로 분포함을 인식하

는 것이 필요하다. 3번 과제에서는 측정을 통

해 얻어진 자료 값들이 평균을 중심으로 분포

함을 인식하는 것이 필요하다. 조사 문항에서

다룬 자료는 이산량이었으나 연속형 그래프의

개형을 제시한 것은 분포의 경향성을 파악하도

록 하는 데 초점을 두도록 하기 위한 것이었으

며, 예비교사들은 조사 과정에서 이에 대한 의

문을 제기하지 않았다.

2. 조사방법 및 자료 분석
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본 연구의 참여자는 모두 57명으로 이들 중

23명은 서울시 소재 대학에서 수학교육을 전공

하고 있는 대학 3학년의 예비교사들로 검사가

이루어지는 시점까지 대학에서 확률과 통계 과

목을 이수하지 않아, 확률과 통계에 대한 지식

은 정규교육과정의 고등학교 과정까지에서 학

습한 경험에 기반한다. 나머지 34명은 청주시

소재 대학에서 수학교육을 전공하고 있는 대학

3학년의 예비교사들로, 2학년 과정에서 통계학

1. 다음의 각 실험이 무작위성을 반영하는지 결정하고, 그렇게 생각하는 이유를 설명하시오.
(1) 주사위 1개를 여러 번 던져 1의 눈이 나오는 횟수를 조사하는 실험

(2) 주사위 2개를 동시에 여러 번 던져 두 눈의 합이 9가 되는 횟수를 조사하는 실험

(3) 장난감 자동차의 속력을 알아보기 위해 여러 번 측정하는 실험

2. 100명의 학생을 대상으로 주사위 1개를 120번씩 던지게 한 후 1의 눈이 나온 횟수를 조사하였

다. 다음 중 그 결과를 나타낸 그래프의 개형에 해당된다고 생각하는 것을 고르고, 그렇게 생각하는

이유를 설명하시오.(가로축은 학생을, 세로축은 1의 눈이 나온 횟수를 나타낸다.)
① ② ③ ④

3. 민수는 조별 과제로 조원들과 함께 하나의 장난감 자동차를 조립하여 만든 후 속력에 대한 보

고서를 써야 한다. 조원 10명이 각각 10번씩 자동차의 속력을 측정한 후 모든 측정값을 그래프로 나

타내었다. 다음 중 민수네 조가 만든 그래프의 개형에 해당된다고 생각하는 것을 고르고, 그렇게 생

각하는 이유를 설명하시오.(가로축은 속력을, 세로축은 빈도를 나타낸다.) 
① ② ③ ④

[그림 Ⅲ-1] 무작위성 개념 조사 과제

관련 과목을 이수하였다. Garfield와 Chance

(2000)는 통계교육에서 유용하게 사용할 수 있

는 다양한 평가방법을 소개하고 있는데, 그 중

에서 간단하게 자신의 생각을 기술하거나 에세

이를 쓰도록 하는 퀴즈 형식의 평가는 다양한

주제를 다룰 수 있으며, 또한 학생들이 이해하

고 있는 것과 이해하지 못한 것을 파악할 수

있는 방법에 해당된다. 본 연구에서는 예비교

사들의 무작위성 개념에 대한 이해를 조사하기
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위해 학생들이 자신의 생각을 기술하도록 하는

과제를 개발하였다([그림 Ⅲ-1] 참조). 연구에

참여한 57명의 학생을 대상으로 연구자가 개발

한 과제를 해결하도록 하였으며, 해결하는데

소요된 시간은 약 20~30분으로 시간에 제한을

두지는 않았다.

자료의 분석은 두 단계를 거쳐 이루어졌다.

우선 첫 번째 단계에서 학생들이 사용한 용어

나 표현을 바탕으로 학생들의 반응을 범주화

하였다. 이때의 범주들은 기존의 틀을 사용한

것이 아니라 학생들의 반응을 토대로 귀납적인

과정으로 얻어진 결과들이다(Denzin & Lincoln,

1994; Goetz & LeCompte, 1984). 두 번째 단계

에서는 첫 번째 단계에서 얻어진 범주들 사이

에서 유사점이 발견되는 것을 다시 그룹화하여

새로운 범주화를 시도하였다. 예를 들면, <표

IV-1>의 ‘외부영향과 무관’이라는 범주는 분석

의 첫 번째 단계에서 나타난 범주 ‘인위적 조

건에 영향을 받지 않음’, ‘의도적이지 않음’, 그

리고 ‘의지와 상관이 없음’을 그룹화하여 새롭

게 범주화한 결과이다. 이러한 두 단계의 분석

판단 근거
빈도(%)

단순사건 복합사건

근원사건의 등확률 9(17.0%) 7(13.5%)

예측불가능성 9(17.0%) 9(17.3%)

외부영향과 무관 17(32.1%) 17(32.7%)

수학적 확률의 존재 6(11.3%) 6(11.5%)

독립시행 3(5.7%) 3(5.8%)

큰 수의 법칙 성립 3(5.7%) 3(5.8%)

기타 4(7.5%) 5(9.6%)

무응답 2(3.8%) 2(3.8%)

합 계* 53(100.0%) 52(100.0%)

* 판단의 근거로 여러 가지를 제시한 경우가

있어 각각 49와 48을 초과할 수 있음

<표 Ⅳ-1> 단순사건과 복합사건이 무작위 사건이

라고 판단한 근거

은 도출된 범주들의 정교화를 가능하게 해준다

(Makar & Confrey, 2003).

Ⅳ. 조사결과

1. 단순사건과 복합사건에서 무작위성 인식

57명의 학생 중 49명(86.0%)이 주사위 1개를

여러 번 던져 1의 눈이 나오는 횟수를 조사하

는 실험이 무작위성을 반영한다고 생각한 반

면, 8명(14.0%)의 학생은 단순사건이 무작위성

을 반영하지 않는다고 생각하였다. 그리고 57

명의 학생 중 48명(84.2%)이 주사위 2개를 동

시에 여러 번 던져 두 눈의 합이 9가 되는 횟

수를 조사하는 실험이 무작위성을 반영한다고

생각한 반면, 9명(15.8%)의 학생은 복합사건이

무작위성을 반영하지 않는다고 생각하였다.

<표 Ⅳ-1>은 단순사건과 복합사건이 무작위 사

건인지 여부를 결정하는데 학생들이 판단의 근

거로 제시한 내용을 정리한 것이다. 학생들은

근원사건의 확률이 같다는 것, 다음 시행에서

어떠한 결과가 나올지 예측할 수 없다는 것,

결과가 외부의 영향과 무관하게 나타난다는

것, 확률을 수학적으로 계산할 수 있다는 것,

독립시행이라는 것, 큰 수의 법칙이 성립한다

는 것을 판단의 근거로 제시하였다. 가장 많은

학생들이 외부의 조건이 결과에 영향을 미치지

않는 사건을 무작위 사건이라고 생각하고 있었

으며, 그 다음으로 다음 시행에서 나타나는 결

과를 예측할 수 없는 사건과 근원사건의 확률

이 모두 같은 사건, 수학적 확률이 존재하는

사건을 무작위 사건으로 인식하고 있었다.

2. 측정상황에서 무작위성 인식
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57명의 학생 중 16명(28.1%)이 장난감 자동

차의 속력을 알아보기 위해 여러 번 측정을 하

는 상황이 무작위성을 반영한다고 생각한 반

면, 41명(71.9%)의 학생들은 측정상황이 무작위

성을 반영하지 않는다고 생각하였다. <표 Ⅳ-2>

와 <표 Ⅳ-3>은 학생들이 측정상황이 무작위성

을 반영한다고 결정하는데 판단의 근거로 제시

한 내용과 측정상황이 무작위성을 반영하지 않

는다고 결정하는데 판단의 근거로 제시한 내용

을 각각 정리한 것이다.

학생들은 측정상황이 무작위 사건이라고 결

정하는데 있어 판단의 근거로 다음 시행에서

어떠한 결과가 나올지 예측할 수 없다는 것(즉,

예측불가능성), 결과가 외적인 조건에 영향을

받지만 그것을 무시하고 속력을 구해야 한다는

것(즉, 외부의 영향을 무시), 각 측정값이 나올

확률을 계산할 수 있다는 것(즉, 확률의 존재),

매번의 측정이 서로 무관하게 이루어진다는 것

(즉, 독립시행), 측정값이 불규칙적으로 나타나

지만 측정을 많이 하면 할수록 실제속력에 가

까운 값을 얻을 수 있다는 것(즉, 큰 수의 법칙

성립)을 제시하였다. 측정상황에서 학생들이 무

작위 사건에 대한 판단의 근거로 제일 많이 제

시한 것은 예측불가능성과 독립시행이었으며,

그 다음으로 외부의 영향을 무시할 수 있다는

것이었다.

판단 근거 빈도(%)

근원사건의 등확률 0(0.0%)

예측불가능성 5(26.3%)

외부의 영향을 무시 4(21.1%)

확률의 존재 2(10.5%)

독립시행 5(26.3%)

큰 수의 법칙 성립 2(10.5%)

무응답 1(5.3%)

합 계* 19(100.0%)

* 판단의 근거로 여러 가지를 제시한
경우가 있어 16을 초과할 수 있음

<표 Ⅳ-2> 측정상황이 무작위 사건이라고

판단한 근거

반면 측정상황이 무작위 사건이 아니라고 결

정하는데 있어 학생들은 매번 나오는 측정값의

확률이 서로 다르다는 것(즉, 근원사건의 확률

이 같지 않음), 측정결과가 특정범위에 존재할

것이므로 어느 정도 예측이 가능하다는 것(즉,

예측이 가능함), 건전지 성능이나 바닥의 상태

등과 같은 외적인 조건에 의해 측정결과가 달

라질 수 있다는 것(즉, 외부의 영향을 받음), 각

측정값에 정해진 확률이 없다는 것(즉, 확률이

존재하지 않음) 등을 판단의 근거로 제시하였

다. 학생들이 측정상황이 무작위 사건이 아니

라고 결정하는데 판단의 근거로 외부의 영향을

받는다는 것을 제일 많이 제시하였으며, 그 다

음으로 많은 학생들이 근원사건의 확률이 서로

다르다는 것을 판단의 근거로 제시하였다.

판단 근거 빈도(%)

근원사건의 확률이 같지 않음 7(16.3%)

예측이 가능함 6(14.0%)

외부의 영향을 받음 16(37.2%)

확률이 존재하지 않음 5(11.6%)

기타 6(14.0%)

무응답 3(7.0%)

합 계* 43(100.0%)

* 판단의 근거로 여러 가지를 제시한 경우

가 있어 41을 초과할 수 있음

<표 Ⅳ-3> 측정상황이 무작위 사건이 아니라

고 판단한 근거

3. 큰 수의 법칙과 중심극한정리의 인식

57명의 학생 중 51명(89.5%)이 주사위 1개를

던지는 시행 결과에서 큰 수의 법칙이 성립함

을 인식하였다. [그림 Ⅳ-1]은 과제 2번에 대한

학생들 반응의 예이다. 반복적으로 여러 번 시

행을 하면 수학적 확률인 
에 가까워짐을 인

식하고 있다. 이는 학생들이 고등학교 과정까

지의 교육과정에서 학습한 것으로 주사위 1개
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를 던지는 시행 결과에서 많은 학생들이 큰 수

의 법칙을 어렵지 않게 인식함을 확인할 수 있

었다.

57명의 학생 중 27명(47.4%)이 장난감 자동

차를 측정하는 상황에서 중심극한정리를 인식

할 수 있었다. [그림 Ⅳ-2]는 장난감 자동차를

측정하는 상황에서 중심극한정리를 인식한 학

생들 반응의 예이다. 중심극한정리를 인식한

학생들은 측정상황을 자연스럽게 무작위 추출

과 같은 상황으로 받아들이거나([그림 Ⅳ-2]의

[그림 Ⅳ-1] 과제 2번에 대한 학생들 반응의 예

[그림 Ⅳ-2] 중심극한정리를 인식한 학생들 반응의 예

[그림 Ⅳ-3] 중심극한정리를 인식하지 못한 학생들 반응의 예

첫 번째 학생), 측정값들의 분포가 정규분포를

형성한다고 생각하거나([그림 Ⅳ-2]의 두 번째

학생), 또는 평균값을 중심으로 대부분의 측정

값들이 분포할 것이라 예상하였다([그림 Ⅳ-2]

의 마지막 학생).

57명의 학생 중 30명(52.6%)은 장난감 자동

차를 측정하는 상황에서 중심극한정리를 인식

하지 못했다. [그림 Ⅳ-3]은 장난감 자동차를

측정하는 상황에서 중심극한정리를 인식하지

못한 학생들 반응의 예이다. 중심극한정리를
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인식하지 못한 학생들은 문제를 정확하게 이해

하지 못해 대부분의 측정값이 유사하게 나타날

것이라 예상하거나([그림 Ⅳ-3]의 첫 번째 학

생), 변이성을 인정하지 않아 속력이 매번 동일

하게 나타날 것이라고 생각하였다([그림 Ⅳ-3]

의 두 번째 학생). 그리고 측정상황에서 얻어진

측정결과들을 전혀 중심극한정리와 연결시키지

못하는 학생들도 있었다([그림 Ⅳ-3]의 마지막

학생).

Ⅴ. 논의 및 결론

본 연구에서는 먼저 선행연구 분석을 통해

무작위성 개념이 등확률성 개념, 복합사건, 큰

수의 법칙, 중심극한정리 등과 밀접하게 관련

되면서 발달되었음을 확인하였다. 그리고 무작

위성은 시행의 결과가 외부의 영향을 받지 않

는다는 아이디어, 그리고 측정오차의 자료집합

이 이루는 분포와 관련이 있음을 확인하였는

데, 이것은 통계의 핵심 아이디어인 변이성과

아주 밀접한 관련이 있음을 살펴보았다.

그리고 선행연구를 토대로 무작위성 개념 조

사 과제를 개발하여 예비교사들의 무작위성 개

념 이해를 조사하였는데, 특히 예비교사들이

문제 상황이 무작위성을 반영하는지 여부를 결

정하는데 사용하는 판단의 근거를 조사하였으

며 또한 우연현상이 아닌 측정상황으로 무작위

성 개념을 확장하여 이해할 수 있는지 조사하

였다. 조사결과 단순사건에서 86.0%의 학생들

이, 그리고 복합사건에서 84.2%의 학생들이 무

작위성을 인식한 반면 측정상황에서는 28.1%의

학생들만이 무작위성을 인식하였다. 이는 대부

분의 예비교사들이 우연현상에서 무작위성 개

념과 관련된 아이디어들을 이해하고 있음에도

불구하고 이를 우연현상이 아닌 다른 상황으로

확장하여 적용하고 있지 못함을 보여준다. 즉

무작위 사건이 갖는 특징에 대해 알고 있음에

도 불구하고 어떤 상황이 무작위성을 반영하는

지 판단하는데 어려움을 겪는 것으로 보인다.

특히 우연현상이 아닌 다른 상황이 무작위성을

반영하는지 판단하는데서 어려움을 겪는 것으

로 판단된다. 이에 대한 원인은 학생들이 단순

사건 및 복합사건, 그리고 측정상황에서 무작

위성 반영 여부를 결정하는데 판단의 근거로

제시한 내용을 통해 살펴볼 수 있었다.

단순사건과 복합사건에서 무작위성의 판단

근거로 학생들이 가장 많이 제시한 것은 외부

의 조건이 결과에 영향을 미치지 않는다는 것

(약 32%)이었다(<표 Ⅳ-1> 참조). 그리고 가장

많은 학생들이 측정상황이 무작위 사건이 아니

라고 결정하는데 판단의 근거로 제시한 것은

외부의 영향을 받는다는 것(약 37%)이었다(<표

Ⅳ-3> 참조). 이는 변이성의 이해와 관련된 것

으로 장난감 자동차의 속력에 대한 측정값에서

변이성의 원인이나 변이성의 정도를 고려하여

어떠한 측정값들을 배재할 것인지 어떠한 측정

값들을 받아들일 것인지 결정할 수 있다. 배재

할 수 없는 변이성의 경우 그 원인을 알 수 없

으므로 우연현상에서 나타나는 우연변이성에

대처하는 방식으로 대처할 수 있다. 즉 무작위

성을 반영하는 사건으로 간주하고 통계적으로

처리할 수 있다.

Johnston-Wilder(2008)에 따르면 학생들이 실

생활에서 일어나는 다양한 자연현상과 사회현

상을 무작위 사건으로 인식할 수 있기 위해서

는 인지적 이동을 필요로 한다. 본 연구에서

무작위성과 변이성의 관계에 대한 고찰을 통해

변이성에 대한 이해는 이러한 인지적 이동에

도움이 됨을 확인할 수 있었다. 따라서 학생들

의 이러한 인지적 이동을 돕기 위해 변이성을

학생들에게 지도하는데 있어, 이것을 교육과정



- 468 -

에 어떻게 반영할 수 있을지에 대한 계속적인

연구가 필요하다.

학생들은 또한 측정상황이 무작위 사건이 아

니라고 결정하는데 있어 판단의 근거로 근원사

건의 확률이 같지 않다는 것(16.3%), 예측이 가

능하다는 것(14.0%), 그리고 확률이 존재하지

않는다는 것(11.6%)을 제시하였는데 이에 대해

서는 다양한 접근을 통해 좀 더 자세한 연구가

필요한 것으로 판단된다.

과제 1-(3)번에서 측정상황을 무작위 사건으

로 인식한 학생들은 전체의 28.1%인 것으로 나

타난 반면, 과제 3번에서 장난감 자동차의 속

력을 여러 번 측정한 결과가 정규분포를 이룰

것이라 생각한 학생들은 전체의 47.4%로 나타

났다. 이는 교육과정의 영향으로 판단되는데

학생들은 대부분의 사회현상이나 자연현상에서

상당히 많은 측정값을 얻을 때 그 결과가 정규

분포 형태를 따른다는 것을 학습한다. 그럼에

도 불구하고 많은 학생들이 이것이 우연현상에

서 나타나는 무작위성과 유사하다는 것까지는

인식하지 못하는 것으로 간주된다.

학생들이 무작위성 반영 여부를 판단할 때

제시한 근거가 단순사건과 복합사건에서 매우

유사하게 나타났는데, 이것은 과제에서 제시한

우연현상이 모두 주사위를 소재로 하고 있어

유사한 근거를 토대로 무작위 사건인지 여부를

판단한 것으로 보인다. 단순사건과 복합사건의

소재를 달리했을 때, 예를 들면 단순사건으로

구슬뽑기 상황을 제시하고 복합사건으로 주사

위 2개를 던지는 상황을 제시했을 때 학생들이

무작위 사건인지 여부를 판단하는 근거에 대한

비교를 통해 복합사건에서 학생들의 무작위성

개념에 대한 이해를 좀 더 살펴보는 연구도 필

요할 것으로 보인다.
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Pre-service Teachers' Understanding of Randomness

Ko, Eun Sung (Graduate school of Seoul National University)
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Understanding of randomness is essential for

learning and teaching of probability and statistics.

Understanding of randomness prompts to under-

stand natural and social phenomena from the

point of view of mathematics, and plays a role

of base in understanding of judgments based on

rational interpretation on these phenomena. This

study examined whether pre-service teachers reco-

gnize this, and they understand randomness inclu-

ded in various contexts. According to results, they

* key words : randomness(무작위성), 예비교사(pre-service teachers), variability(변이성)
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did not have a understanding of randomness in

the context related to measuring, while they gras-

ped randomness in simple and joint events. This

implies that they lack the understanding of varia-

bility which is essential in the context of measur-

ing. This study, therefore, suggests that the se-

ttings of measuring should be introduced into pro-

bability and statistics education, especially that

data from measuring should be analyzed focusing

on the variability in the data set.




