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서 론1.

고무의 가장 큰 특성은 높은 신축성과 낮은 강

성이다 고무의 변형에 있어서 하중 변위 곡선은. -

상당한 비선형성을 보이며 큰 변형에도 불구하고

하중이 제거되면 원형으로 돌아오는 초탄성

을 보인다 또한 고무는 열적 또는(hyperelasticity) .

열탄성적 특성을 보인다.
(1) 효과라고Gough-Joule

불리는 이 특성은 고무가 일정 하중으로 인장된

상태에서 열을 받으면 수축하고 반대로 인장시,

킬 때는 열을 발산하는 것을 말한다 고무와 중.

합체들은 분자 구조상에 전기적 쌍극자 들(dipole)
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초록: 설계 또는 해석을 위해 고무를 모델링할 때 쓸 수 있는 구성방정식이 너무 많음으로 말미암아 종종 당황,

하거나 수수께끼 같은 일을 경험할 때가 있다 어떤 모델들은 몇 개의 재료상수만을 갖지만 또 다른 모델들은.

많은 수의 재료상수를 갖는다 연구자들은 광범위한 실험데이터를 준비하여 신중하게 피팅을 하여야 한다 본 논. .

문에서는 먼저 배 정도까지 큰 신장 영역에 대해 대표적인 고무재료의 구성방정식들을 비교해 보았다 대부분8 .

의 공학적 응용에서처럼 상대적으로 변형이 적은 경우에는 연속체기반모델 또는 체인분자모델이 유사하게 쓰일

수 있지만 대부분 생체적 거동에서 볼 수 있는 큰 변형의 경우에는 체인분자모델들이 더 유용함을 알 수 있었,

다 구성방정식에 따른 분기점의 존재 여부를 알아보기 위하여 트렐로어 패치와 원통형 막대풍선에 대한 분기점.

해석을 이론적 및 수치적으로 수행하였다 키슬리의 조건식으로부터 트렐로어 패치에서의 분기점은 연속체기반.

모델에서는 존재하였으나 체인분자모델에서는 존재하지 않음을 보였다 원통형 막대풍선은 축신장 허용의 경계.

조건에 대해서는 모든 모델들이 분기점 거동을 보여주었다 따라서 고무의 분기점 거동을 구하고자 할 때는 분.

기점의 존재유무 자체가 재료모델의 선정에 의존적이라 할 수 있다.

Abstract: Modeling of rubber for design or analysis often requires confusing or complex work because there are a large

number of constitutive models to be considered. Some models have few material constants, while others have many.

Researchers have to prepare and fit extensive experimental data with caution and discretion. In this paper, we first compared

some typical rubber models in which deformation was carried out by stretching up to around eight times the original size.

We conclude that continuum-based models and chain molecular models can be used in the study of the small deformation

in most engineering applications, but chain molecular models are preferred in the study of the large deformations in most

biomaterial applications. As discrimination problems, Treloar's patch and cylindrical balloon stick are tested theoretically and

numerically for studying bifurcation. In the case of Treloar's patch, by using the Kearsley's equation, we show that

bifurcation exists for continuum-based models but not for chain molecular models. Both models show bifurcation in the

cylindrical balloon stick. Therefore, in the analysis of the bifurcation of rubber showed that its existence also depends on

the constitutive model selected.
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이 존재하는 유전체 인데 이로 말미암(dielectric)

아 어떤 중합체들은 전기장 작용에 의하여 변형

하는 전기탄성 을 보인다(electrostriction) .
(2) 절연체

가 전기장을 받아 변형을 일으키는 고무 중합체

는 소형 센서 또는 구동자로서 의료용 에너지수,

집용 또는 제어용으로 쓰일 수 있다.
(3)

고무해석에 있어서 기계적 성질의 규명에는 그

단순한 화학적 조성에도 불구하고 매우 독특하고

수수께끼 같은 어려움에 직면하였다 보통의 액.

체 또는 고체인 유사한 다른 탄화수소 물질들과

도 다르며 결정구조를 갖는 고체의 탄성 변형기,

구에 비하여 수백 배나 되는 고무의 탄성은 매우

특이하였다 많은 오해와 시행착오를 거쳐 지금.

인정되고 있는 고무의 탄성역학 이론이 제안된

것은 년 등에 의해서이다1932 Meyer .
(4) 이 이론은

더 실험하기 쉽고 쓰기 편한 이론들에 비해 상대

적으로 주목받지 못하다가 합성고무들이 널리 응

용되기 시작하면서 부터 통계적 탄성론으로 귀결

되는 중요한 과학적 진보로 인정되기에 이르렀

다 이러한 체인분자모델에 의한 역학이론은.

Treloar
(1) 에 의해 잘 정리되었고 연속체 역학에

의한 모델과의 비교를 포함하여 최근에 와Boyce

Arruda
(5)에 의해 취합 정리된 바 있다.

다양한 고무류의 개발과 그 광범위한 소비재 산,

업 의료 분야 응용에 비하여 거동해석에 관하여는,

아직도 신뢰할만한 수준에는 이르지 못하였다 비.

록 유한요소법이 거의 모든 설계 및 시뮬레이션

분야에 응용되고 있다고는 하나 아무리 정교한 해

석법을 쓴다 할지라도 고무류는 소재 특성의 복잡

한 거동 및 비선형성으로 인하여 많은 점에서 한

계에 봉착한다 특히 적합한 재료상수를 규명하였.

다 하더라도 그러한 모델이 실제 설계나 시뮬레이

션에 이용 될 때는 다른 어떤 수치해석적 특이성

을 가져다줄지 모르기 때문이다 특히 고무 형상품.

의 대부분은 변형거동 중에 재료 특성에 의한 분

기현상 들이 나타나는 것으로(bifurcation phenomena)

알려져 있는데 이를 규명코저 많은 논문들이 발표

되고 있다 대표적인 것들로는 고무풍선들의 비대.

칭 부풀림,
(6) 고무 블록의 불안정성,

(7) 고무 막대를

비틀 때 꼬임현상,
(8) 그리고 생체조직들의 경우(9)를

들 수 있다 그러나 논문들 마다 서로 다른 결과를.

제시하는 경우가 있고 과연 실험적으로 관찰 가능

한 현상인가가 의문시 되는 결과도 볼 수 있다 그.

런데 이러한 분기현상들의 정확한 예측은 산업용

은 물론이고 의료용이나 제어용으로 개발되는 고

무류의 제품의 신뢰성 및 안정성에 있어서 매우

중요해 질 수 있으며 심도 있는 연구가 필요한 실

정이다 특히 고무 재료 모델의 비선형성으로 말미.

암아 분기현상 자체가 재료모델에 따라 달라질 수

있다는 가능성이 제기되어 왔다 따라서 본 논문에.

서는 지금까지 발표된 대표적인 고무재료 모델을

대상으로 하여 몇 가지의 분기점 해석을 실시하여

고무형상품들의 분기현상을 예측해 보고 각 모델

의 상이한 점과 그 적합성을 규명하고자 한다.

본 론2.

구성방정식2.1

앞으로 기술되는 구성방정식은 다음과 같이 비

압축성 변형조건을 적용하기로 한다.

1321 =λλλ (1)

여기서 iλ는 주방향별 신장 값이다 연속체역학.

적 기술에서는 신장 으로 표현하거나 변형(stretch)

텐서의 불변양 으로 표현한다 신장과 불(invariant) .

변양 사이의 관계식은 다음과 같다.

( ) 2
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32
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212

−−− ++=++= λλλλλλλλλI (2b)

( ) 1
2

3213 == λλλI (2c)

여기서 불변양은 변형텐서 또는Finger Cauchy

변형텐서의 불변양이다- Green .

탄성고체에 대한 후크의 법칙을 대변형에 적용

할 수 있도록 확장한 것을 모델이라Neo-Hookean

고 부르는데 이는 년 에 의해 제안되었1948 Rivlin

다 변형에너지는 제 불변양으로 표현되어 다. 1

음과 같다.

( )3
2

1 −= IWNH

µ
(3)

여기서 µ는 전단계수 이다(shear modulus) .

모델은 년 와 의Neo-Hookean 1952 Mooney Rivlin

각각 독립적인 논문에 의해 제 불변양을 포함2

하는 것으로 다음과 같이 확장되었다.

( ) ( )33 2211 −+−= ICICWMR (4)

여기서 1C과 2C는 실험에 의해 결정되는 계수로

서 전단계수와는 )(2 21 CC +=µ 의 관계가 있다 이 모.
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델은 모델이라 불린다 년Mooney-Rivlin . 1972

은 신장의 다항식으로 표현되는 다음과 같Ogden

은 변형에너지를 제안하였다.
(10)

( )∑ −++=
p p

p

OG
pppW 3321

ααα λλλ
α

µ
(5)

여기서 pα 와 pµ 들은 실험에 의해 결정되는 계

수이며 전단계수와는 ∑= ppµαµ
2
1

와 같은 관계가

있다 만약 모델에서. Ogden p의 개수를 로 하고2

21 =α , 22 −=α 로 정한다면 이는 모Mooney-Rivlin

델이 되며 p의 개수를 로 하고1 21 =α 로 놓으면

모델이 된다Neo-Hookean .

대표적인 체인분자모델에 의한 구성방정식으로

는 년에 발표된 모델을 들 수1993 Arruda-Boyce

있다 이들은 개의 체인이 단위입방체의 대각선. 8

에 걸쳐 존재한다고 보고 변형을 고려하고 변형

에너지를 유도하였다.
(11) 이 변형에너지 식은 1I의

다항식으로 변환할 수 있는데 개의 항까지를 정5

리한다면 다음과 같은 식이 된다.

∑
=

−
−=

5

1

1220 )3(
i

ii

i

m

i
AB I

C
W

λ
µ

(6)

여기서 0µ 와 mλ 는 실험에 의해 구해야 하는 상

수이다.

년에 발표된 모델은1996 Gent
(12) 연속체 역학적

배경에서 제안된 매우 단순한 모델이면서도 체인

분자모델과 비슷한 정도로 정확한 것으로 밝혀졌

다 특히 모델은 아주 큰 신장에서 나타나. Gent

는 변형경화 즉 신장한계를 모델과, Arruda-Boyce

마찬가지로 잘 나타내는 것으로 알려져 있다.
(13,14)

이는 변형에너지를 1I의 로그 값으로 표현하는 것

에서 기인하는 것으로서 다음의 식으로 나타낸

다.









−−=

m

mGE
J

J
JW 11ln

2

µ
(7)

여기서 실험계수로서 µ는 전단계수이고 mJ 은 1I

이 신장한계에 이를 때 311 −= IJ 과 같은 값이다.

즉 단순인장 실험에서는 한계신장, mλ 과 mJ 는

32 12 −+= −
mmmJ λλ 과 같은 관계가 있다.

한편 비압축성 변형에서 전단계수와 탄성계수

와는 3/E=µ 의 관계에 있다 모델은. Gent 2I 항을

포함할 수도 있는데 보편적으로 단순형을 선호하

므로 여기서는 생략하였다.

이와 같은 구성방정식의 계수를 구하기 위해서

는 실험데이터를 사용하여 회귀분석 알고리즘을

사용하게 되는데 이 때 어떤 결과들은 모든 범,

위의 변형해석에 적용하는 데 있어서 안정하지

않으므로 수렴된 결과를 주지 않는다는 점을 주

의하여야 한다 특히 고차의 다항식을 사용하게.

되는 모델의 경우에는 모든Ogden p에 대해서

0>ppαµ 을 만족하는 제한된 범위에서만 안정한 것

으로 알려져 있다 반면에 모델과. Arruda-Boyce

모델은 무조건적으로 안정된 것으로 알려졌Gent

다.
(5)

여기에서 언급한 고무류에 대한 구성방정식을

포함하여 그 외에 여러 가지 구성방정식에 대한

비교 검토는 여러 논문에서 나오고 있으며 대표

적으로는 와 의 논문을 들 수 있Boyce Arruda

다.
(5) 여러 실험 데이터와 구성방정식에 관한 논

문들을 종합하여 볼 때 대변형의 범위와 특히,

고무류의 한계신장 을 나타내는 데(limiting stretch)

있어서는 모델과 모델이 단지Gent Arruda-Boyce

개의 재료상수 만을 가지고도 그 회귀능력이 우2

수한 것으로 보인다 그 밖에 이러한 변형경화를.

나타내주는 의료 및 생체분야에 널리 쓰이는 모

델에는 다음과 같은 모델이 있다Fung .
(15)

)1(
2

1 −= bJ

FU e
b

W
µ

(8)

모델은 비록 분명한 한계신장값은 보이지Fung

않지만 지수함수적으로 변형경화를 나타낸다.

모델은 다양한 재료의 실험 결과를 피팅할Ogden

수 있는 자유도는 많으나 결정해야 할 재료상수

의 개수가 많아지고 안정성의 문제가 있으므로

사용에 있어서 용이하지 않을 수 있다 고무류의.

구성방정식의 규명에는 확실히 많은 진보를 보이

고 있다 그러나 아직도 단축인장 실험과 이축인.

장 실험 순수전단 실험 결과들을 모두 피팅할,

수 있는 포괄적이면서도 정확한 구성방정식과는

어느 정도 거리가 있음은 자명해 보인다.

먼저 위에서 다루어진 모델들 간의 상호 비교를

위해 피팅 결과들을 구하고 그 거동을 서로 비교

해 보기로 한다 사용할 재료로서는 으로부터. Ogden

기원하여(16) 그 이후 분기점 해석의 여러 문헌에서

자주 등장하고 있는 재료상수를 선택하였다 그 재.

료상수들은 에서 으로Table 1 Ogden 나타낸 값들이
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다 이 재료는 전단계수를 정규화한 것이므로 실제.

재료의 특성은 전단계수 값을 곱해주면 된다 반면.

특정 고무재료에 대해 실험을 하고 실험데이터를

기준으로 한 재료 모델들의 비교 연구는 이미 여러

문헌에서 확인할 수 있다.
(17)

에서 와 상수Table 1 Arruda-Boyce Mooney-Rivlin

들은 모델에 의한 단축인장응력 등이축인Ogden ,

장응력 및 순수전단응력들을 생성하여 상업용 패

키지에(18) 이산 데이터 형식으로 입력하고 피팅하

여 결과를 얻은 것이다 모델에 대한 상수. Gent

들은 다음의 에러의 정의에 의하여 최소자승법에

의해 얻은 결과이다.

∫∫

∫
−+−+

−=

b

a f

Jf
b

a f

Jf

b

a f

Jf

m

dd

dJE

OG
sh

msh
OG

bi

mbi

OG
uni

muni

λλ

λµ

λ
µλ

λ
µλ

λ
µλ

2

)(

),,(2

)(

),,(

2

)(

),,(

)1()1(

)1(),(

(9)

여기서 OG

unif 등은 공칭응력 으로서(nominal stress)

모델에 의한 단축인장 응력 값이고Ogden unif 등

은 미정 재료상수 항으로 된 모델에 의한Gent

단축인장 응력식이다 그리고. uni는 단축인장을,

bi는 등이축인장응력을, sh는 순수전단 응력을 의

미한다 피팅을 위한 신장값의 범위는 모두.

6~1=λ 까지 사용하였다 모델의 전. Neo-Hookean

단계수 값은 모델의 전단계수 값을 사용하Ogden

였다 앞으로의 기술에서 기호. ‘OG’, ‘AB’, ‘GE’,

및 는 각각‘MR’ ‘NH’ Ogden, Arruda-Boyce, Gent,

모델을 의미한다Mooney-Rivlin, Neo-Hookean .

과 의 결과에서 각 모델의 차이점을Table 1 Fig. 1

잘 볼 수 있다 단축인장과 등이축인장 및 순수전단.

의 모든 경우에서 모델은 변형경화Neo-Hookean

를 표현하지 못할 뿐만 아니라 등이(strain-stiffening)

축인장에서는 신장이 커짐에 따라 다른 모델들과

급격한 차이를 보인다 모델도. Mooney-Rivlin

모델과 비슷한 양상을 보이지만 독특Neo-Hookean

하게도 등이축인장의 경우에서는 다른 모델들과 비

(a) Uniaxial mode

(b) Equibiaxial mode

(c) Pure shear mode

Fig. 1 Comparisons of the rubber models

슷한 정도로 변형경화를 나타내 주고 있다 이 모델.

은 고무류의 해석에서 매우 오랫동안 채택되어 왔

Table 1 Rubber material constants derived from the Ogden model

Model Ogden Arruda-Boyce Gent Mooney-Rivlin Neo-Hookean

Constants

0.2

0.5

3.1

3

2

1

−=

=

=

α
α
α

023.0

003.0

491.1

3

2

1

−=

=

=

µ

µ

µ

40153.5

80582.00

=

=

mλ

µ
705.120

83628.0

=

=

mJ

µ

01233.0

42602.0

2

1

=

=

C

C
0.1=µ

Source Reference
(6)

Package
(18) least square

fit eqn.(9)
Package

(18)
Reference

(6)
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던 모델이다 모델은 우수한 피팅능력에도. Ogden

불구하고 다른 모델에 비해 곡선의 굴곡이 심하다

는 점이 드러난다 이는 이 모델을 이용한 부품의.

변형거동해석에서 그 만큼 비선형 요인이 된다는

점을 시사한다 모델과 모델은. Arruda- Boyce Gent

모든 경우에서 그래프가 서로 붙은 것처럼 매우 근

접한 결과를 주고 있다 이는 이미 언급한 두 모델.

의 유사함 때문이다.

여기서 한 가지 더 언급할 것은 이 재료는 체

인신장한계 가 비교적 큰(chain extensibility limit)

고무류라는 점이다 문헌에 의하면 고무류의 신.

장한계는 155 ≤≤ mλ 범위에 들며 생체피부 근육, ,

동맥 등 생체조직의 경우에는(asteries) 24.1 ≤≤ mλ

범위라고 한다.
(9)

따라서 신장한계가 큰 재료에 대해 나타나는

각 모델들의 차이보다는 신장한계 값이 작은 재

료일수록 모델 또는 모델과 다Arruda-Boyce Gent

른 모델들과의 차이는 매우 커짐을 유의하여야

한다 즉 넓은 변형영역에서 고무류와 생체조직. ,

에 널리 쓰일 수 있는 모델은 모델 또는Gent

모델임을 알 수 있다Arruda-Boyce .

패치2.2 Treloar

정사각형 고무패치에 대한 이축인장 실험은 고

무류의 구성방정식에 대한 모델이Mooney- Rivlin

등장 할 무렵부터 자주 행해졌던 실험이었다.

등의Muller
(19) 문헌에 의하면 는 년Treloar 1947

전형적인 이축인장 실험을 수행하였고 Mooney-

모델과 적합함을 보였다 그는 각 축방향Rivlin .

의 인장력들을 같게 한 경우와 다르게 경우를 선

정하여 신장값을 최대 까지 하여 실험값을2.48

측정하고 모델의 재료상수를 피팅Mooney-Rivlin

에 의하여 구하였다 그 후 년 는. 1985 Kearsley

패치가 대칭하중을 받을 때 비대칭 변형Treloar

을 하는 수학적 조건식을 제안하였고 의Treloar

실험치가 그러한 사실을 보여준다고 발표하였

다.
(20) 즉 의 실험자료에는 같은 하중에 대, Treloar

해 나타나는 다른 두 개의 신장값들을 기록하였

는데 이것이 의 조건식에 의해 설명된다Kearsley

고 하였던 것이다 그러나 비대칭 변형을 보이는.

것은 신장값이 보다 큰 분기점 이상에서 이2.48

며 원래 의 실험은 그 이하의 범위에서만Treloar

수행이 되었으므로 실험이 의 분Treloar Kearsley

기점을 보여준다고는 할 수 없었다 따라서. Batra

등은 이러한 점을 간파하고 분기점 이후 까지를

실험하는 논문을 발표하였고 부가적으로 불안정

평형상태에 대한 열역학적인 설명을 덧붙였다.
(21)

따라서 본 논문에서는 등의 논문에서 언급Batra

된 실험자료를 여러 가지 재료모델들에 대해 적

용해 보고 그 결과를 고찰해 보기로 한다 사용.

된 패치는Treloar cmcm 55 × 크기에 두께는 cm04.0

이며 재료상수는 와 같다Mooney-Rivlin Table 2 .

다른 모델들의 재료 상수들은 전에 설명된 방법

으로 얻었다.

이축인장을 받는 초탄성재료에 대한 변형에너

지 식 W로부터 공칭응력(nominal stress) αf 및

응력Cauchy ασ 를 얻는 식은 다음과 같다.

2,1;; =
∂
∂

=
∂
∂

= α
λ

λσ
λ α

αα
α

α
WW

f
(10a,b)

식 의 변형에너지 식과 불변양 식 및 식(4) (2)

에서 이축인장에 대하여(1)
1

213 )( −= λλλ 을 대입하고

응력을 유도하면 다음과 같다Cauchy .

))()((2 2

2

21

2

21

2

11 CC λλλλσ +−= −
(11a)

))()((2 2

2

11

2

21

2

22 CC λλλλσ +−= −
(11b)

이 식으로부터 공칭응력을 구하고 다음과 같은

하중의 대칭 조건을 대입하면,

021 =− ff (12)

아래의 조건식을 얻는다Kearsley .

0)}(

)1(){(

4

2

4

1

2

221

2

12

3

2

3

1121

=−+++

+−

λλλλλλ

λλλλ

C

C

(13)

식 은 의 가는 선과 같이 두 가지의(13) Fig. 2(a)

해를 주는데 그 하나는 21 λλ = 로서 대칭변형을 의미

하고 다른 하나는 중괄호에 해당하는 비대칭 변형

21 λλ ≠ 을 의미한다 그리고 그 분기점은. 106.3=crλ

에서 형성되며 분기점의 공칭응력은
25.115 −⋅= cmNfcr 작용하중은, N1.23 이다 여기서 비.

대칭변형의 의미는 비록 대칭하중( 1=ζ 이 작용하더)

라도 분기점 이상의 하중에서는 대칭모드 뿐만이

아니라 비대칭모드가 존재함을 말해준다 식 의. (13)

해를 이용하여 및 에 대입하면 각 방향으(11a) (10a)

로 신장응력의 그래프를 그릴 수 있는데- Fig. 2(b)

의 가는 선과 같다 초기 상태로 부터 하중을. 작용

시키면 대칭모드의 변형을 보이다가 분기점에서는

추가적인 하중 증가에 대해 개의 경로로 분기가3
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됨을 보여준다 어떤 경로로 변형이 일어날 것인가.

에 대한 물리적인 의미는 에 의Muller and Strehlow

하여 열역학적으로 설명되었다.
(19) 이것의 더 직관적

인 의미로는 미소 변위 증가에 대해서 대칭모드보

다 비대칭모드가 더 하중증가가 적어 결국 에너지

가 적게 소요됨을 말해준다.

하중이 비대칭으로 작용하는 경우에도 동일한

절차를 거쳐 변형을 구할 수 있다 만약 하중 즉. ,

공칭응력이 12 ff ζ= 와 같이 다르고 여기서, 1<ζ

로서 비대칭을 조절하는 계수라고 하면 식 (12)

및 다음의 식에 의하면

021 =− ffζ (14)

식 과 같은 식은 다음과 같이 구해진다(13) .

0)
1

(

)
1

()(

3

22

14

2

3

14

2

4

1

2

2

5

1

=++−

−−+−

λλ
ζλ

λ

λ
λ

λ
λ

λζλ

KK

K
K

(15)

여기서 계수는 21 /CCK = 로서 의 재료에Table 2

대해서는 602.9=K 이다 이 식에 대한 수치적 해.

를 99.0=ζ 를 대입하여 구하면 의 굵은Fig. 2(a~b)

선과 같다 그림에서 대칭하중에서 존재했던 분.

기점은 사라지고 의 굵은 선에서 보는Fig. 2(b)

바와 부드러운 비선형 곡선으로 바뀐 것을 알 수

있다 그렇지만 비대칭하중에서도 분기점 근처를.

지나면서 변형이 커지는 일종의 변형연화(strain

현상처럼 거동함을 알 수 있다softening) .

한편 모델뿐만이 아니라 다른, Mooney-Rivlin

모델들에 의한 거동을 알아보기 위하여 Treloar

패치를 유한요소로 모델링하여 분석하였다 해석.

툴로서는 패키지를(18) 사용하였고 메쉬는 Treloar

패치의 4/1 만을 평면응력요소로 55× 로 세분화하

였다 재료상수들은. Table 2를 사용하였으며 모든

재료모델들에 대해 해석 결과를 구하였고 Fig. 2(c)

(a) Stretch-stretch curve(MR)

(b) Stretch-stress curve(MR)

(c) Various models

Fig. 2 Behavior of the Treloar's patch for the symmetric
(Kearsley's bifurcation) and non-symmetric
loads

Table 2 Rubber material constants derived from the Monney-Rivlin model

Model Ogden Arruda-Boyce Gent Mooney-Rivlin Neo-Hookean

Constants

0.2

0.4

0.2

3

2

1

−=

=

=

α
α
α

935.1

1021.6

58.18

3

6

2

1

=

×=

=
−

µ
µ

µ

54117.5

2167.190

=

=

mλ

µ
188

515.20

=

=

mJ

µ

968.0

29.9

2

1

=

=

C

C
515.20=µ

Source Package
18)

Package
18) least square

fit eqn.(9)
Reference

21)
Reference

21)
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에 나타내었다 먼저 모델에 대해. Mooney-Rivlin

서는 대칭하중의 경우 대칭변형 결과를 얻었으며

해석 도중 분기점을 지나면서 강성행렬의 고유값

의 부호가 변하는 것이 확인되었다 이결과는.

의 로 표시하였으며 이론값 즉Fig. 2(c) “sym MR” ,

의 가는 선과 정확히 일치하였다 그러나Fig. 2(b) .

해석 툴의 특성상 분기점 이후의 비대칭변형에

대한 결과는 얻을 수 없다.

에서 모델과 모델의Fig. 2(c) Mooney-Rivlin Ogden

결과가 일치하고 있는데 그 이유는 에서Table 2

상수들이Ogden 21 =α , 22 −=α 로서 Mooney- Rivlin

모델과 동일하기 때문이다 그러나 모. Arruda-Boyce

델과 모델의 결과는 대칭하중에 대한Neo-Hookean

해석결과에서 강성행렬의 고유값의 부호가 변하지

않았으며 비대칭하중에 대한 결과도 와 같Fig. 2(c)

이 나타났는데 과 모델에서처Mooney-Rivlin Ogden

럼 변형연화 현상이 나타나지도 않았다.

그 이유를 이론적으로 알아보기 위해 Arruda-

모델과 유사한 거동을 보이는 모델Boyce Gent

식 을 식 에 차례로 대입하고(7) (10)~(12) Kearsley

조건식을 유도해 보면 다음과 같다.

0)1)(1)(( 21

2

1

2

12121 =+−+− λλλλλλλλ (16)

여기서 첫 번째 괄호는 대칭모드에 대한 해이

며 두 번째 괄호는 이축인장이 아니므로 물리적

의미가 없다 그리고 셋째 괄호에서 분기점이 있.

다면 다음 식이 된다.

0124 =+−λλ (17)

그런데 이 식은 인장에 대해서 0=λ 을 제외하고는

그 해가 존재하지 않는다 그러므로 모델에 대. Gent

해서는 분기점이 존재하지 않는다고 말할 수 있다.

비슷한 유도과정을 거친다면 모Arruda-Boyce

델과 모델도 마찬가지라 할 수 있으Neo-Hookean

며 이러한 현상은 의 유한요소해석 결과Fig. 2(c)

에서 드러난 것이다 즉 모델과. , Mooney-Rivlin

모델로는 분기점을 나타내 줄 수Ogden Kearsley

있지만 다른 모델은 그 분기점을 나타내 줄 수

없다고 할 수 있다 그렇다면 재료시험 데이터를.

피팅하는 데 있어서 더 광범위하게 적합하다고

인정되는 모델과 모델이 왜 분Gent Arruda-Boyce

기점 현상을 표현할 수 없는가 이에 대한 분석?

을 위해 조건식 의 비대칭변형 해의Kearsley (13)

분기점을 다음과 같이 고쳐 써 본다.

CL

0l

0r

(a) Free end condition

CL

0l

02r

(b) Constrained end condition

Fig. 3 Balloon stick's geometries and end conditions

0)3(
1

)1( 266 =−++ λλλ
K (18)

그리고 식 의 해를 고찰해 본다 즉(18) . , 2C 값이

1C 값보다 매우 작아지는 경우 분기점 crλ 은 급격이

증가하는 반면, 2C 값이 1C 값보다 매우 커지는 경

우 분기점은
6 3→crλ 으로 점근함을 보여준다 그리.

고 식 로부터(4) 11 IWC ∂∂= 및 22 IWC ∂∂= 임을 감안

한다면 변형에너지 포텐셜에서 1I 및 2I 의 연관성이

라고 보아야 할 것이다 따라서. 2I 항을 포함하고

있지 않은 모델 모델과Neo-Hookean , Gent

모델은 패치에서 분기점 현상Arruda-Boyce Treloar

을 보이지 않는다고 판단된다.

원통형 막대풍선2.3

원통형 막대풍선에 대한 부풀림 및 분기점 해석은

Haughton
(22) 및 Gent

(12) 의해 발표되었다 물론 이들.

은 재료모델을 각각 모델 및 모델을 사Ogden Gent

용하여 해석적인 방법으로 서로 다른 경계조건에 대

해 구하였기 때문에 결과를 직접 비교할 수는 없다.

여기서는 과 같이 두 가지의 경계조건에 대해Fig. 3

서로를 비교해 보고 분석하고자 한다 는. Fig. 3(a)

가 사용한 경계조건과 같고 는Gent , Fig. 3(b)

이 사용한 경계조건 중에서 축방향 신장이Haughton

없는 것과 동일하다.

먼저 내압에 의한 원통의 변형에서는 신장은,

다음과 같이 형상치수 반지름 r 길이, l 두께, h

에 의해 정의된다.

0

1
r

r
=λ

0

2
l

l
=λ

210

3

1

λλ
λ ==

h

h

(19a,b,c)
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여기서 변형 전의 형상치수는 10 =r , 04.00 =h ,

250 =l 이다 원주방향과 축방향의 평형조건으로.

부터 는 원통 보일러 공식으로 알려Cauchy stress

진 다음 식으로 구해진다.

h

pr
=1σ

h

pr

2
2 =σ

(20a,b)

여기서 p는 작용되고 있는 내압이다 식 의. (20)

응력은 변형에너지로부터 식 에 의해 얻어지(10b)

고 모델의 경우 식 와 같다 한Mooney-Rivlin (11) .

편 모델의 경우에는 식 을 이용하여 식Gent (7)

에 대입하고 다음과 같이 얻어진다(10b) .

1

1

2

21

2

11 )1)()(( −− −−= mJJλλλµσ (21a)

1

1

2

21

2

22 )1)()(( −− −−= mJJλλλµσ (21b)

이러한 응력은 식 으로부터 평형방정식으로(20)

서 다음과 같은 관계에 있다.

02 21 =− σσ (22)

따라서 식 및 식 를 식 에 대입한(11) (21) (22)

다면 )( 211 λλλ = 또는 )( 122 λλλ = 의 관계식을 얻을

수 있다 모델에서 식 은 다음. Mooney-Rivlin (22)

과 같이 정리되며,

02)21( 4

2

4

1

2

2

2

1

4

2

2

1

2

2

4

1 =−−+−+ λλλλλλλλ K (23)

모델에 대해서는 다음 식이 된다Gent .

0)2(1 2

2

2

1

2

2

2

1 =−+ λλλλ (24)

그러므로 식 과 로부터 각각 다음을 얻는다(23) (24) .

2

1

2

1

2

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

12

2
2

2

22

1

22

1

λ
λ

λ
λλ

λ
λλ

λ
+
+

+








+
−

+
+
−

=
−−−

K

K

K

K

K

K

(25)

( )2

1

4

1

2

1

2

2 8
4

1 −++= λλλλ
(26)

이제 식 및 을 식 및 에 넣고(25) (26) (11) (21)

식 을 적용하면 다음과 같이 내압과 변형의(20)

관계식을 얻는다.

))()((2 2

221

2

21

2

11 λλλλσ CC +−= −
(27)

1

1

2

21

2

11 )1)()(( −− −−= mJJλλλµσ (28)

이들을 무차원 내압하중 00 2/ hpr µφ = 를 도입하여

정리하면 다음과 같다.

))((
1 2

221

3

2

4

1

1

2 λλλλ
µ

φ CCMR +−= −−−

(29)

1

1

3

2

4

1

1

2 )1)((
2

1 −−−− −−= mGE JJλλλφ
(30)

여기서 32

2

2

1

2

2

2

11 −++= −− λλλλJ 을 의미한다 동일한.

절차를 통하여 축신장을 구속하면 12 =λ 로,

22

1

2

11 −+= −λλJ 로 대입하여 다음과 같이 간략히

정리된다.

)1(
2

1 4

1

−−= λφMR (31)

1

1

4

1 )1)(1(
2

1 −− −−= mGE JJλφ
(32)

식 결과를 에 그리고 식(29)~(30) Fig. 4(a) ,

의 결과를 에 나타내었다(31)~(32) Fig. 4(b) . Fig.

에서는 모델에 대한 결과와4(a) Neo-Hookean Gent

논문의 결과도(8) 함께 수록하였는데 Neo-Hookean

모델은 식 에서(29) 21 µ=C , 02 =C 로 대입하므로서

얻었다 에서 모델에 대해서는 식. Fig. 4(a) Gent

을 실선으로 논문의 결과는 원 마크로(30) , Gent

표시하였는데 정확히 일치하고 있다.

에서는 식 에서 알 수 있는 바와Fig. 4(b) (31)

(a) Free end condition

(b) Constrained end condition( 12 =λ )

Fig. 4 Theoretical solution of hoop stretch - pressure
curve for the Balloon stick (perfect)
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3.21 ≤λ

6.51 ≤λ

3.61 ≤λ

4.61 ≤λ

Fig. 5 Balloon stick's bifurcation and inflation(Arruda-
Boyce model)

같이 과 결과가 동일Mooney-Rivlin Neo-Hookean

하다 여기서 축 신장을 구속하는 경계조건에서.

는 축신장을 허용하는 와 같은 하중 극Fig. 4(a)

한점이 나타나지 않음을 알 수 있다 이는 실제.

로는 관찰하기 힘든 것으로서 지금 다루는 풍선

의 형상과 재질은 편차가 전혀 없는 수학적으로

이상적인 것이기 때문이다 여러 다른 축신장 조.

건에 대한 결과는 의 논문에Haughton
(22) 제시되었

고 이는 식 에 일정한 값의(29)~(30) 2λ 를 대입하

므로서 얻을 수도 있다.

한편 의 형상과 의 재료를 사용하, Fig. 3 Table 2

여 유한요소 모델링하여 결과를 구하여 이론해와

함께 에 나타내었다Fig. 6 .

에서 축신장 허용조건의Fig. 6(a) Mooney-Rivlin

(a) Free end condition

(b) Constrained end condition( 12 =λ )

Fig. 6 Numerical solution of hoop stretch - pressure
curve for the Balloon stick (imperfect)

모델과 모델에 대한 거동을 유한요Arruda-Boyce

소해석 결과는 가는 실선으로 이론해의 식,

은 굵은 실선으로 표시하였다(29)~(32) . Mooney-

모델의 경우 굵은 선의 이론해로부터 가는Rivlin

선의 수치해로 이론해의 극한점 부근에서 분기됨

을 알 수 있다 이러한 분기현상은. Arruda-Boyce

모델에 대한 수치해의 결과를 나타낸 를 보Fig. 5

면 분명히 알 수 있다 이는 우리가 일상에서 막.

대풍선을 불 때 부풀려지지 않다가 어떤 순간엔,

가 갑자기 한 부분에서 부풀어 오르기 시작하여

그 부풀림이 축방향으로 진행하는 것과 정확히

일치한다.

Table 3 Balloon stick's bifurcation points ),( crcr φλ

Model
Mooney-Rivlin

Ogden
Arruda-Boyce Neo-Hookean max. deviation(%)

constrained end

condition
(1.798, 0.452) (1.687, 0.422) (1.674, 0.395) (7 %, 13 %)

free end condition (1.23, 0.4) (1.595, 0.361) (1.581, 0.339) (23 %, 15%)
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축신장 구속조건의 는 보는 바와 같이Fig. 3(b)

완벽한 형상이므로 정확한 기하학적 모델과 두께

를 가지고 모델링할 경우 수치해석 결과는 Fig.

와 같고 분기점을 보이지 않는다 그러나 강4(b) .

성행렬의 고유값을 관찰해 보면 하중이 최대값에

도달하기 전에 음의 고유값이 나타남을 알 수 있

었다 따라서 분기점을 갖는다고 말할 수 있다. .

유한요소해석을 통하여 분기현상을 보기 위해서

는 모델의 완벽성을 깨트리는 방법을 써야 한다.

여기서는 풍선의 두께의 변화를 주는 방법을 쓰

기로 한다 좌우 대칭면에서의 두께를 끝부분에.

서의 두께의 로 하고 그 사이는 선형분포 시0.99

켰다 이제 그 결과는 의 가는 선으로 표. Fig. 6(b)

시하였다 분기 전과 분기 후의 거동을 확인할.

수 있다 여기서 각 모델에 대한 분기점은 내압.

하중과 후프신장 값으로 에 수록하였다Table 3 .

특히 모델과 모델은 정확히Mooney-Rivlin Ogden

같으므로 같은 결과를 주며 축신장 허용의 모델,

은 를 메쉬화 하는 과정에서 닫힌 끝 부Fig. 3(a)

분의 직선 메쉬화로 인하여 필연적으로 완벽성이

깨어지며 따라서 의 가는 실선과 같은Fig. 6(a)

결과를 보이는 것이다 사용된 유한요소는 풍선.

의 부풀림이 축대칭이며 고무풍선이 굽힘강성을

갖지 않는 점을 감안하여 선형 축대칭 막요소를

사용했으며 축방향으로 개의 요소를 닫힘 캡50 ,

부분으로는 개의 요소를 사용하였다18 .

이상의 결과 및 분석에서 알 수 있는 것은 원

통형 막대풍선의 부풀림에 있어서 이론적으로 완

벽한 형상 및 재료에 대해서는 분기점을 지나서

도 계속 원통형을 유지하는 부풀림 거동을 보이

지만 실제로는 기하학적으로 또는 재료의 초기,

두께 및 물성의 편차로 인하여 완벽할 수 없으므

로 분기점에서 다른 경로로 분기하게 된다는 점

이다 따라서 실제에서 경험하는 바와 같이 막대.

풍선은 항상 어떤 부위에서부터 일정 직경이 될

때 까지 부풀어 오르고 그 이후에는 길이방향으

로 부풀린다는 것이다 그리고 이러한 거동은 여.

기서 다루고 있는 모든 구성방정식에서 동일하게

나타나고 있었다 즉 모든 구성방정식이 분기점. ,

을 보이고 있다 단지 에 수록한 분기점에. Table 3

서의 내압하중 및 후프신장은 그 크기에 있어서

각각 최대 및 정도의 차이를 보이고 있23% 15%

으므로 정확한 분기점의 예측을 위해서는 구성방

정식의 선택이 큰 영향을 미친다고 볼 수 있다.

결 론3.

생활용 산업용 의료용 제어용 등으로 다양하, , ,

게 개발되어 사용되고 있는 탄성중합체와 폴리머

들의 응용성에 비하면 그 거동의 규명과 특이성

들의 규명에는 아직도 여전히 모호한 부분이 있

음을 문헌조사를 통해 조명해 보았다 대표적인.

재료의 구성방정식으로서 연속체역학적 모델 중

에서 모델과 모델을 선정하였Mooney-Rivlin Ogden

고 체인분자역학적 모델중에서 모델, Arruda-Boyce

과 이와 밀접한 연관성이 있는 단순모델인 Gent

모델을 선정하여 서로 비교하였다 이들 연속체.

역학적 모델은 변형의 제 불변양의 항으로1, 2

되어있으며 체인분자역학적 모델은 고전모델인

모델과 같이 제 불변양의 항으로만Neo-Hookean 1

되어있다 전형적인 고무재료에 대하여 각각의.

구성방정식들을 단축인장 이축인장 순수전단 결, ,

과를 비교하여 피팅능력을 보았다 이 중에서.

모델과 모델은 고무가Neo-Hookean Mooney-Rivlin

크게 늘어날 때 나타나는 변형경화 현상을 표현

하지 못하며 모델은 변형경화를 표현하지만Ogden

굴곡이 심하게 피팅이 됨을 알 수 있었다 따라.

서 상대적으로 한계신장 값이 낮은 생체조직에

대해서는 체인분자역학적모델 및 모델의 피Ogden

팅이 적절하다고 판단된다.

고무류는 실험 및 관찰에 의하면 재료의 비선

형성 뿐만이 아니라 다양한 하중 및 경계조건에

서 분기현상들을 보이는 특징이 있다 재료의 구.

성방정식들에 대한 분기현상의 거동예측은 더욱

더 복잡하며 다양한 결과가 예상되는데 여기서,

는 패치와 원통형 막대풍선의 예를 들어Treloar

비교분석하였다 원통형 막대풍선의 경우 모든.

구성방정식이 비록 분기점 값의 차이는 있었지만

실험 및 관측과 동일한 부풀림과 분기거동을 보

여 주었다.

그러나 정방형평면판 인 패치의 분기점Treloar

거동에 있어서는 그 결과가 매우 상이하였다.

모델과 모델에서는 분명한 분Mooney-Rivlin Ogden

기점이 존재하였지만 모델neo- Hookean , Arruda-

모델 및 모델에서는 분기점이 존재하지Boyce Gent

않았다 이는 모델과 모델에. Mooney- Rivlin Gent

대해서는 이론적으로 그 밖의 모델에 대해서는,

유한요소해석 패키지를 통해서 수치적으로 확인

되었다 따라서 이러한 경우 적합한 구성방정식.
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의 선정이 매우 중요해 짐을 알 수 있다.

그러므로 고무류에 대한 분기점해석에 있어서

는 재료모델의 선택에 매우 신중을 기해야 한다.

어떤 재료모델은 분기점이 생기고 어떤 재료모델

은 안 생기게 되는 것이다 고무류의 분기현상과.

재료의 구성방정식간의 관계는 이론적으로나 실

험적으로 더 상세하게 연구가 되어져야 할 것이

다.
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