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- 기호설명 - 

 

)(ˆ xy  : 근사 모델 

)(xy  : 실제 모델 

 

1. 서 론 

시뮬레이션모델은 실제 모델의 물리적 현상을 

수식으로 근사화한 모델로서, 현재 최적설계분야에 

폭넓게 활용 되고 있다. 그러나 컴퓨터 성능의 

지속적인 발전에도 불구하고 충격해석 모델이나 

열유동해석 모델의 경우, 오랜 해석시간으로 인하여 

전통적인 최적설계기법을 적용하는 것이 비효율적일 

수 있다. 왜냐하면 전통적인 최적설계기법에서는 

반복적인 해석이 필요하기 때문이다. 이런 문제를 

해결하기 위해서 ‘시뮬레이션모델의 근사모델’인 

메타모델(metamodel)을 최적설계과정에 활용하기 위한 

연구가 활발히 진행되고 있다. 메타모델은 시뮬레이션 

모델을 근사화한 수학식으로 표현한 모델이다. 메타모델과 

관련된 연구는 크게 실험계획법(sampling strategy), 

메타모델링 기법(metamodeling strategy), 그리고 정확도 

Key Words : Accuracy(정확도), Kriging Metamodel(크리깅모델), Metamodel Validation(메타모델검증), Cross 

Validation(교차검증) 

초록: 메타모델의 정확도를 엄밀하게 검증하는 것은 메타모델링에서 중요한 연구주제이다. k 점 선택교차검

증기법이 많은 계산시간을 요구하면서도 메타모델의 정확도를 정략적으로 측정하지 못한다. 최근들어, 평균

0 기준이 메타모델의 정확도를 정량적으로 제공하기 위하여 제안되었다. 그러나 평균 0 검증 기준은 크리깅

메타모델이 부정확함에도 불구하고 일찍 수렴하는 경향이 있다. 따라서 본 연구에서는 최대엔트로피를 이용

한 순차적 실험계획에서 크리깅모델의 평균과 분산을 이용한 정확도 평가기법을 제안한다. 이 제안한 기법

은 평균 및 분산을 계산할 때 수치해석으로 구하는 것이 아니라 크리깅메타모델을 직접 적분하여 구하기 때

문에 k 점 선택교차검증기법보다 효율적이며 정확하다. 제안한 기준은 실제 응답의 평균제곱오차의 경향과 

매우 유사하여 순차적 실험계획의 수렴기준으로 사용할 수 있다. 

Abstract: The rigorous validation of the accuracy of metamodels is an important topic in research on metamodel techniques. 

Although a leave-k-out cross-validation technique involves a considerably high computational cost, it cannot be used to measure 

the fidelity of metamodels. Recently, the mean0 validation technique has been proposed to quantitatively determine the accuracy 

of metamodels. However, the use of mean0 validation criterion may lead to premature termination of a sampling process even if 

the kriging model is inaccurate. In this study, we propose a new validation technique based on the mean and variance of the 

response evaluated when sequential sampling method, such as maximum entropy sampling, is used. The proposed validation 

technique is more efficient and accurate than the leave-k-out cross-validation technique, because instead of performing numerical 

integration, the kriging model is explicitly integrated to accurately evaluate the mean and variance of the response evaluated. The 

error in the proposed validation technique resembles a root mean squared error, thus it can be used to determine a stop criterion 

for sequential sampling of metamodels. 
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평가기법(validation technique) 등의 세 가지 연구분야 

로 나뉜다.(1)  

메타모델의 정확도를 평가하는 평가기법에 대한 연구는 

메타모델 기반 최적설계의 정확성을 보장하기 위해 

필요하다. 메타모델은 크게 회귀모델과 보간모델로 

나뉜다. 회귀모델은 분산분석을 이용하여 정확도를 

평가하지만, 보간모델은 분산분석을 통해 정확도를 

평가할 수가 없다. 공학분야에 많이 알려진 보간모델인 

크리깅모델의 검증기법으로는 교차검증법 (cross 

validation)이 주로 사용되고 있다.(2) 그러나 이 방법은 

교차검증오차를 계산하기 위해 여러 번 모델을 생성하는 

것이 요구되는 단점이 있다. 더욱이 교차검증법은 

정량적으로 크리깅모델의 정확성을 나타내주지 못한다. 

이러한 단점을 보완하기 위해서 최근에 크리깅모델의 

평균을 이용한 정확도 평가기법이 제안되었다.(3) 하지만 

이 방법도 다양한 예제에 적용해본 결과 조기에 수렴하는 

문제점이 발견되었다. 

본 연구에서는 기존 평가기법의 정확하지 못할 뿐만 

아니라 시간이 오래 걸리는 문제점을 개선하기 위해서 

크리깅모델의 평균과 분산을 순차적 크리깅모델의 

정확도 평가기법으로 제안한다. 크리깅모델이 

정확해지면 크리깅모델의 평균과 분산이 실제모델의 

평균과 분산에 수렴하게 될 것이다. 본 연구에서 

사용한 순차적 실험계획법은 최대엔트로피 샘플링방법 

이다. 순차적으로 실험점을 하나씩 추가해 가면서 

메타모델 검증 수학함수에 적용하여 기존의 

평가방법과 비교한다. 

2. 크리깅모델 

크리깅모델에서 실제 응답함수는 평균에 

해당하는 전역모델 βxf T)( 와 이것으로부터의 편차 

(deviation)를 나타낸 )(xz  의 합으로 가정하고 

예측응답을 식 (1)과 같이 정의한다.(4)  

 )()()(ˆ T xzβxfx +=y  (1) 

식(1)에서 크리깅모델의 전역모델은 일반화된 

최소제곱법(generalized least squared method)에 의해 

추정한다. 이때, )(xf 는 회귀모델을 구성하는 

함수이고 β 는 추정된 회귀모델의 계수이다. 

)(xz 는 편차를 나타내는 것으로, 평균이 0 이고 

공분산이 아래와 같은 식 (2)로 표현한다. 

 ),,()](),([ 2
θxxRxzxz

jijiCov σ=  (2) 

여기서 )(xz 의 공분산은 2σ 과 상관행렬 ),,( θxxR
ji 의 

곱으로 나타낼 수 있다.  

상관행렬을 구성하는 상관함수 ),,( θxxR
ji 는 

다음과 같이 가우시안 상관관계로 정의한다.(4)  

 ]exp[),,(

1

2

∑
=

−−=
dn

k

ji
k

ji
xxxxR θθ  (3) 

여기서 dn 는 설계변수의 개수, T
1 ],,[

dn
θθ L=θ 는 

상관인자(correlation parameter)이다. 한편, 식 (1)의 

크리깅모델은 다음과 같이 유도된다. 

 *TT )(ˆ)()(ˆ γxrβxfx +=y  (4) 

여기서 YRFFRFβ 1T11T )(ˆ −−−= , )ˆ(1* βFYRγ −= − 로 

표현된다. )(xr 는 예측점과 실험점들간의 상관 

관계를 나타내는 상관벡터로 식 (3)를 이용하여 

나타내면 아래와 같다.  

    T21 )],(,),,(),,([)( nxxRxxRxxRxr L=  (5) 

크리깅모델이 구해지는 과정에서 평균제곱근오차 

(Mean Squared Error: MSE)는 다음과 같은 식으로 

표현된다.  
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3. 기존의 정확도 평가기법 

3.1 추가실험이 필요한 정확도 평가기법 

추가실험이 필요한 정확도 평가기법은 추가실험점 

을 선택하여 크리깅모델의 예측값과 시뮬레이션 

결과를 통해 구한 참값과의 차이를 비교해서 오차를 

평가하는 방법이다. 이러한 방법에는 평균제곱근오차 

(root mean squared error: RMS), 최대오차(maximum error: 

MAX), 평균오차(average error: AV) 그리고 결정계수 

(R2)가 있다. 이때, 결정계수는 반응표면모델에서 쓰는 

방법과 달리 크리깅모델에서 사용할 수 있는 

방법이며, 크리깅모델이 많이 부정확한 경우 음수의 

값이 나올 수 있다.  

 y
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평균제곱근오차, 평균오차, 결정계수 등은 설계영역 

전체에서 크리깅모델의 정확도를 평가하기 위해 

사용되는 방법이다. 반면에 최대오차는 크리깅모델의 

국부적인 변화의 크기를 평가하는 기준이다. 

평균제곱근오차, 평균오차, 최대오차는 0 으로 갈수록 

크리깅모델이 정확하다는 것을 나타내며, 결정계수인 

경우에는 1 에 가까울수록 메타모델이 정확하다는 

것을 나타낸다.  

이러한 평가기법은 보간모델의 정확도 평가기법 

으로 사용될 수는 있지만, 정확한 평가를 위해서 

상당히 많은 추가실험점의 해석결과를 요구한다. 

이것은 실제 해석시간이 오래 걸리는 공학 문제에 

쓰기에는 수치적 부담이 큰 방법이다.  

 

3.2 추가실험이 필요 없는 검증법 

3.2.1 k 점선택교차법 

현실적으로 적용이 가능한 검증기법이 요구됨에 

따라서 k 점선택교차법이라는 정확도 평가기법이 

제안되었다.(5) 교차법은 크리깅모델을 구성하기 위해 

선택된 전체 실험점의 개수 m 을 크리깅 모델을 

구성하기 위한 
c

n 와 크리깅 모델의 오차를 평가하기 

위한 검증점 
v

n 로 나누고 실험점 
c

n 를 이용하여 

크리깅모델을 구성한 후 검증점 
v

n 에 대하여 오차를 

평가하는 방법이다. 이때, 오차를 평가하기 위한 

검증점 
v

n 의 개수는 k 와 같은 값이며 오차를 

평가하기 위해 전체 실험점에서 k 점만큼 선택해야 

하기 때문에 k 점선택교차법이라 한다. 이 중 많이 

쓰이고 있는 1점선택교차법의 식은 다음과 같다.  

 ∑
=

− −=
n

i

iii YY
n

CV

1

2))()(ˆ(
1

xx  (11) 

여기서 )( iY x 는 i 번째 실험점에서의 실제 

응답값을 의미하고, )(ˆ
iiY x− 는 i 번째 실험점만 

제외하고 모델을 구성하여 구한 예측값이다.  

이 방법의 가장 큰 장점은 검증을 위한 별도의 

실험점을 선택하지 않고 이미 구한 실험점 중에서 

일부를 이용하여 크리깅 모델의 정확도를 측정할 수 

있다는 것이다. 그러나 k 를 어떻게 정하느냐에 따라 

))!(!/(! kmkm − 만큼 다양한 조합의 수가 존재하며 k 의 

선택이 커질수록 정확도 검증을 위한 계산비용은 

현저하게 증가한다. 또한 근사화가 정확하게 된 

모델임에도 불구하고 값이 수렴하지 못해서 부정확한 

모델로 평가될 수 있다는 단점이 있다.  

3.2.2 평균법 

크리깅모델의 평균을 수치적인 적분이 아닌 정확한 

적분을 통해 구한 다음, 순차적으로 실험점을 추가해 

가면서 평균의 변화율이 일정한 값 이내로 들어오면 

수렴한다고 판단하는 방법이다.(6) 이때 크리깅모델의 

전역모델은 상수로 하면, 식은 다음과 같이 표현이 

된다.  
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여기서 kl 와 ku 는 각각 크리깅모델의 하계와 상계를 

나타낸다. 크리깅모델의 평균은 크리깅모델이 

정확해짐에 따라서 실제 모델의 평균에 수렴하게 된다. 

또한 이 방법은 k 점선택교차법에 비해서 계산시간이 

적게 드는 장점이 있다. 하지만 크리깅모델이 정확해 

지기 전에 조기 수렴하는 문제점이 발견 되었다. 

4. 평균과 분산을 이용한 평가법 

4.1 평균과 분산 

기존에 제안된 크리깅모델의 평가기법의 

문제점은 효율적이지 못하거나 조기에 수렴하는 

문제가 있다. 이러한 문제점을 극복하기 위해서 

본 연구에서는 크리깅모델의 평균과 분산을 

이용하여 정확도를 평가할 것을 제안한다.  

처음에는 크리깅모델의 전역모델을 상수로 하여서 

분산을 구해보았다. 수학예제에 대하여 분산을 

구해보던 중에 크리깅모델이 정확해졌음에도 

불구하고 상관행렬의 행렬식이 0 에 접근함에 따라서 

분산을 계산하는 과정에서 수치적인 발산하였다. 

Fig. 1 에서 보는 것과 같이 100× 100 의 점을 

추가하여 구한 평균제곱근오차가 0 으로 수렴하여서  

 

 
      (a) Variance             (b) RMSE 

Fig. 1 History plots of variance and RMSE 
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크리깅모델이 정확해졌음에도 불구하고 분산의 값이 

수치적인 문제로 수렴하지 못하는 문제가 발생하였다. 

본 연구에서는 수치적으로 강건하게 하기 위해서 

크리깅모델의 전역모델을 2 차로 하여 평균과 분산을 

쓸 것을 제안한다. 평균은 평균법의 경우와 같은 

방법으로 수치적인 적분이 아닌 정확한 적분을 통해 

구하며, 식은 다음과 같다. 
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여기서 크리깅모델의 전역모델은 2 차모델로 

선택하였고, m 은 실험점 개수, 
d

n 은 설계변수의 

차원, 그리고 2/)2)(1( ++= dd nng 이다. 이 적분된 

값을 설계영역 공간으로 나누면 평균이 된다. 
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분산을 구하기 위해서 다음과 같이 적분한다. 
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여기서 기호들은 위의 평균에서와 동일하다. 이 

적분된 식을 설계영역 공간으로 나눈 후, 평균의 

제곱을 빼주면 분산이 된다. 
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4.2 수렴기준 

식 (13) 및 (15)로부터 구한 평균과 분산은 

크리깅모델이 정확해짐에 따라서 실제모델의 평균과 

분산의 값으로 수렴을 하게 된다. 그렇지만 

공학문제에서 실제모델의 평균과 분산을 알 수가 

없다. 그러므로 순차적 크리깅모델에 대하여 다음과 

같이 평균과 분산의 변화율을 이용한 수렴기준을 

제안한다.  
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여기서 ii VARMEAN ,2 는 i 번째 실험점에서의 

평균과 분산이고, 112 , −− ii VARMEAN 는 1−i 번째 

실험점에서의 평균과 분산이다. 정의된 두 값이 

일정한 값 이하로 3 회 연속 나오면 수렴한다고 

가정하고 여러 2 차원 수학예제에 적용하였다. 이 

논문에서는 여러 수학예제에 대하여 0.1 을 

기준으로 수렴여부를 판단한 결과, 수렴했을 때 

크리깅모델의 100 × 100 의 점을 추가하여 구한 
2R 의 값이 비선형이 강한 수학예제의 경우에서도 

0.969 이상 나오는 결과를 보였다. 그러므로 이 

논문에서는 0.1 을 기준으로 수렴을 판단하였다. 

5. 예 제 

제안한 방법의 우수성을 살펴보기 위해서 2 차원 

비선형 수학함수에 대하여 3 수준 전조합실시법을 

이용한 9 개의 초기 실험점들을 구성하였다. 그리고 

순차적으로 최대엔트로피 샘플링방법을 사용하여 

추가 실험점을 선택하고, 그 점에서의 응답값을 

구해서 크리깅모델을 순차적으로 구성하였다. 제안한 

기법과 기존의 평가방법인 평균제곱근오차, 평균오차, 

최대오차, 2R , 1 점선택교차법, 그리고 평균법과 

비교해보았다. 이때 추가 실험점이 필요한 

평가기법인 경우 모두 100 × 100 의 점을 추가하여 

구하였다. 모든 수렴이력의 x 축은 실험점 갯수를 

나타낸다.  

5.1 Branin 함수 

Branin 함수는 3 개의 전역최적점을 갖고 있는 

함수로 비선형성이 큰 함수이며 식 (19)로 

표현된다.  
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 (a) 
2R  (b) RMSE 

 
 (c) Average error (d) Maximum error 

 
 (e) 1-out crossvalidation (f) Mean0 

 
 (g) Mean2 (h) Variance 

Fig. 2 Convergence histories of validation criteria for 
Branin function 

순차적으로 실험을 하면서 제안된 수렴기준으로 

순차적 크리깅모델의 수렴여부를 판단한 결과 실험점 

38 개에서 수렴하는 것으로 나타났으며, Fig. 2 는 

수렴이력을 보여준다. 이 경우, 기존에 제안된 

평균법만 갖고 수렴여부를 판단하면, 실험점 

16 개에서 수렴하는 것으로 판단이 되어서, 조기에 

수렴하는 것으로 나타난다. 왜냐하면 실험점 

16개에서의 크리깅모델은 아직 부정확하기 때문이다. 

또한  1 점선택교차법을  이용하여 수렴여부를 

판단하면, 모델이 충분히 정확해졌음에도 불구하고 

값이 계속 변화하고 있어서 수렴여부를 판단할 수가 

없다. 그렇지만, 제안된 모델의 2 차 반응표면모델은 
2R 이 0.999 이상이다. 또한 실험점을 추가하여 구한 

오차검증기법들의 변화경향성과 비교를 하여보면, 

제안된 분산의 경우가 다른 방법에 비해서 경향성을 

잘 표현해주고 있다. 그러므로 Branin 함수에 대해서 

모델의  변화를  잘  표현해주며 ,  수렴여부  또한  

 

 (a) 
2R  (b) RMSE 

 
 (c) Average error (d) Maximum error 

 
 (e) 1-out crossvalidation (f) Mean0 

 
 (g) Mean2 (h) Variance 

Fig. 3 Convergence histories of validation criteria for 
three hump camel back function 

정확하게 판단하게 해주는 방법은 제안된 평균과 

분산을 통한 검증기법이다.  

 

5.2 Three hump camel back 함수 

Three hump camel back 함수의 특징은 1 개의 

전역최적점과 2 개의 국부최적점을 갖고 있으며, 

3 개의 웨이브를 갖고 있다.  
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순차적으로 실험을 하면서 제안된 수렴기준으로 

수렴여부를 판단한 결과 실험점 37 개에서 수렴하는 

것으로 나타났으며, Fig. 3은 수렴이력을 보여준다.  

이 경우, 기존에 제안된 평균법만 갖고 수렴여부를 

판단하면 ,  실험점  25 개에서  수렴하는  것으로 

나타난다 .  또한  1 점선택교차법을  이용하여 

수렴여부를 판단하면, 실험점 25 개에서 가장 작은 

값을 가졌다가 커지며, 33 개부터 37 개에서는 값이  
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 (a) 
2R  (b) RMSE 

 
 (c) Average error (d) Maximum error 

 
 (e) 1-out crossvalidation (f) Mean0 

 
 (g) Mean2 (h) Variance 

Fig. 4 Convergence histories of validation criteria for 
Griewangk function 

25 개에서의 값보다 크며, 값도 지속적으로 작아지고 

있다. 따라서 1 점선택법으로는 이 함수에서의 

수렴여부를 판단하기가 어렵다.  

그러나 제안된 전역모델을 2 차로 해서 구한 

평균과 분산에 의해서 수렴여부를 판단하게 되면, 

수렴한 모델의 
2R 이 0.993 이상이다. 또한 실험점을 

추가하여 구한 오차검증기법들의 변화경향성과 

비교하여보면, 제안된 분산의 경우가 다른 방법에 

비해서 경향성을 잘 표현해주고 있다.  

5.3 Griewangk 함수 

Griewangk 함수의 특징은 하나의 전역최적점을 

갖고 있고, 웨이브형태의 식 (20)의 함수이다.  
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순차적 실험계획에서 제안된 기준으로 수렴여부를  

Table 1 Comparison of predicted value and real value of 
each function 

Function Measures True value Predicted value 

Griewangk 

mean 0.98 0.95 

variance 0.25 0.25 

R2 - 0.9999 

Three hump 

camel back 

mean 1.58 1.62 

variance 1.65 1.69 

  R2 - 0.9939 

Branin 

mean 54.31 54.31 

variance 2626.69 2627.85 

  R2 - 0.9999 

 

Table 2 Comparison of calculation time (unit :sec) 

Sample 
mean0 mean2 var. 

leave-1-

out Points 

9 0.03 0.24 0.17 0.09 

10 0.01 0.01 0.03 0.03 

: : : : : 

35 0.01 0.01 0.18 0.2 

36 0.01 0.01 0.19 0.2 

37 0.01 0.01 0.2 0.22 

38 0.01 0.01 0.21 0.22 

Total 0.19 0.39 3.18 3.45 

Ratio 1 2.11 17.03 18.49 

 

판단한 결과 실험점 38개에서 Fig. 4와 같이 수렴하는 

것으로 나타났다. 평균법인 경우에는 실험점 

33개에서 수렴을 한다.  

또한 실험점을 추가하여 구한 평가기법의 

변화경향에 비추어 봤을 때, 기존의 평균법은 

모델의 변화를 잘 표현해주지 못하고 있다. 

1 점선택교차법인 경우에는 모델의 변화이력을 

비교적 잘 표현해주고 있으나, 여전히 수렴여부를 

판단하는 정확한 기준을 제시해주지 못하고 있다. 

왜냐하면 값이 많이 작은 것도 아니고, 변화율이 

작은 것도 아니기 때문이다. 

  그렇지만, 제안된 평균과 분산을 이용하여 

수렴여부를 판단해보면, 수렴한 모델의 
2R 이 

0.999 이상이 나와서 모델이 정확하게 수렴되는 

것으로 나타났다. 기존의 평균의 이력과 비슷하게 

제안된 평균의 이력도 모델의 변화이력을 잘 

표현해주지 못하고 있는 반면에, 분산의 경우에는 

모델의 변화이력을 잘 표현해주고 있다. 그러므로 이 

함수에 대해서는 분산의 수렴이력이 모델의 

변화이력을 잘 표현해주고, 제안된 평가기법에 
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의해서 수렴여부를 판단하면, 가장 정확하게 모델의 

수렴을 판단해주는 것으로 나타났다.  

이상에서 구한 3 가지 함수의 수렴한 크리깅모 

델의 평균과 분산을 실제함수의 평균과 분산과 

비교하여 Table 1 에 나타내었다. 

5.2 효율성 

효율성을 비교하기 위해서, Pentium core2duo 

3.0GHz 컴퓨터에서 계산하는데 걸린 시간을 이용 

하였고, 그 결과를 Table 2 에 표현하였다. 여기서 

비율(ratio)은 기존에 제안된 평균의 계산시간을 

1 로 하였을 때 다른 평가기법의 총 계산시간을 

비율로 나타낸 것이다. 효율성 측면에서 평가를 

해보면, 가장 빠른 방법이 기존에 제안된 

평균법이며, 그 다음이 제안된 평가기법인 평균과 

분산에 의한 것이고, 가장 오래 걸리는 방법은 

1 점선택교차법이다. 

6. 결 론 

본 연구에서는 순차적으로 실험점을 추가하는 

크리깅모델의 평균과 분산을 이용하여 정확도를 

평가하는 방법을 제안하였다. 제안된 방법을 3 가지 

대표적인 비선형함수에 적용하여서 기존의 평가기법 

들과 비교를 하였다. 이때 초기 실험점으로는 

3 수준의 전조합실시법을 이용한 9 개의 점을 

선택하였고, 순차적인 실험계획법으로는 최대엔트로피 

샘플링기법을 사용하였다. 기존의 평가기법인 평균법, 

1 점선택교차법과 제안된 평가기법을 비교하였다. 

크리깅모델이 평균법에 의해서 조기 수렴하는 경우와 

1 점선택교차법에 의해서 수렴여부를 판단하기 

어려운 경우에도 제안된 평가기법은 명확하게 

수렴여부를 판단할 수 있었다. 또한 효율성 

측면에서는 기존의 평균법이 가장 좋은 방법으로 

나타났다. 그렇지만, 제안된 평가기법과 기존의 

평균법과의 계산시간차이는 크지 않다.  

제안된 평균을 구하는 과정에서 문제점이 없었지만, 

분산을 구하는 과정에서는 문제점이 발견되었다. 

실험점을 추가됨에 따라 크리깅모델의 상관행렬의 

행렬식이 0 에 근접하게 됨에 따라 분산을 구하는 

과정에서 수치적인 문제가 발생하였다. 이 문제를 

해결하기 위해서 전역모델을 2 차로 하여 전역모델이 

상수였을 때보다 수치적으로 강건해졌지만, 

근본적으로 문제를 해결하지 못하였다. 따라서 

상관행렬의 행렬식이 0 에 근접하더라도 분산을 

정확하게 구할 수 있는 방법에 대한 연구가 필요하다. 

또한 다변수 문제의 경우 설계점 증가에 따른 

계산성능의 분석 및 고찰도 요구된다. 
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