
한국 G1Z)/C4A/학회 논문집

제 75권 제 /호 2010년 2월 pp. 24-32

1.서 론

지난 과거 60년 동안, 국부 최적화 알고리즘에 관 

하여 이론적 측면과 알고리즘 측면에서 의미 있는 연 

구들이 진행되어 왔었고, 기초과학을 포함한 공학 분 

야에서 이것들을 활용한 응용사례 등이 발표되어 왔 

었다. 이에 비하여 전역 최적화 방법에 관한 연구 및 

응용사례 등은 비교적 무관심 속에서 미약하다고 말 

할 수 있다. 그러나 최근에 공학 및 응용수학 분야에 

서 전역 최적화에 관한 관심이 급격히 증가하기 시 

작하였다叫 이러한 관심은 기존의 국부 최적화 방법 

들에 의해서는 응용분야에서 요구하는 전역 최적 해 

를 일관된 방식으로 구할 수 없으며 이러한 최적화 

문제가 여러 분야에 걸쳐 상당히 많이 존재함을 인 

식하면서부터 시작되었고, 더불어 컴퓨터 환경 및 성 

능의 지속적인 발전으로 말미암아 전역 최적화 방법 

으로 다룰 수 있는 최적화 문제의 범위가 확대되면
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전역 최적화를 위한 B스플라인 기반의 Branch & Bound 알고리즘
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A B-spline based Branch & Bound Algorithm for Global Optimization
Sangkun Park*

ABSTRACT
This paper introduces a B-spline based branch & bound algorithm for global optimization. The 

branch & bound is a well-known algorithm paradigm for global optimization, of which key compo­
nents are the subdivision scheme and the bound calculation scheme. For this, we consider the B-spline 
hypervolume to approximate an objective function defined in a design space. This model enables us to 
subdivide the design space, and to compute the upper & lower bound of each subspace where the 
bound calculation is based on the LHS sampling points. We also describe a search tree to represent the 
searching process for optimal solution, and explain iteration steps and some conditions necessary to 
carry out the algorithm. Finally, the perfonnance of the proposed algorithm is examined on some test 
problems which would cover most difficulties faced in global optimization area. It 마lows that the pro­
posed algorithm is complete algorithm not using heuristics, provides an approximate global solution 
within prescribed tolerances, and has the good possibility for large scale NP-hard optimization.

Key words : Branch & bound, B-spline hypervolume, Global optimization, LHS(Latin-hypercube sampling)

서 전역 최적화에 관한 관심이 급속히 증가하고 있 

는 것이다.

현존하는 전역 최적화 알고리즘은 여러 가지 관점 

에서 분류하여 정리할 수 있으나, 알고리즘의 수렴 특 

성 측면에서 크게 결정론적 방식 (deterministic approach) 

과 확률론적인 방식 (stochastic approach)但로 분류할 

수 있다. 결정론적 방식에 속하는 대표적인 최적화 방 

법으로 Lipschitz 방법% branch & bound 방법卩切, 

cutting plane 방법'이, DC(difference of convex 

functions) 및 RC(reverse convex) 방법［기, outer 

approximation 방법"］, primal-dual 방법이, interval 방 

법卩이 등이 있다. 확률론적인 방식에 속하는 방법으로 

simulated annealing1111, genetic 알고리즘同, clustering 

방법冋 등이 있다. 여러 다수의 서적이과 웹사이 

트［1 기8］에서 이들 방법들에 관한 최근의 발전 동향 및 

결과들을 살펴볼 수 있다.

2. 전역 최적화 알고리즘

본 연구에서 제시하는 전역 최적화 알고리즘은 다 

양한 응용분야에서 기본 프레임 혹은 원리로서 폭넓



전역 최적화를 위한 B-스플라인 기반의 Branch & Bound 알고리즘 25

게 인정받고 있는 branch & bound 방식에 기반을 

두고 있다.

Branch & bound 방식은 주어진 설계공간(design 

space)을 반복해서 작은 크기의 부공간(subspace)으로 

분할하고, 분할된 각 부공간에서 현재까지 찾은 최선 

해(best solution) 보다 개선된 해를 찾을 수 없다면 

바로 조기에 그 부공간을 삭제하여 탐색 공간을 줄여 

나가는 방식으로 해를 탐색하는 방법론(기본틀)을 말 

한다. 여기서 부공간의 삭제는 부공간에서의 목적함 

수 상한값(upper bound)과 하한값(lower bound) 계산 

결과를 바탕으로 평가하여 결정하며, 분할이란 마치 

나무에서 새 가지 (branch)가 뻗어나오 듯, 자료구조 측 

면에서 트리 구조의 현재 노드 밑에 자식 노드들이 생 

성됨을 말한다. 결국, 분할을 통하여 새 가지(혹은 노 

드)가 만들어지고, 이렇게 분할된 각 노드(혹은 부공 

간)의 생사여부를 결정하기 위해 상하한값 범위 

(bounds)를 찾으므로, 이를 branch & bound방식이라 

지칭한다.

본 연구에서는 이러한 분할 및 상하한값 계산을 B- 

스플라인 근사모델을 사용하여 효과적으로 수행하는 

최적화 알고리즘을 제시하고자 한다. 여기서 효과적 

이란 구현 알고리즘의 성능평가 결과를 근거로 판단 

하는데, 이를 위한 적용 예제로서 전역 최적화 분야에 

서 난제로서 흔히 사용되는 테스트 문제들을 사용하 

며, 알고리즘 성능평가 기준으로서 해의 정확성, 함수 

호출 회수, 알고리즘 수행시간, 메모리 사용량, 그리고 

알고리즘 수렴성 등을 사용한다. 결국 이러한 난제들 

에 관한 다양한 측면에서의 성능분석을 통하여, 본 연 

구 알고리즘에서 구한 해가 전역 최적해로서 적절하 

며 B-스플라인 근사모델에 의한 계산 방식이 branch 

& bound 구현에 효과적 임을 보이고자 한다.

2.1 최적해 탐색 알고리즘

본 연구에서 제시하는 알고리즘의 최적해 탐색과정 

을 살펴보면 Fig. 1과 같다. 최적해 탐색과정은 트리 

구조에 의해 표현되며, 트리의 leaf노드는 부공간을 나 

타낸다. 여기서 트리의 leaf노드들이 가르키는 부공간 

들을 모두 합치면 최초 탐색공간이 된다. Fig. 1의 왼 

쪽은 초기 root노도에서 자식노드들이 생성되어 가는 

과정을 보여주고 있으며, 오른쪽은 실제 탐색공간이 

분할되어 가는 모습을 보여주고 있다.

탐색과정은 아래의 순차적 작업이 반복 수행되는 

순환구조를 가지고 있으며, 특정조건이 만족되면 반 

복수행을 멈춘다. 순차적 작업이란 선택된 현재노드 

에 대하여,

1) 근사모델 생성 작업

2) 노드 분할 작업

3) 상하한값 계산 작업

4) 탐색트리 업데이트 작업

의 수행을 말하며, 다음 반복수행을 위하여 4)번 작업 

에서 도출된 노드를 현재노드로 설정한다. 2)번 작업 

은 branch & bound의 branch에 해당하며, 3)번은 

bound에 해당한다. 1)번 작업은 국부 최적화 방법으 

로서 자주 언급되는 근사 최적화(approximate 

optimization) 개념과 유사하게, 주어진 탐색공간의 근 

사모델을 생성하는 것을 말한다. 4)번은 1)~3)의 계산 

결과를 바탕으로,

4-1) 부모노드의 상하한값 재설정

4-2) 최선해 탐색 및 업데이트

4-3) 해가 존재치 않은 노드의 삭제

4-4) 새로운 반복수행을 위한 다음노드 선택

4-5) 수렴 여부 판단 

등 탐색트리 내에서 노드 삭제, 수정 및 조건만족 노 

드 검색 등의 작업을 수행한다.

Fig. 1. Illustration of the search tree (left) and space (right) 
of the proposed algorithm.
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이러한 최적해 탐색과정 알고리즘의 가상 코드는 

Fig. 2와 같으며, 가상 코드 step 6 및 7에서 각각 수 

행되는 탐색트리 업데이트 작업의 알고리즘은 Fig. 3 

과 같다. Fig. 2와 3의 각 step별 작업 상세 내역을 

살펴보면 아래와 같다.

Algorithm Unconstr죠ined global optimization
Step 0: Initialization
Make a root node, and set it to current node.
Rep슨그t until the current node exists
(
Step 1: Generate sample points.
Step 2: Evaluate스ctiv仓 function at th아 sample 

points.
Step 3: Build a B-spline bas은d approximat은 代motion 

to supply bound information.
Step 4: Split the current space into its subspaces.
Step 5: Compute lower and upper bounds of 셔arh 

child subspace,
Step 6: Update the curr은nt nod은 and its children, and 

th은 藕은xt node is returned. If the next node is 
null, the it슨nation stops.

Step 7: Upd굖t슨 the root node and its children, and 
the next node is returned. Then set th션 next 
node to the 슨nt node.

}
Step 8: Find an optimal s시너tion on the best node, 
Stop 9: D이욘te th金 search tr•숴e.

Fig. 2. The proposed algorithm based on branch & bound 
principle.

Algorithm Updating the search tre산

(
Step 1: Upd쵸t은 th은 낞pp은r and lower bo니nds of the 

par■으！^ for tighter bounding.
St은p 2: Update th슨 best solution fo나nd so far.
Step 3: Prune the nodes which have no $이나日。n in its 

feasible space.
Step 4: Select the next subspace (or node) which 長은w 

iteration starts from.
Step 5: Test of com佗rgenc은.

Step 6: Return the next node.
} .  …

Fig. 3. Sub-algorithm of updating the search trw called by 
the proposed algorithm shown in Fig. 2.

■ Branch & bound기반의 제안 알고리즘(Fig. 2) 

제안 알고리즘에서 필요로 하는 사용자 입력 파라 

미터는 아래와 같다.

ON = 근사모델 생성을 위한 샘플 점의 개수

O M = 설계변수 축을 따라 균등 분할되는 부공간 

의 개수. 여기서 각 축은 M등분되며, 설계공간 

， 이 dim-차원일 때 부공간의 개수는 M新이다.

O Xm, X"L 탐색공간의 최소점 및 최대점

O 钮玲= 수렴여부를 판단키 위한공차(tolerance)들

Step 0: 초기화

root노드의 생성에 의해 탐색트리가 초기화된다. 

root노드 생성 시, 입력된 xmin, Xg을 가지고 root노드 

의 탐색공간이 정의되고, root노드의 상한값으로 양의 

무한대(+8), 하한값으로 음의 무한대(-8)가 설정된 

다. 이렇게 생성된 root노드■는 다음의 과정을 위해 현 

재노드로 설정된다. 참고로, 본 연구 제안 알고리즘의 

노드 정의는 아래와 같다.

A 노드 정의

O 노드 ID

O 부모노드를 가르키는 포인터

O 탐색공간을 정의하는 최대점。U)과 최소점(XL)

O 탐색공간 내의 목적함수 상한값(UB)과 하한값 

(LB)

O 자식노드 배열 (참고 자식노드 개수는 Mdta°14.)

위의 정의에 의해 생성된 root노드는 아래와 같다.

O Node ID = 0

O Parent(Xro°,) = NULL

O XU(Xroot) = Xm* XL(XT00t) = xmin

O UB(Xg) = oo, LB(X"球)=-oo

O Children(Xr00') = NULL

Step 1: 근사모델 생성을 위한 샘플링 점군의 생성.

2.2절에서 소개될 LHS(Latin-hypercube sampling) 

방법에 의해 현재노드의 탐색공간 안에서 N개의 샘플 

점군을 생성한다.

Step 2: 각 샘플 점에서 목적함수 값을 계산한다. 

여기서 목적함수 값은 수학식 혹은 시뮬레이션 등을 

통해 획득할 수 있다.

Step 3: 상한값/하한값 계산에 사용할 근사모델 생성.

Step ［과 Step2에서 구한 샘플 점 및 목적함수 값을 

바탕으로 현재노드의 탐색공간에서 목적함수를 근사 

하는 B-스플라인 하이퍼볼륨 근사모델을 생성한다. 이 

근사모델 및 상하한값 계산과정은 2.3절에 소개된다.

Step 4: 현재노드의 탐색공간을 분할한다.

Fig. 1과 같이 각 좌표축을 따라 M개의 분할공간이 

생성되도록 균등하게 근사모델을 분할한다(Fig* 1의 

경우 M = 2이다.).

한국CAD/CAM학회 논문집 제 15 권 저〕1 호 2010년 2월
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Step 5: 분할된 자스J 노드의 상한값 및 하한값을 계 

산한다.

분할된 각 근사모델을 바탕으로, 1) 자식노드를 생 

성하고 2) 탐색공간(XU, XL)을 설정한다. 그리고 3) 

자식노드의 상한값(UB) 및 하한값(LB)을 계산한다.

Step 6: 현재노드를 중심으로 탐색트리를 업데이트 

한다.

현재노드를 Fig. 3의 알고리즘에 입력하여 그 아래 

의 트리구조를 업데이트한다. 여기서 반환되는 다음 

노드(next node, 다음의 반복순환을 위한 노드)가 

NULL이면 반복순환을 멈춘다.

Step 7: root노드를 중심으로 탐색트리를 업데이트 

한다.

Step 6과 유사하게, root노드를 Fig. 3의 알고리즘에 

입력하여 탐색트리 전체를 업데이트한다. 그리고 반 

환되는 다음노드를 현재노드로 설정한다.

Step 8: 최선해를 가진 노드(최선노드, best node)에 

서 최종의 최적해를 계산한다.

최선노드가 정의하는 탐색공간의 최대점과 최소점 

의 평균점을 계산하고 이를 최종의 최적해로 설정한다.

Step 9: 탐색트리를 삭제한다.

탐색트리의 모든 노드를 삭제하고, 제안 알고리즘 

을 종료한다. .참고로 탐색트리의 모든 탐색은 

DFS(depth first search) 알고리즘에 의해 진행된다.

■ 탐색트리 업데이트 알고리즘(Fig. 3)

주어진 특정 입력노드에 대하여, 다음의 과정을 수 

행한다.

Step 1: 부모노드의 상하한값을 재설정한다.

입력노드의 상하한값에 영향을 받는 부모노드의 상 

하한값을 재계산한다. 이는 부모노드의 상하한값 범 

위가 좀더 실제 참값에 가까워지게 함으로써 , 알고리 

즘의 성능을 높이기 위함이다. 즉, 노드의 상하한값 차 

이가 작을수록, 반복수행 회수가 감소하여 빠른 수렴 

을 기대할 수 있으며, 이때의 최적해 및 함수값은 보 

다 정밀해질 것이다.

Step 2: 현재까지의 최선해를 업데이트한다.

입력노드 아래의 모든 leaf노드 각각에 대해, leaf노 

드의 상한값이 현재까지 구한 최선노드의 상한값보다 

작다면, 그 leaf노드를 최선노드(best node)로 설정 

한다.

Step 3: 입력노드 및 그 아래의 트리구조에서 해가 

존재치 않는 모든 자식노드를 삭제한다.

입력노드의 하한값이 최선노드의 상한값보다 크 

면, 입력노드 및 그 아래 모든 트리구조를 삭제한다. 

만약 그렇지 않다면, 입 력노드의 각 자식노드에 대해 

서도 같은 방법으로 최선노드와 비교하여 삭제하며, 

다시 그 자스J모드에 대해서도 같은 방법으로 반복하 

여 노드를 삭제한다.

Step 4: 새로운 반복수행을 위한 다음노드을 선택 

한다.

입력노드 아래의 모든 leaf노드들 중에서 하한값이 

가장 작은 노드를 찾아 이를 다음노드로 설정한다(만 

약 입력노드가 step3에서 삭제된 경우라면, 삭제된 입 

력노드의 부모노드를 입력노드로 판단한다.).

Step 5: 최적해에 수렴했는지 판단한다.

앞 과정에서 찾은 다음노드가 아래의 조건을 만족 

할 때 수렴했다고 판단하고, 다음노드를 최선노드로 

설정하고, 다음노드는 NULL로 설정한다.

► 수렴성 판단 조건

(UB(Xk) - LB(Xk)) / (UB(Xroot) - LB(Xroot)) < Ef

(1)

XU(Xk) - XL(Xk) < sx (2)

여기서 UB(X*)와 LB(X*)는 각각 디음노드W)의 상 

한값과 하한값을, UB(X眼)와 LB(Xr。。')는 각각 root노 

드 (Xr。。)의 상한값과 하한값을 가르키며, XUW)와 

XL(X*)는 각각 다음노드의 최대점 및 최소점을 가르 

킨다.

Step 6: 다음노드를 반환한다.

참고로, 다음노드가 NULL이면 본 제안 알고리즘의 

반복순환은 종료되며, 그렇지 않으면 반환되는 다음 

노드를 현재노드로 설정하여 제안 알고리즘의 step 1 

에서부터 반복과정이 다시 시작된다.

2.2 LHS0II 의한 샘플점 생성

제안 알고리즘의 근사모델 생성을 위하여 주어진 

탐색공간 안에서 N개의 샘플점을 생성하는데, 이때 

본 연구에서 사용한 방법이 LHS(Latin-hypercube 
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sampling) 방법이다.

1979년 처음으로 LHS가 소개叫된 이후, 확률에 

근거한 위험분석 (risk analysis) 및 컴퓨터 시뮬레이션 

모델링 등의 다양한 응용분야에서 통계이론에 근거 

하여 다변수 샘플점을 생성하는 방법으로 널리 사용 

되고 있다. LHS에 관한 주요 이론적 결과들을 요약 

하면, LHS샘플점은 편중되지 않으며 (unbiased)四, 샘 

플점의 분산(variance)이 단순 무작위 샘플링(simple 

random sampling)보다 궁극적으로(asymptotically) 

낮다网는 것이다. 결국 이러한 특징으로 인해 LHS에 

의해 생성된 샘플점은 탐색공간을 표현하기 위한 대 

표적 점으로 이론적 근거를 제공하며, 이렇기 때문에 

LHS 샘플점에 기반을 둔 근사모델은 단순 무작위 방 

법보다 좀더 효율적으로 탐색공간을 표현할 수 있게 

된다.

본 연구에서 구현한 LHS알고리즘은 Fig. 4와 같 

다. 이 알고리즘은 일반적인 LHS방법을 구현하기 위 

해 본 연구에서 개발한 가상 코드를 요약한 것이다.

Algorithm LHS (Latin hyperc니b은 sampling) method
(
Step 1: Determine n equiprobable intervals by 

dividing the distribution area of each variable.
Step 2: Comp나te the sampled cumulative probability 

for the i-th interval (i그L…,n) by 낞sing 
하 (i) = (l/n)*r + (i-l)*n 
where r is 죠 uniform random n니mber between 
0 and 1.

Step 3: Calc니ate the sampled values x(i) 
from th은 above probability P(i) by 티sing the 
inverse of the distribution function F*1, where 
P(i) = F(x(i)).

Step 4: The n values x(i) of 은ach variable are randomly 
paired to form the n「eq니ired vector of size m 
(=number of variables). Here, the pairing is 
performed by a random perm타拍tion.

Fig. 4. LHS algorithm.

2.3 B-스플라인 근사모델

본 연구 전역 최적화 알고리즘에서 선택한 근사모 

델 표현식은 비유리 형태의 B-스플라인 하이퍼볼륨 

(non-rational B-spline hypervolume)刖으로서, 본 연 

구에서 활용된 표현식 형태는 Eq. (3)과 같다. 즉, D 

차원의 볼륨공간(설계공간)에 1개의 속성(목적함수의 

스칼라 분포)이 존재하므로,

”|一1 性)一1 k k
/Gw...,初)=£ ... £4 "%(、旳)…N«d(Xd)

G=o 加o ⑶ 

여기서 서는丿번째 설계변수이고, iD 는 목적함수의 

조정값(control value)이며, %와 k느 另방향으로의 조 

정값의 개수 및 차수(order)이고, A?(习) 는 차수가 & 

인 정규화된 B-스플라인 기저함수*■서 아래의 절점 

벡터 상에서 정의된다. 즉,

西방향 절점 벡터, 1 = ｛船｝:;二*

说，방향 절점 벡터, 乌= ｛旅｝:写5

2.2절에서 언급한 LHS방법과 최근에 발표된 B-스 

플라인 하이퍼볼륨 근사기법队끼을 사용하여 현재노 

드의 탐색공간을 근사적으로 표현하는 근사모델을 생 

성하고, 이를 기반으로 탐색공간의 분할작업과 분할 

된 부공간의 상한값 및 하한값 계산을 수행한다.

분할작업은 B-스플라인 하이퍼볼륨의 split알고리즘 

에 의해 수행되는데, 이와 관련한 자세한 알고리즘은 

생략한다. 참고로 이 split알고리즘은 B-스플라인 곡선 

split알고리즘의 확장된 형태이다. 그리고 상하한값 계 

산은 B-스플라인 근사모델의 조정값들 중에서, 아래 

의 Eq. (4)와 같이, 이들의 최대값과 최소값에 의해 

구해진다.

upper bound - Max(7« 如)

lower bound = Min(4 %)

여기서 (& = 0, ...,超一1), …, (弟=0, …/功—1)이며, 

Max 및 Min은 최대값과 최소값을 반환하는 함수이다.

결국, B스플라인 하이퍼볼륨의 convex hull 성질을 

활용하여 손쉽게 상하한값을 구한 것이다. 이것이 본 

연구에서 근사모델로서 B■스플라인 하이퍼볼륨을 선 

택한이유이다.

3. 수치결과 및 성능분석

3.1 Test functions

본 연구에서 다루는 최적화 문제는 아래의 Eq. (5) 

와 같이 실수형 설계변수에 의해 정의되는 비선형 최 

적화 문제로서 설계변수의 한계범위가 지정된 전역 

최적화 문제이다.

Minimize /(x) (5)

subject to x e [xmin, xmax] (or xmin < x < xraax)

여기서 X는 설계변수 벡터를 가리키며, 区血, XmaJ는 

설계변수 한계범위(또는 탐색공간)를 의미한다. 그리 
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고 /'(X)는 비선형 목적함수를 나타낸다.

본 연구에서 제안하는 알고리즘의 성능을 평가하기 

위한 적용예제로서 최적화 분야에서 성능평가 등의 

목적으로 자주 사용되는 아래의 테스트 함수를 사용 

하였다.

#x) = (1 +(叫 +x2 +1)2(19- 14x] +3xj- 14x2

-) 7
+ 6xlx2 + 3x2))x(30 + (2x1-3x2) (18-32X]

7 ■)

+12*1+4跖一36尤1工2 + 27巧)) (6)

f(、x') = (x? ——+ —— 6)+10(l — cos(X]) + 10

4兀" " ⑺

/(x) =(4一2.1乂《+ §：：)"+工1巧 + (-4 + 4*；)乂； (8)

Ax) = |、£(icos(Z+ 1)旳 + i)j、£(icos(i+ l)x2 + i)j

' (9)

각 테스트 함수의 함수명 및 탐색공간은 Table 1과 

같으며, 탐색공간 내에서의 목적함수의 복잡성은 Fig.

Table 1. Test functions and their search domain

Label Test function Definition Search domain

GP Goldstein & 
Price Eq- (6) [-2, W

BR Branin Eq. (7) [—5, 10]x[0, 15]

C6 Six-hump 
Camelback Eq- (8) [-5, 5]2

SHU Shubert Eq- (9) [-10, 10]2

(b) Branin

Table 2. Performance results produced by the proposed 
method

Performance GP BR(a) C6(b) SHU

global x°pt
0.0
-1.0

9.42478
2.475

0.089842
-0.712656 (c)

f(xopt) 3.0 0.397887 -1.031628 -186.7309

SOL x*
-0.004395 9.426880
-1.001465 2.473755

0.088615
-0.715226

4.8580 
-7.0833

3) 3.004414 0.397918 -1.031565 -186.7308

objective func. 
accuracy(%)(d) 0.147 0.0078 0.0061 0.000066

# function 
calls

138 136 51 135

run-time(ms)(e) 453 234 156 235

tolerance(0 1.0e-2 1.0e-2 1.0e-2 1.0e-2

# splitting 
nodes

4 4 3 3

# sample 
points

3 8 3 5
(a) G이dstein & Price

(c) Six-hump Camelback (d) Shubert

"H |( II ”

Fi흠. 5. Function graph of test functions.

5와 같이 비선형성이 크고, 국부 최적해(최소점)가 많 

은, 수치적으로 다루기 힘든 함수들이다.

3.2 알고리즘 성능평가

3.1 절의 각 테스트 함수에 대해, 본 최적화 알고리 

즘의 수행결과 및 이에 근거한 알고리즘의 성능평가 

결과는 Table 2〜3과 같다. 다양한 측면의 성능평가를 

위해 본 연구에서 사용한 평가지표는 아래와 같다.

1) 해의 정확성 (solution accuracy)

2) 함수호출 회 수(number of function evaluation)

3) 알고리 즘 수행 시 간(ruming time of algorithm)

4) 메모리 사용량(memory usage)

5) 알고리즘 수렴성 (algorithm convergence)

1) 해의 정확성

해의 정확성은 아래와 같이 최적해의 정확도 및 그 

위치에서의 함수값 정밀도에 의해 계산된다.

► 최적해의 정확도 (절대오차 개념)

Solution accuracy = ||x* - x°pt|

(a) x°M=(M, 12.275),(丸，2.275), (9.42478, 2.475).
x*= (-3.137860, 12.287380), (3.144719, 2.280521), 

(9.426880, 2.473755).
(b) xopt-(-0.089842, 0.712656), (0.089842, -0.712656).

x*-(-0.088615, 0.712209), (0.088615, -0.715226).
(c) 18 global minima.
(d) Computed by "(x*) —/'(如)|| / max이/'(对)||, 0.1)
(e) Meas니red in milliseconds. It excludes the func 

eval times.
(f) Used for stopping criterion.
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► 최적 함수값의 정밀도 (상대오차 개념)

Objective accuracy = ||/(x*) -/(xo|M)||/max(||/(x旳 ||, t) 

여기서 x-P*는 최적해(참값)이며, X*는 본 알고리즘에서 

찾은 최적해이다. 그리고 T = 0.1 로서 분모가 0이 되 

는 경우를 막기 위해 본 연구에서 설정한 값이다.

2) 함수호줄 회수

함수호출 회수란 본 알고리즘의 종료 때까지 호출 

된 목적함수(테스트 함수)의 evaluation회수로서, 최적 

해를 구하기 위해 사용된 총 샘플점의 개수와 같다. 

참고로 •이 값은 전역 최적화에서 중요하게 다루는 성 

능평가 요소로서, 목적함수 1회 계산시간이 큰 최적 

화 문제의 경우에 전체 성능을 결정한다. 복잡한 CAE 

시뮬레이션에 의해 목적함수 값이 결정되는 경우가 

바로 여기에 해당한다. 각 테스트 함수의 호출 회수는 

Table 2와 같으며, 평균 115회로 기존 방법들에 비해 

적다四.

3) 알고리즘 수행시간

알고리즘 수행시간이란 전체 소요시간에서 테스트 

함수의 계산시간을 뺀 시간을 의미한다. 보통 전체 계 

산시간은 테스트 함수의 복잡성에 의해 좌우되는데, 

순수하게 알고리즘만의 복잡성을 확인하기 위해서는 

이 평가지표가 필요하다. 수치결과는 Table 2와 같다.

4) 메모리 사용량

메모리 사용량은 그 크기에 의존하여 전체 계산시 

간에 영향을 주가 때문에, 알고리즘 성능평가를 위해 

서 그리고 계산시간이 커서 중대한 문제를 일으킬 때 

그 원인분석을 위해서 확인해 보아•야 할 요소이다. 실 

시간 수행인 경우 문제되지 않으나, 일반적으로 최적 

화 문제는 상당한 수행시간을 요구하고 있기 때문에 

메모리 사용량을 최소화할 필요가 있다. 본 연구의 경 

우, 메모리 사용량은 생성된 노드 수에 비례하며, 동 

시에 노드 1개가 차지하는 메모리 할당량에 비례한 

다 즉,

Memory size = (# nodes) x (node size)

(# nodes) =1+(# splitting nodes)4'"1 x (# branch)

(node size) = 16 + 8 x dim + 4x(# splitting nodes)血‘

여기서 dim은 설계변수 개수, (# node)는 노드 개수, 

(# splitting nodes)는 2.1 절에서 소개한 M이며, (# 

branch)는 알고리즘 종료 시까지 수행된 분할 회수를 

나타낸다. 참고로 숫자 16, 8, 4는 노드의 자료구조에 

서 비롯된 것이다.

Table 3은 실제 각 테스트 함수의 메모리 사용량 

측정 결과를 보여주고 있다. 해가 존재치 않는 노드를 

삭제할 경우 평균 1.7KB이며, 무삭제할 경우 30.3KB 

로서 (제안 알고리즘은 삭제함), 노드 삭제가 많이 일 

어났음을 알 수 있다. 이것은 전체 탐색공간에서 최선 

해와의 비교를 통해 많은 공간이 삭제되었음을 보여 

주는 것으로, 본 연구에서 찾은 최적해가 전역해로서 

적절함을 보여주는 것이다.

Table 3. Memory usage of the proposed method for test 
functions

GP BR C6 SHU
# branch 46 17 17 27

# total nodes 737 273 154 244

memory size, KB
(without pruning) 69.1 25.6 10.2 16.2

# pruning nodes 715 248 140 224

pruning ratio (%) 97.0 90.8 90.9 91.8

memory size, KB
(with pruning) 2.1 2.3 0.9 1.3

5) 알고리즘 수렴성

본 연구 알고리즘이 반복 수행하는 동안 최적해로 

수렴해 가는 과정은, Fig. 6에서 보는 바와 같이, 다음 

노드의 하한값과 최선노드의 상한값(최선해) 변화 추 

이를 살펴봄으로써 확인할 수 있다. 반복수행이 진행 

됨 에 따라 이 두 값은 각각 일정 값에 수렴하며 , 동시 

에 그 사이의 차이가 감소되어 결국 0이 됨을 확인할 

수 있다. 참고로 중간에 발산하는 모습이 보이는데 그 

이유는 다음과 같다. 부모노드와 자식노드 각각의 B- 

스플라인 근사모델 생성 시, 같은 조정점 개수를 사용 

하는데, 부모노드가 자식노드보다 넓은 탐색공간을 근 

사하기 때문에 상대적으로 낮은 해상도에 의해 탐색 

공간을 표현하게 된다. 이때 경우에 따라 진동이 심한 

부분의 세밀한 근사가 이루어지지 않아 자식노드의 

상하한값과 차이 가 발생하게 된다. 이때 발산 모습이 

나타나지만, 탐색트리 업데이트 알고리즘의 step 1에 

의해 부모노드의 상하한값이 재설정됨으로써 다시 수 

렴흐)는 경향으로 전환된다. 이러한 현상은 B-스플라 

인 근사모델의 부정확한 근사에서 야기된 것으로, 근 

사 정밀도를 높이려면 샘플점의 개수를 증가시켜야 

하나 이는 계산시간(량)의 증가를 수반하기 때문에 

trade-off가 존재 하는 것 이 다.
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Fig. 6. Algorithm convergence of test functions.

4.결 론

본 연구 알고리즘은 기존의 branch & bound방법론 

을 바탕으로 B-스플라인 하이퍼볼륨에 의해 공간분할 

과 상하한값 계산이 수행되는 최적해 탐색 알고리즘 

으로서 , 크게 두 가지 방향으로 요약될 수 있다.

1) 탐색트리에서 노드 증가 방향: 통계이론에 근거한 

LHS방법을 사용하여 샘플점을 추출하고, B-스플라인 

하이퍼볼륨 모델을 사용하여 샘플점이 정의하는 탐색 

공간을 근사한다. 그리고 이렇게 생성된 근사모델을 B- 

스플라인 split알고리즘에 의해 분할하며, 분할된 각 근 

사모델의 convex hull성질을 활용하여 분할된 해당 노 

드의 상하한값을 계산한다. (B-스플라인 계산 중심)

2) 탐색트리에서 노드 감소 방향: 탐색트리의 노드 

들 중 상한값이 최소인 최선노드를 찾고, 이 최소 상 

한값보다 높은 하한값을 갖는 노드를 삭제한다. 그리 

고 다음의 탐색공간을 선정하기 위하여 최소의 하한 

값을 갖는 노드를 탐색한다. (노드 탐색/삭제 중심)

본 연구 알고리즘의 주요 특징 및 한계점을 살펴보 

면 다음과 같다. (1) 본 연구 알고리즘은 D차원의 비 

선형 최적화 문제를 다룰 수 있는 전역 최적화 알고리 

즘이다. (비록 적용예제가 2차원이나 알고리즘 상 3차 

원 이상의 문제에도 적용 가능함. 현재 쾌속의 고차원 

B-스플라인 split알고리즘을 개발 중에 있음.) (2) 기본 

접근방식이 branch & bound 방법론에 근거하기 때문 

에 수렴이 보장되는 complete알고리즘倒이며, 최적해 

탐색 시 직관에 의존한 heuristics을 사용하지 않는다. 

(3) 특정 위치에서 목적함수의 함수 값만 필요할 뿐, 1 

차 이상의 미분 값을 요구하지 않으며, 어떠한 국부 

탐색 알고리즘도 사용하지 않는다. (4) 사용자가 설정 

한 공차 내에서 근사적으로 전역해를 제공한다. (공차 

가 작을수록 보다 정 밀해를 제공함. 그러나 함수호출 

회수는 증가함.) (5) 알고리즘 수행시간이 매우 짧고, 

메모리 사용량 또한 작다.(비록 2차원 예제이나, 평균 

0.27초, 1.7KB임.) (6) 모든 설계변수는 실수형이며 연 

속성을 갖는 탐색공간이어야 한다. (7) 현재의 알고리 

즘은 정수형 변수를 지원치 못하며 구속조건에 관한 

처리가 없다. (8) 목적함수 계산 시 잡음(노이즈)이 없 

다고 가정한다. 즉 주어진 특정 점에서의 목적함수 값 

은 변동 없이 항상 같아야 한다.

추후 연구 과제로서 , 본 연구 근사모델인 B-스플라 

인 하이퍼볼륨의 특성을 최대한 활용한다면, 본 연구 

에서 다루지 않았던 아래의 최적화 문제가 해결되고 

본 알고리즘의 적용범위가 확대될 것이라 기대한다. 

즉, (1) B-스플라인 모델의 convex hull성질을 활용하 

여 설계 변수 민감(design sensibility) 정도를 측정 분석 

함으로써 목적함수에 영향력이 미비한 설계변수를 탐 

색 삭제하여 보다 빠른 근사 최적해를 구한다. (2) B- 

스플라인 하이퍼볼륨은 다차원 공간 상에서 다수 개 

의 스칼라 장(scalar field)을 표현할 수 있기 에 다중 목 
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적함수의 표현, 저장 및 관리가 가능해진다. (3) 선형 

혹은 비선형 구속조건이 존재하는 최적화 문제의 경 

우에 이들 구속 조건식 의 만족 정도를 B-스플라인 하 

이퍼볼륨으로 표현하고, 이것과 목적함수를 근사하는 

B-스플라인 하이퍼볼륨 간의 대수적 합(algebraic sum) 

처리에 의해 상하한값을 계산함으로써 구속 최적화 

문제를 처리한다. 여기서 대수적 합에 관한 향후 연구 

가 필요한데 벌칙함수 방식의 도입을 고려 중에 있다.

참고문헌

1. Floudas, C. A., "Overview of aBB-based Approaches 
In Deterministic Global Optimization", Workshop on 
Global Optimization, Imperial College London, 15- 
17 Dec., 2007.

2. Hansen, P., Jaumard, B. and Lu, S., “Global Opti­
mization of Univariate Lipschitz Functions: I. Survey 
and Properties", Math. Programmings Vol. 55, No. 
3, pp. 251-272, 1992.

3. Le Thi Hoai An and Pham Dinh Tao, "A Branch- 
and-Bound method via D.C. Optimization Algorithm 
and Ellipsoidal technique for Box Constrained Non- 
convex Quadratic Programming Problems", Journal 
of Global Optimization^ Vol. 13, pp. 171-206, 1998.

4. Al-Khayyal, F. A. and Sherali, H. D., “On Finitely 
Terminating Branch-and-bound Algorithms for Some 
Global Optimization Problems", SIAM J. Optimiza­
tion, Vbl. 10, pp. 1049-1057, 2000.

5. Jansson, C. and Knuppel, O., "Branch and Bound 
Algorithm for Bound Constrained Optimization Prob­
lems without Derivatives", Journal of Global Opti­
mization, Vol. 7, pp. 297-333, 1995.

6. Audet, C., Hansen, P., Jaumard, B. and Savard, G., 
“A Branch and Cut Algorithm for Nonconvex Qua- 
dratically Constrained Quadratic Programming", 
Math. Programming, Vol. 87, pp. 131-152, 2000.

7. Tuy, H., "D.C. Optimization: Theory, Methods and 
Algorithms", pp. 149-216 in: Handbook of Global 
Optimization, (R. Horst and P.M. Pardalos eds.), 
Kluwer, Dordrecht 1995.

8. Fletcher, R. and Leyfier, S., “Solving Mixed Integer 
Nonlinear Programs by Outer Approximation", Math. 
Programming, Vol. 66, pp. 327-349, 1994.

9. Floudas, C. A. and Visweswaran, V, “A Primal- 
Relaxed Dual Global Optimization Approach", Jour­
nal of Optimization, Theory, and its Applications, 
Vol. 2, No. 1, pp. 73-99, 1992.

10. Hansen, E. R., Global Optimization Using Interval 
Analysis, Marcel Dekkar, New York, NY 1992.

11. Hamma, B., Viitanen, S. and Tom, A., "Parallel 
Continuous Simulated Annealing for Global Opti- 
mization,,, Optimization Methods and Software, Vol.

13, No. 2, pp. 93-116, 2000.
12. Forrest, S., "Genetic Algorithms: Principles of Nat­

ural Selection Applied to Computation, Science, Vbl. 
261, pp. 872-878, 1993.

13. Rinnoy-Kan, A. H. G and Timmer, G T., "Stochastic 
Global Optimization Methods. Part I: Clustering Meth­
ods^, Math. Programmings Vbl. 39, No. 1, pp. 27-56, 
1987.

14. Horst, R. and Pardalos, P. M., Handbook of Global 
Optimization, Kluwer, Dordrecht, 1995.

15. Pinter, J. D., Global Optimization in Action, Kluwer, 
Dordrecht, 1996.

16. Floudas, C. A., Deterministic Global Optimization: 
Theory, Methods and Applications^ Kluwer Academic 
Publishers, 2000.

17. http://www.cs.sandia.gov/opt/survey/main.html
18. http://www.mat.univie.ac.at/-neum/glopthtml
19. McKay, M. D., Conover, W. J. and Beckman, R. 

J., “A Comparison of Three Methods for Selecting 
Values of Input Variables in the Analysis of Output 
from a Computer Code”，Technometrics, Vbl. 21, 
pp. 239-245, 1979.

20. Stein, M., “Large Sample Properties of Simulations 
Using Latin Hypercube Sampling", Technometrics, 
Vol. 29, pp. 143-151, 1987.

21. Park, S, “A Rational B-spline Hypervolume for Mul­
tidimensional Multivariate Modeling", Journal of 
Mechanical Science and Technology, Vbl. 23, 
pp. 1967-1981, 2009.

22. 박상근, “분산형 볼륨 데이터의 VNU决BS기반 다중 

잔차 근사법", 한국 CAD/CAM학회 논문집, 제12권, 

제1호, pp.27-38, 2007.
23. Huyer, W. and Neumaier, A., “Global Optimization 

by Multilevel Coordinate Search", Journal of Global 
Optimization, Vbl. 14, pp. 331-355, 1999.

24. Neumaier, A., ''Complete Search in Continuous Glo­
bal Optimization and Constraint Satisfaction", pp. 1- 
99 in: Acta Numerica, Cambridge Univ. Press, 2004.

박 상 근

1991 년 포항공과대학교 학사
1993년 서울目학교 기계설계학과 석사 

1997년 서울대학교 기계설계학과 번）사 

1997년〜1999년 삼성SDS 정보기술연구 

소 선임연구원

2000년 서울대 BK21 기계분야사업단 

계약교수

2000년〜2002년 （주）K&I 테크놀로지 

전무기술이사

2003년〜현재 국립충주대학교 기계공학 

과 교수

관심 분야: Computational Geometry, 
CAD/CAM/CAE, Design Optimi­
zation, Scientific Visualization

한국CAD/CAM학회 논문집 제 15 권 제 1호 2010년 2월

http://www.cs.sandia.gov/opt/survey/main.html
http://www.mat.univie.ac.at/-neum/glopthtml

