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Abstract

Performance variations in mixture products such as medicine, food, and chemicals can be caused by their 

own subcomponents. For instance, a discharge capacity of a lithium-ion battery depends upon the mixture ratio 

of ethylene, dimethyle, and ethyle-methyle, all of which are subcomponents of an electrolyte solution in the 

battery. Thus it is crucial to determine tolerances of the mixture ratio in order to maintain the product quality 

at a desired level. This paper is concerned with the tolerance design of the mixture ratio. In particular, minimizing 

variance around the mixture ratio is adopted as a decision criterion in this paper. An illustrative example with 

multiple quality characteristics is given as well.

1. 서  론†

산포감소를 통한 품질개선을 위해 다구치는 파라미

터설계 및 허용차설계를 제안하였다. 파라미터설계는 

산포의 원인인 잡음을 그대로 내버려 둔 채 품질특성이 

잡음의 영향에 둔감하도록 최적조건을 결정한다. 이렇

게 최적조건이 결정된 후 산포를 더 줄일 필요가 있을 

때 허용차설계를 수행하게 된다. 허용차설계란 최종 품

질특성 의 산포를 줄이기 위해 하위특성 또는 인자의 

허용차를 선택적으로 줄이는 과정을 말한다. 이 때 하

위특성 간의 제약은 고려하지 않는 것이 보통이지만, 

혼합물 (Mixture)의 경우는 그렇지 않다. 혼합물이란 
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윤활유, 건축재, 식음료 등과 같이 여러 성분을 혼합해

서 제조되는 제품을 말하는 데, 혼합물의 품질특성은 

개별 성분의 양이 아니라 배합비에 의해 결정되는 특징

이 있다. 특히 배합비의 합은 1이라는 제약이 따르게 

되는 데 즉 혼합물을 구성하는 가지 물질의 성분비를 

라고 할 때 다음의 제약식이 존재하게 된다「Cornell, 

2002」

      (1)

단      . 이러한 제약이 가해지는 

혼합물의 허용차설계는 조립품이나 가공품 분야에 비

해 연구가 미흡한 실정이다. 이에 본 논문은 혼합물의 

최적배합비가 주어졌을 때 그 허용차의 결정에 대해 연

구하고자 한다.

혼합물의 최적배합비는 최종 품질특성과 성분비 사

이의 경험적 모델로부터 구할 수 있다. 이를 위해 혼합
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물 실험계획법이 이용된다. 혼합물 실험계획법은 전통

적인 제조분야 뿐 아니라 나노재료, 반도체, 이차전지 

등 첨단 분야에서도 제품설계 및 품질개선을 위해 폭넓

게 활용되고 있다.「김성준과 박종인, 2005; Park et 

al., 2008」하지만 혼합물 실험계획법을 이용하여 최적

배합비를 발견하였다 하더라도 그 이후 성분마다의 허

용차를 결정하는 것은 제품 생산을 위해 꼭 필요한 단

계이다. 부정확한 제어나 인적 오류 등으로 인해 설정

된 배합비가 제조 중에 흔들리게 되면 혼합물의 물성이 

크게 변할 수 있기 때문이다. 따라서 최종 품질특성의 

변동을 최소화하는 것은 허용차 결정에 중요한 기준이 

된다. 이에 본 논문에서는 비용제약 하에 최종 품질특

성의 분산을 최소화하는 허용차 결정방법을 제안한다. 

아울러 수치예제를 통해 품질특성이 두 가지로 주어질 

경우의 적용절차도 예시하고자 한다.

2. 관련연구 및 문제정의

2.1 관련연구

어떤 혼합물의 품질특성 와 그 구성물질의 배합비 

     간의 함수관계가 알려져 있다면 허용차

결정은 분석적으로 가능할 것이다. 하지만 함수형태를 

알 수 없거나 인자의 수가 많을 때에는 해석적인 방법

으로는 곤란하며 실험계획법을 이용하게 된다. 또한 대

부분의 혼합물은 Cornell(2002)에서도 지적하였듯이 

다수의 품질특성을 갖게 되는 데 예를 들어 핵폐기물 

처리에 이용되는 Borosilicate Glass는 점도, 전도성, 

화학적 내구성에 관한 기준치가 명시되어 있다. 따라서 

이들 기준을 모두 만족할 수 있도록 여러 산화물들 간

의 최적배합비를 찾고 그 허용차를 결정해주어야 한다.

Park et al.(2008)은 혼합물계획을 통해 얻은 경험적 

모델을 다룰 수 있도록 다구치의 손실함수를 확장한 다

변량 손실함수를 근사적으로 유도하고 이를 허용차설

계에 활용하였다. Steiner and Hamada(1997)는 통제

하기 어려운 공정변수나 배합오차가 존재할 때 혼합물

의 강건설계에 대해 연구하였다. 성분 에 대한 실제 성

분비 와 원래 의도한 성분비   간의 관계를   

로 가정하고 배합오차가 기대손실 및 최적조건에 미치

는 영향을 조사하였다. 김성준과 박종인(2005)의 이차

전지 최적설계 연구에서는 외부 공정변수의 최적조건

을 정할 때 혼합물 배합비의 Operating Window를 넓

혀 놓는 것이 여러 품질특성을 동시에 최적화하는 데 

유리함을 지적하였다. Operating Window가 클수록 허

용차 선택의 폭도 넓어지기 때문이다. 

혼합물이 아닌 조립품이나 가공품에 대해서는 허용

차설계가 더욱 다양하게 연구되어 왔다. 예를 들어, Kim 

and Choi(2003)는 다구치의 손실과 가공비용의 합으로 

표현되는 총비용을 최소화하는 허용차 할당모형을 비

선형계획법으로 개발하였다. 유사한 연구로서 Feng 

and Kusiak(1997)은 목적함수를 선형으로 표현하고 

허용차설계의 해법으로 추계적 정수계획법을 제안하였

다. 또한 Wu et al.(1998)은 다구치의 품질손실과 제조

비용을 최소화할 수 있는 허용차설계를 제시하였고, 특

히 분포의 형태에 따라 품질손실을 더 적절하게 정할 

수 있도록 조정계수를 제공하였다. 한편 Jeang(1999)

은 반응표면분석법을 도입하여 조립부품의 허용차설계

를 수행하였다. 하지만 중심합성계획보다는 혼합물실험

계획이 더 적절하다는 지적이 Sehirliogu and Özler(20 

08)에 의해 제기된 바 있다. 이외에도 Cho et al.(2000)

은 반응표면분석을 이용한 Dual Response Approach

를 통하여 파라미터설계 및 허용차설계를 통합적으로 

수행할 것을 제안하였다. 한편 고려되는 성능특성이 다

수인 경우 Chou and Chang(2000)은 다구치의 기대손

실을 최소화함으로써 Wheel의 두께와 직경을 동시에 

고려하는 허용차 배분에 대해 연구하였다. 또한 다특성

의 공분산행렬 정보를 이용하여 품질손실과 제조비용

의 합을 최소화하는 허용차설계 절차가 Lee and Tang 

(2000)에 의해 제안된 바 있다.

또한, 대부분의 혼합물 제조에는 다양한 오차요인이 

등장한다. 특히 단순한 부주의나 부정확한 측정에서 오

는 혼합오차는 의도한 혼합비를 유지하기 어렵게 한다. 

혼합오차의 표현을 위해 보통 상대오차모형과 절대오

차모형이 이용되는 데 성분 의 의도한 함량을  라고 

하면 각 모형 하에서의 혼합비는 다음과 같이 쓸 수 있다.

         

       

여기서 는 평균이 0이고 표준편차가  인 혼합오

차를 뜻한다. 혼합물 제조의 상황은 일반적으로 상대오

차모형이 더 적절한 것으로 알려져 있는 데「Steiner and 

Hamada, 1997」본 논문에서도 상대오차모형을 이용

한 허용차결정과정을 제시하고자 한다.
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2.2 문제정의

전술한 바와 같이, 산포와 비용을 고려하는 허용차설

계문제는 다양한 분야에서 연구되어 왔지만 혼합물 부

문은 그 관련 연구가 상대적으로 미흡한 실정이다. 본 

논문에서는 혼합물을 구성하는 성분들의 혼합비가 주

어진 상황에서 그 허용차를 결정하는 절차를 제시한다. 

특히 허용차를 정할 때 의 분산을 고려함으로써 혼합

비의 흔들림으로 인한 품질변동을 최소화하는 데 초점

을 둔다. 우선 품질특성 와 배합비      간

의 관계를 파악하기 위해서는 혼합물 실험계획법에 의

한 반응표면모델링이 필요하다. 이를 위해 본 논문에서

는 혼합물실험에서 주로 사용되는 식 (2)의 2차 반응표

면모형을 사용하기로 한다.「Cornell, 2002」

 


 


 (2)

식 (2)의  와  에 대한 최소제곱추정치를 각각 

와 라고 하면 다음 추정식을 얻게 된다.

  





(3)

단      이다. 식 (3)을 이용하여 결정된 최

적배합비는      로 나타내기로 한다. 

일단 최적배합비가 결정되고 나면 적절한 허용차를 부

여해야 한다. 일반적으로 최적배합비는 의 평균을 고

려하여 결정되기 때문에 허용차설계는 그 주위에서의 

분산 혹은 산포를 고려하는 것은 의미가 있다. 한편 엄

격한 허용차는 비용상승을 초래하므로 적절한 

Trade-off가 필요하다. 이를 위해 본 논문에서는 허용

차설계비용 제약 하에 의 분산을 최소화하는 허용차 

결정방법을 제안한다. 보통 의 분산은 알려져 있지 않

으므로 식 (3)의 반응표면식을 이용하여    주위에

서 다음과 같이 근사화한다.「Park et al., 2008」

 


   
  


≠

           
(4)

  그리고 성분 에 대해 구하려는 허용차를  라 할 

때 이를 위해 소요되는 변동비용은  로 나타내기

로 한다. 즉 허용차를 작게 할수록 비용은 증가하게 된

다. 허용차설계 소요비용을 표현하는 함수는 다양하지

만 여기서는 가장 간단한 형태 중 하나인 역함수를 채

택한 것이다. 허용차 비용함수의 선택에 관한 자세한 

내용은 Cheng and Maghsoodloo(1995)의 연구를 참

고하기 바란다. 따라서 허용차결정을 위한 비용제약식

은 다음과 같이 둘 수 있다.




  (5)

단 는 사전에 주어진 예산액이며 는 개별성분

의 허용차 설정에 필요한 변동비용과 노력을 감안하여 

결정된다. 따라서 허용차결정 문제는 식 (5)를 제약식

으로 하고 식 (4)의 분산을 최소화하는 최적화문제로서 

다음과 같이 나타낼수 있다.

 

  
 

 

      (6)

최적화문제 (6)의 결정변수는 개별성분비의 허용차 

  이고 목적함수와 제약식이 모두 비선형

이므로 최적해를 구하는 데에는 비선형계획법을 이용

한다. 지금까지 기술한 혼합물의 허용차를 결정하는 과

정을 수치예제를 통해 3장에서 설명한다.

3. 혼합비 허용차의 결정과정

3.1 수치예제

시각적인 설명을 용이하게 하기 위해 혼합물 성분이 

3가지인 경우를 살펴보기로 한다. 예시를 위해 생성된 

데이터 과 에 대해 혼합물 실험계획의 하나인 

Simplex Lattice Design을 이용하여 얻은 반응표면모

델링 결과는 각각 다음과 같다.

     
       

(7)

     
       

(8)

식 (7)과 (8)은 Mixture Regression에 의한 2차 모

형을 추정한 것으로 MINITAB R14 영문판을 이용하여 

얻어졌다. 혼합물실험계획에 관한 일반적인 내용은 
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Cornell(2002) 혹은 박성현(2003)을 참고하기 바란다.

3.2 최적허용차 결정

  먼저 에 대한 허용차 결정과정을 살펴보기로 한

다. 허용차를 구하기 위해서는 최적배합비가 필요하다. 

역시 MINITAB을 이용하여 찾은 최적해는 다음과 같다.

     

  (9)

단 은 망대특성으로 가정하였다. 최적배합비가 식 

(9)로 주어졌을 때 식 (4)의 분산을 얻기 위해서는 

 와   에 대한 정보가 필요하다. 이를 

위해 Park et al. (2008)에서는 가 주어지고 혼합오

차가 존재할 때 다음과 같은 근사적인 관계가 성립함을 

보였다.

     
≠

   (10)

      
≠ 

  

      (11)

식 (10)과 (11)은 바로 상대오차모형을 배경으로 한

다. 특히 혼합오차의 표준편차는 허용차의 함수로서 

   와 같이 나타낼 수 있는 데 여기서 는 혼합

공정의 능력을 고려하여 정할 수 있다. 예를 들어 공정

능력지수  인 경우는 에 해당된다. 이와 

관련된 자세한 논의는 Steiner and Hamada(1997)와 

Park et al.(2008)을 참고하기 바란다.

  이제 식 (4)를 이용하여 의 분산을 추정하기로 

한다. 우선 식 (7)을 에 대해 편미분하고 식 (9)의 최

적배합비를 대입하면 다음 결과를 얻을 수 있다.

         
 

마찬가지로, 와 에 대해서도 다음 계산결과를 

얻을 수 있다.

       

       

식 (10)과 (11)에    를 대입하면  

과   도 역시 다음과 같이 근사적으로 나타낼 

수 있다. 

     
   

 
  

 
  

 
 

 
 

 


     


 


  

  


  
  




 
 

  


같은 방식으로   ,   ,    , 

  를 모두 구하고 정리하면 의 분산은 다음

과 같이 근사적으로 나타낼 수 있다.

 
  

  


 
 

 


(12)

따라서 허용차를 줄이는 데 가용한 예산을 

이라 하고 성분별로 소요되는 단위당 비용을   

   로 두면 식 (12)를 목적함수로 하는 최적화문

제 (6)은 다음과 같이 다시 쓸 수 있다.

 
 

 


  










      (13)

목적함수와 제약식이 모두 비선형인 최적화문제 

(13)을 풀기 위해 MATLAB의 Optimization Toolbox

를 이용하면 다음과 같은 최적해를 얻게 된다.

   (14)

식 (9)의 최적배합비는 식 (14)의 허용차를 갖게 되

므로 혼합물 제조단계에서 각각의 성분을

± ±  

± ±  

± ±  

와 같이 관리하는 것이 의 분산을 안정적으로 유지

하는 데 최적임을 알 수 있다. 하지만 배합비는 합이 1

이라는 제약이 따르게 되므로 실제 최적허용차영역은 

<그림 1>과 같이 나타나게 됨을 유의해야 한다.
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<그림 1> 의 분산을 고려한 허용차영역

3.3 두 가지 특성을 고려한 허용차결정

앞에서 제안된 절차는 품질특성이 다수인 경우에도 

적용될 수 있다. 여기서는 두 가지 특성 과 를 동

시에 고려하여 허용차를 결정하는 과정을 제시한다. 다

특성 상황에서 최적배합비를 구하는 방법은 다양하지

만 여기서는 다음과 같이 주어진 것으로 간주한다.

     

 

사실 이 결과는 MINITAB의 Response Optimizer 

기능을 이용하여 얻어진 것으로 호감도 (Desirability)

를 최대화하는 조건에 해당된다. 호감도란 어떤 결과에 

대해 사용자가 느끼는 만족의 정도를 0과 1 사이로 표

현한 것으로 1에 가까울수록 바람직한 결과라는 의미가 

된다. 호감도에 관한 보다 자세한 설명은 Cornell(2002)

을 참고하기 바란다.

일단 최적배합비가 식 (15)와 같이 주어지면 3.2절의 

방법에 따라 과 의 분산은 각각 다음과 같이 근사

적으로 나타낼 수 있다.

 
  

  


 
 

 


(16)

 
  

  


 
 

 


(17)

식 (16)과 (17)이 주어지면 두 가지 특성을 동시에 

고려하기 위해 다음과 같은 가중합을 목적함수로 이용

하여 최적허용차를 찾는 것이 가능해진다.

 
 (18)

단 과 는 비음의 가중치이다. 분산의 단위도 서

로 다를 뿐 아니라 식 (17)은 (16)에 비해 매우 큰 값을 

갖게 되므로 동일한 가중치로서 허용차설계를 수행하

는 것은 에 편향된 결과를 낳게 되어 바람직하지 않

을 것이다. 따라서 과 의 선택은 허용차 결정과정

에 두 가지 특성을 균형적으로 반영하는 데 중요한 역

할을 한다. 예를 들어, 식 (16)과 (17)을 이용하여 개별

적인 최적화문제를 풀었을 때 얻어지는 분산의 최소값

인 1.426E-5와 0.3540을 가중치로 활용할 수 있다. 이 

값들은 개별 최적화문제로 달성가능한 최선의 결과이

므로 분산을 스케일링하는 효과를 기대할 수 있을 것이

다. 식 (18)에    을 대

입하고 최적화문제 (13)의 목적함수로 대신하면 다음과 

같은 최적허용차를 얻을 수 있다.

   (19)

따라서 세 가지 성분에 대한 허용차는 다음과 같이 

설정되는 것이 과 의 분산을 동시에 고려했을 때 

최적이라는 의미가 된다.

± ±  

± ±  

± ±   (20)

식 (20)을 Simplex Plot에 도시하면 최적허용차영역

은 <그림 2>와 같이 나타낼 수 있다.

참고로 식 (20)의 최적허용차를 식 (16)과 (17)에 대입

하면 과 의 분산의 계산결과는 1.440E-5와 0.3581

로 각각 얻어진다. 이 결과는 개별적인 최적허용차를 

구할 때에 비해 각각 1.14%와 1.01% 정도 증가된 것으

로서 여러 특성을 동시에 고려하는 대신 감수해야 할 

Trade-off로 이해할 수 있다. 한편 다음 그림은 과 

의 선택에 따라 최적허용차가 어떻게 변화하는지를 

보여주고 있다. (단    ) 비록 가중치의 일부 영

역에 대해서만 나타나 있지만 식 (18)의 가중합을 이용

할 경우 최적허용차가 가중치에 따라 바뀔 수 있음을 

시사하고 있다. 즉 는 가중치에 따라 거의 변화가 없
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으나 는 상대적으로 큰 변화폭을 갖는 것으로 나타

나고 있다.

<그림 2> 과 를 동시에 고려한 허용차영역

<그림 3> 가중치 선택에 따른 최적허용차

4. 결  론

혼합물제조를 위한 혼합비는 공정 중에 개입되는 다

양한 교란요인과 배합오차로 인해 설정치로부터 산포

하게 된다. 따라서 혼합비 변동에 대한 최대허용범위를 

체계적으로 관리하는 것은 혼합물의 품질수준을 유지

하는 데 초석이 된다. 본 논문은 반응표면모형과 비선

형계획법을 이용하여 혼합물 배합비의 허용차를 결정

하는 방법을 제시하였다. 일반적으로 최적 혼합비는 

를 기준으로 설정되기 때문에 그 주위에서의 허

용차는 를 고려하여 혼합물 특성의 산포를 안정

시킬 필요가 있다. 본 논문은 최적 혼합비가 주어진 상

황에서 허용차를 결정하는 과정을 비용제약 하에 분산

을 최소화하는 최적화문제로 다루었다. 아울러 품질특

성이 다수인 경우에는 분산의 가중합을 이용하여 여러 

특성을 동시에 고려한 허용차를 구할 수 있음을 예시를 

통해 설명하였다. 이 경우 최적허용차는 가중치에 따라 

바뀔 수 있으므로 가중치 설정문제는 좀 더 면밀한 고

찰이 필요하다고 판단된다. 아울러 혼합공정의 공정능

력수준이나 비용계수의 선택에 따라 최적허용차영역이 

어떻게 변화하는지에 대한 민감도분석 연구가 후속되

어야 할 것으로 사료된다.
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