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ABSTRACT

Resonant frequencies and the associated vibrational modes of multiwall carbon nanotubes are 
studied in this paper. The analysis is based on a multiple-elastic beam model, considering intertube 
radial displacements and the related internal degrees of freedom. Especially, van der Waals 
interaction is modified considering both all interaction between each layers in multi-wall carbon 
nanotubes and curvature effect. The results show that modified van der Waals interaction could 
significantly affect the natural frequencies of multi-walled carbon nanotubes. In particular, non-coaxial 
intertube resonance will be excited at the higher resonant frequencies of multiwall carbon nanotubes.

* 
1. 서  론

탄소 나노튜브(carbon nanotubes : CNT)는 1991
년 일본의 Ijima연구팀에 의해 처음으로 보고 된 이

후, 기계적, 전기적, 광학적으로 매우 우수한 특성을 

지니고 있어 다양한 분야로의 적용 가능성이 크다
(1~3). 예를 들어, 탄소 나노튜브는 기계적으로는 철

보다 100배나 우수한 강도와 1TPa의 탄성계수를 

보인다. 따라서, 탄소 나노튜브를 이용한 복합재는 

탄소 나노튜브의 대량생산 기술의 발달과 더불어 

점점 더 관심을 끌고 있다(4). 그 밖의 탄소 나노튜

브의 우수성으로, 전기적으로는 구리보다 10배 이상
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의 전기 전도성을 보인다. 또한 바이오 분자와의 결

합의 가능성 때문에, 바이오 센서 및 마커로서의 사

용 가능성이 제시되고 있다(5).
이러한 우수성에도 불구하고, 탄소 나노튜브 응용

상의 어려움 때문에, 실제 생활에서 활용되지 못하

고 있다. 이는 나노 단위의 실험이 매우 어렵기 때

문이다. 예를 들면, 주사탐침현미경(scanning probe 
microscope : SPM)이나, 주사전자현미경(scanning 
electron microscope : SEM)안에서 나노 튜브의 물

리적 성질을 측정하거나 관찰하기 어려우며, 고가의 

장비와 많은 시간을 필요로 한다. 다음으로 탄소 나

노튜브의 원자단위 모델링(atomic modeling)의 어

려움에 있다. 예를 들면, 분자수 15097개의 탄소 나

노튜브의 탄성-소성 변형부터 파괴에 이르는 해석을 

할 시에, SCI origin 3000 시스템으로 2달 이상의 

시간이 필요하였다(6). 
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이러한 이유로 많은 학자들이 탄소 나노튜브의 

연구에 단일 탄성 빔 모델(single elastic beam 
model)의 사용에 관심을 가져왔으며, 성공적으로 

다양한 분야에서 사용되었다(7~13). 그러나, 단일 탄

성 빔 모델을 이용하여 다중벽 탄소 나노튜브 

(multi-walled CNT)를 적용할 경우, 다중벽 탄소 

나노튜브내의 개별 나노튜브들이 중심축을 중심으

로 동일한 방향으로의 거동(coaxial deformation)만
을 해석할 수 있다는 본질적인 한계를 지니고 있다. 
이에, 저자를 포함한 Ru 그룹에서는 개별 나노튜브

들 간의 반데르발스(van der Waals) 상호작용을 고

려한 다중 탄성 빔 모델(multiple elastic beam 
model)과 다중 탄성 셸 모델(multiple elastic shell 
model)을 개발하여, 탄소 나노 튜브의 좌굴, 진동, 파
동해석 등을 성공적으로 수행하였다(14~17). 이러한 본 

연구자의 연구는 레나드-존스 포텐셜(Lennard-Jones 
potential)을 이용한 분자동역학(18), 테레프-브레너 포

텐셜(Terroff-Brenner potential)을 이용한 분자동역

학(19), 그리고 스펙트럴 요소법(spectral element 
method)(20) 등의 다양한 방법을 통해서 검증되었다.

기존의 모델은 첫째, 나노튜브간의 반데르발스 상

호작용력을 계산하는데 있어서, 나노튜브의 곡률에 

의한 효과를 고려하지 않았으며, 둘째, 인접한 두 

나노튜브간의 상호작용만을 고려하였다. 이에 이 논

문에서는 모든 개별 나노튜브로부터의 상호작용과 

곡률효과를 고려한 반데르발스 상호작용력을 적용

하였으며, 이를 이용하여 다중벽 탄소 나노튜브의 

자유진동에 대한 연구를 수행하였다. 이 논문의 구

성은 2장에서는 다중 탄성 빔 모델에 대하여 간략

히 알아보고, 3장에서는 레나드-존스 포텐셜과 반데

르발스 상호작용에 대하여 알아본다. 4장에서는 기

존 모델과 수정된 모델을 적용한 탄소 나노튜브의 

자유진동의 결과를 비교하였으며, 5장에서는 결론 

및 향후 연구방향에 대해 기술한다.

2. 다중 탄성 빔 모델

전통적인 단일 탄성 빔 모델(single elastic beam 
model)을 탄소 나노튜브 해석에 사용할 경우, 개별 

나노튜브들의 자유도를 고려하지 않음으로 인하여, 
나노튜브 축을 중심으로 동축 거동(coaxial behavior)
만을 해석할 수 있다. 이에 반하여 다중 탄성 빔 모

델에서는 탄소 나노튜브내의 각각의 나노튜브를 개

별적인 탄성 빔으로 모델링 하였으며, Fig. 1에서와 

같이 개별 나노튜브는 반데르발스 상호작용력에 의

하여 연관(coupled)되어 있다. 이때 R1은 N개의 다

중벽을 가진 탄소 나노튜브의 가장 안쪽 반지름이

며, RN은 가장 바깥쪽 반지름이다. 
외력이 작용하지 않는 경우, 탄소 나노튜브 내의 

모든 개별 나노튜브는 평형 상태를 이루고 있으며, 
상호작용력은 0이다. 평형상태가 깨어진 경우, 반데

르발스 상호작용력은 더 이상 0이 아니며, 일반적으

로 나노튜브 사이의 간격에 비례하여 결정된다. 따

라서, N개의 나노튜브로 구성된 탄소 나노튜브는 

다중 탄성 빔 모델을 이용하면, 식 (1)과 같은 N개

의 결합된 지배방정식으로 구성된 형태로 표현할 

수 있다.
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Fig. 1 A elastic beam model of a multi-walled 
carbon nanotube. All nanotubes are coupled 
through the van der Waals interaction. Here, 
R1 = innermost radius of MWNT, RN =
outermost radius of MWNT
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여기서 x는 축 방향 좌표, t는 시간좌표, wj(x,t)는 j
번째 나노튜브의 횡 방향변위이다. Ij는 j번째 나노

튜브의 2차 관성모멘트이며, Aj는 j번째 나노튜브의 

단면적이다. E는 나노튜브의 탄성계수로 1 TPa를 

사용하였으며, r는 나노튜브의 밀도로 2.3 g/cm3이

다. 반데르발스 작용력 fj는 j번째 나노튜브를 제외

한 1, 2, ∙∙∙, j-1, j+1, ∙∙∙, N번째 나노튜브로부터, j
번째 나노튜브에 작용하는 힘을 의미한다.

반데르발스 계수가 매우 큰 경우에는 식 (1)로 주

어진 다중 탄성 빔 모델은 기존의 단일 탄성 빔 모

델 (2)로 귀결된다.

02
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4

4

=
∂
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+
∂
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t
wA

x
wEI ρ (2)

여기서 I = I1+I2+∙∙∙+IN, A=A1+A2+∙∙∙+AN이다. 이는 

개별 나노튜브들이 매우 강한 반데르발스 작용력에 

의하여 개별 나노튜브들이 마치 한 개의 튜브처럼 

거동함을 의미한다.

3. 반데르발스 작용력

반데르발스 상호 작용력이란 원자간의 약한 상호 

작용력으로, 레나드-존스(Lennard-Jones; LJ(21~25))포
텐셜 함수를 통하여 계산할 수 있다. LJ 포텐셜은 

아래와 같이 표현할 수 있다.

612)(
rr

r ba ϕϕϕ −= (3)

Fig. 2 Lennard-Jones Potential is shown as a 
function of a distance r between the 
interacting atoms

이때, r은 상호 작용하는 원자간의 거리이다. 그래

핀(graphene)이나, 탄소 나노튜브에서의 파라미터 ja

와 jb는 잘 알려져 있으며, Saito(25)와 Girifalco(22,23)의 

데이터를 이용한 레나드-존스 포텐셜은 Fig. 2와 같다.
앞 절에서 기술하였듯이, 평형상태에서는 탄소 나노

튜브의 모든 개별 나노튜브가 동일 중심(concentric) 
상태이다. 평형상태를 벗어나게 되면, 반데르발스 상

호작용은 나노튜브 사이의 변위 차이 (deflection 
jump) wi-wi-1의 함수로 표현할 수 있다. Ru 그룹에서

는 인접 나노튜브간의 변위 차이에 의한 효과만을 

고려하여, 레나드 존스 포텐셜로부터, 반데르발스 상

호작용력을 1차 근사(1st order approximation)에 의

하여 다음과 같은 식으로 표현하였다(14~17). 

( ) ( )111 −−+ −−−= jjjjjjj wwCwwCf (4)

여기서, (wj+1-wj)는 나노튜브간의 횡방향 변위차이

다. Cj는 반데르발스 계수로 Saito(25)데이터를 이용

하면 다음과 같다(14~17).
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여기서, Ra는 반데르발스 상호작용을 하는 두 나노

튜브의 평균반지름이며, d는 0.142 nm이다.
기존 연구(14~17)와 이 연구에서의 반데르발스 상호 

작용력을 고려하는 차이는 다음과 같다. 첫째로, 기

존 연구에서는 단순히 두 인접 나노튜브간의 상호 

작용만을 고려한 반데르발스 상호 작용력을 사용하

였다. 이는 스크린 효과(screen effect) 등 때문에, 
인접 나노튜브간의 반데르발스 상호 작용력이 현저

히 크기 때문이었다. 두 번째로 반데르발스 계수를 

구하는 데 있어서, 탄소 나노튜브의 곡률에 의한 효

과를 고려하지 않았다. 이에 이 연구에서는 모든 나

노튜브간의 상호 작용과 곡률효과까지 고려한 반데

르발스 상호작용력을 고려하였으며, 이는 식 (6)과 

같이 표현할 수 있다.
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fi는 j=1, 2, …, N번째 나노튜브로부터, i번째 나

노튜브에 작용하는 작용력을 의미한다. 곡률을 고려

한 반데르발스 계수 cij는 X.Q. He 모델을 사용하
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였으며, 다음과 같이 표현된다(26). 
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여기서, e = 2.968 meV, s = 3.407 Å이다. 또한, 계

수 E는 다음과 같은 타원형 적분형태로 정의된다.
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식 (7)과 (8)을 사용하여, 최외각 반지름이 1.7 nm
인 5중벽 탄소 나노튜브(5-walled CNT)에 대하여 반

데르발스 계수 cij를 구하여 Table 1에 정리하였다.

Table 1 van der Waals interaction coefficients 
cij(GPa/nm) for a 5-wall Carbon nanotubes 
with various radii r

 r1
(=0.34 nm)

r2
(=0.68 nm)

r3
(=1.02 nm)

r4
(=1.36 nm)

r5
(=1.7 nm)

r1
(=0.34 nm)  c12

-152.66
c13

-3.41
c14

0.37
c15

0.07

r2
(=0.68 nm)

c21
-76.33  c23

-132.85
c24

2.70
c25

0.28

r3
(=1.02 nm)

c31
1.14

c32
-88.57  c34

-125.37
c35

2.44

r4
(=1.36 nm)

c41
0.09

c42
1.35

c43
-94.02  c45

-121.43

r5
(=1.7 nm)

c51
0.01

c52
0.11

c53
1.46

c54
-97.14  

이때, cij는 j번째 나노튜브가 i번째 나노튜브에 미

치는 상호작용을 의미한다. 예상할 수 있듯이, 인접 

나노튜브간의 상호작용력이 다른 상호작용력에 비

하여 지배적임을 확인할 수 있다. 예를 들면, 2번째 

나노튜브가 1번째 나노튜브에 미치는 반데르발스 

계수 c12 = -152.66 GPa/nm인데 반하여, 3번째 나노

튜브가 1번째 나노튜브에 미치는 반데르발스 계수 

c13 = -3.41 GPa/nm이며, 4번째 나노튜브가 1번째 

나노튜브에 미치는 반데르발스 계수 c14 = 0.37
GPa/nm이다.

4. 다중벽 탄소 나노튜브의 진동해석

기존 단일 탄성 빔 모델과 기존 다중 탄성 빔 모

델을 수정된 반데르발스 상호작용력을 적용한 다중 

탄성 빔 모델과 비교하기 위하여, 논문(15~17)에 사용

되었던 양단 지지되어 있고, 최외각 반지름 rout =
1.7 nm인 5중벽 탄소 나노튜브의 진동해석을 수행

하도록 한다. 이 경우, 수정된 다중 탄성 빔 모델은 

식 (9)로 주어지게 된다.
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(9)

여기서, aj는 j번째 나노튜브의 진폭이며, ω 는 이

에 상응하는 고유진동수이다. Yn(x)는 경계조건에 
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따른 진동모드로서, )()( 4
4

4
xYxY

dx
d

nn λ= 을 만족한다. 

마지막으로, n은 모드 수이다. 이 연구에서는 탄소 

나노튜브가 양단 지지된 경우를 고려하였으므로, λ
= nπ이다. 

고유진동수는 일반해 )(),( xYeatxw n
ti

jj
ω= 을 식 

(9)에 대입함으로써 얻을 수 있다. 5중벽 탄소 나노

튜브에 식 (9)를 이용하면 식 (10)과 같은 간단한 행

렬 형태를 얻을 수 있다. 보다 자세한 계산과정은 

참고논문 (15), (16)에 잘 표현되어 있다.
5중벽 탄소 나노튜브의 경우, 5n개의 고유진동수

를 가지며 다음과 같이 표현된다. 

nnnnn 54321 ωωωωω <<<< (11)

최저차 고유진동수 n1ω 의 경우, 다중벽 탄소 나노

튜브는 동축 진동(coaxial vibration)을 한다(Fig. 3). 
이 경우, 고유진동수 n1ω 는 단일 빔 모델을 통하여 

구하여진 고유진동수 _s nω 에 대응한다. n1ω 을 제외

한 고차진동수의 경우에 개별 나노튜브들은 비 동

축 진동(non coaxial vibration)을 한다. 물론, 이러

한 고차진동수는 단일 빔 모델을 통해서는 계산할 

수 없다. 
모든 나노튜브들간의 상호작용과 곡률효과를 고

려한 수정모델의 효과를 확인하기 위하여, 단일 빔 

모델과, 기존 모델을 통하여 구한 n=1인 경우의 최

저차 고유진동수를 Fig. 4에 비교하였다. 여기서, 

(a) Coaxial vibrational mode

(b) Non coaxial vibrational mode

Fig. 3 Schematic of vibrational mode of a 
multi-walled CNT. (a) For a lowest 
frequencies w1n, each nanotube of a 
multi-walled CNT vibrates coaxially. (b) For 
higher frequencies, non-coaxial vibrational 
mode emerges

_o inω 은 기존 다중 빔 모델(15~17)로부터 구한 고유진

동수이다. 
각각의 모델들을 통한 고유진동수는 탄소 나노튜

브 길이가 증가함에 따라 감소하였다. 특히나, 수정

모델로부터 구한 최저차 고유진동수와 기존 다중 

빔 모델의 고유진동수에 상당한 차이를 보였다. 예

를 들면, L/rout = 50인 경우, 기존의 모델은 5.72
GHz, 현재 모델은 8.69 GHz로 50 %의 차이가 난

다. Table 1에서 알 수 있듯이, 비 인접 나노튜브간

의 상호작용이 매우 작음에도 불구하고, 개별 효과

들이 축적됨으로써, 고유진동수에 미치는 효과가 상

당하기 때문으로 판단된다.
기존의 다중 빔 모델을 통한 값과 제안모델을 통

Fig. 4 Lowest Frequencies of 5-walled CNT 
frequencies are shown as a function of 
aspect ratio (L/rout), when mode number 
n=1. Currnet model( 11ω ) are compared with 
single beam model( _1sω ) and previous 
model( _11oω )

Fig. 5 5-walled CNT frequencies are shown as a 
function of aspect ratio (L/rout), when mode 
number n = 1
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한 값의 차이는 고차모드로 갈수록 증가한다(Fig.
5). 예를 들어 L/rout = 50인 경우, 11ω / _11oω = 1.51, 

31ω / _31oω = 2.48, 51ω / _51oω = 2.62이다. 이러한 차

이는 나노튜브의 자유도가 증가함에 따라, 개별 나

노튜브의 복잡한 상호작용을 기존 모델에서는 고려

하지 않았기 때문이다. 참고로, 제안모델과 기존모

델의 차이는 1) 탄소 나노튜브의 직경이 증가함에 

따라서 감소하며, 2) N-다중벽 탄소 나노튜브

(N-walled CNT)의 나노튜브의 개수 N이 감소함에 

따라서 감소한다. 참고적으로, Fig. 5에 나타나 있는 

고유진동수에 대응하는 5중벽 탄소 나노튜브의 경

우에는 매우 복잡한 형태를 띠게 된다. 보다 자세한 

연구는 추후 연구에서 보고할 예정이다.

5. 결  론

산업의 발달과 더불어, THz 영역에서의 탄소 나

노튜브 응용에 대한 관심이 증가하고 있다. 이에 상

응하여, 저자는 다중 탄성 빔 모델을 개발하여, 다

중벽 탄소 나노튜브의 진동연구를 수행하였다. 이 

논문에서는 기존의 연구를 보완하여, 나노튜브의 직

경에 의한 반데르발스 상호작용력과 모든 나노튜브

간의 상호작용력을 고려하였다. 비 인접 나노튜브에 

의한 상호작용이 인접 나노튜브에 비해서 크지 않

음에도, 개별 효과들이 축적됨으로써, 고유진동수에 

미치는 효과가 상당함을 확인 할 수 있었다. 특히나 

이러한 효과는 다중벽 탄소 나노튜브의 고차모드에

서 현저하였다. 이 경우에는, 비 동축 진동에 의하

여 다중벽 탄소 나노튜브의 전기적, 광학적 성질에 

영향을 미칠 수 있다. 차후의 연구에서는 탄소 나노

튜브의 곡률효과를 보다 엄밀히 연구할 예정이며, 
탄소 나노튜브의 전기적, 광학적 성질과의 연관성도 

연구할 예정이다.
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