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Abstract

A code is developed to simulate incompressible free surface flows using the Roe's flux- 

difference splitting scheme. An interface of two fluids is considered as a moving contact 

discontinuity. The continuities of pressure and normal velocity across the interface are 

enforced by the conservation law in the integral sense. The fluxes are computed using the 

Roe's flux-difference splitting scheme for two incompressible fluids. The interface can be 

identified based on the computed density distribution. However, no additional treatment is 

required along the interface during the whole computations. Complicated time evolution of 

the interface including topological change can be captured without any difficulties. The 

developed code is applied to simulate the Rayleigh-Taylor instability of two incompressible 

fluids in the density ratio of 7.2:1 and the broken dam problem of water-air. The present 

results are compared with other available results and good agreements are achieved for the 

both cases.

※Keywords: Free surface(자유표면), Contact discontinuity(접촉 불연속), Rayleigh-Taylor 

instability(Rayleigh-Taylor 불안정성), Broken dam(댐 붕괴), Incompressible fluids(비압축성 유체)

1. 서론

자유표면 유동해석을 위한 다양한 수치해석 기 
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법들이 개발되어 왔다. 격자를 사용하는 대부분의 

방법들에서는 VOF 혹은 level set 등으로 유동의 

속도장에 기초한 자유표면 포착 기법들이 사용된

다(Yum and Yoon 2008, Park et al. 2005). 자

유표면이 추정되면 그 면에서 동역학적 경계조건

을 부여하여 자유표면이 한쪽 유동에 대해 완전한 
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경계조건을 제공하도록 하거나 혹은 자유표면 양

쪽의 유동을 계산하기 위해 밀도 등의 종속변수가 

자유표면 주위에서 미분 가능한 형태로 변화한다

고 가정한다. 그러나 종속변수의 연속적인 변화에 

대한 가정은 경계면 주위에서 비물리적인 확산을 

초래한다. Shin and Kim(2004)은 level set 함수

로 포착된 자유표면 양쪽으로 ghost fluid 절점들

을 분포시킨 후 경계면에서 동역학적 조건이 만족

되도록 ghost fluid 절점들에서의 종속변수들을 재

구성함으로써 자유표면에서의 밀도 및 접선속도의 

불연속을 확산 없이 계산하였다. 그러나 계산 과

정 중에 자유표면에서 추가적인 처리가 요구되는 

기존 기법들의 경우 유동 영역의 기하학적 위상 

변화 혹은 두 유체의 혼합 영역의 발생 등에 따라 

기법의 적용에 어려움이 초래된다.

해석 영역 내부의 종속변수에 발생하는 불연속

을 처리하기 위한 기법들은 다양한 hyperbolic 형

태의 문제들에서 발전되어 왔다. 그러한 예로서 

천수파 경우 파고의 불연속, 교통 흐름에서 차량 

분포 변화 혹은 압축성 유동에서의 충격파 및 접

촉 불연속면 처리 등을 들 수 있다. 이러한 경우 

불연속면을 경계로 두 영역으로 나눈 뒤 적절한 

경계조건을 부여하는 대신 영역 내 종속변수들의 

불연속을 허용하면서 적분 관점에서 지배방정식을 

만족시키는 해를 찾는 기법들이 성공적으로 발전

되어왔다. Roe는 압축성 유동의 불연속을 처리하

기 위해 근사화된 Riemann 문제의 해석해를 이용

하여 검사표면에서의 flux를 계산하는 flux- 

difference splitting(FDS) 기법을 제안하였다(Roe 

1981). Roe의 FDS 기법은 가상시간에 대한 의사

압축성 도입에 의해 형성된 hyperbolic 문제의 

Riemann 해를 이용하여 비정상 비압축성 유동에

도 성공적으로 적용되었다. 이 경우 Roe의 FDS  

기법은 종속변수의 변화와 국부 격자 해상도에 따

라 수치해의 정확성 및 안정성 유지에 적합한  대

류항 계산 방법을 제공한다(Shin et al. 2004).

표면장력 등을 무시하면 두 가지 비압축성 유체

의 자유표면은 압력과 법선속도의 연속이 유지되

는 접촉 불연속면(contact discontinuity)이다. 접

촉 불연속면을 제대로 처리할 수 있는 기법, 즉 

유동 영역 내부에 밀도의 불연속이 허용되는 적분 

형태의 보존식에서 종속변수들의 불연속이 존재해

도 물리적으로 타당한 flux 처리가 가능한 기법들

을 사용하면 자유표면에서 추가적인 처리 없이 자

유표면 유동 해석이 가능하다. 이 경우 매질 경계

면에서 법선속도 및 압력의 연속성은 두 유체들 

각각의 비압축성 조건과 적분 형태의 운동량 보존

에서 강제된다. 시간에 따른 자유표면 형상 변화

는 질량 보존식으로부터 매순간 계산되는 밀도의 

공간 분포로부터 결정할 수 있다. 그러나 계산의 

전 과정을 통해 자유표면 위치 정보는 전혀 사용

되지 않는다. 이러한 특성은 복잡한 자유표면 변

화도  쉽게 처리하며 두 유체의 혼합 영역이 발생

하더라도 평균 밀도 및 평균 운동량에 기초한 보

존식이 만족되는 계산이 진행된다는 장점을 제공

한다. Kelecy and Pletcher(1997)은 두 가지 비압

축성 유체에 대한 Roe의 flux 계산 기법을 적용하

여 자유표면 유동해석을 수행하였다. Gao et 

al.(2007)은 물과 공기에 대해 Roe의 FDS기법을 

적용하고 Cartesian cut cell 기법에 의한 경계 처

리를 통해 완만한 경사를 가지는 방파제에 접근하

는 해양파의 거동을 모사하였다.

본 연구를 통해 Roe의 FDS 기법을 이용한 비

압축성 자유표면 유동해석 코드가 개발되었다. 

Gao et al.(2007)이 사용한 Cartesian cut cell 기

법에 비해 물체 형상의 두께 등에 대해 제약이 없

으면서  움직이거나 변형하는 물체를 쉽게 처리할 

수 있는 hybrid Cartesian/immersed boundary 기

법(Shin et al. 2009, Shin and Kim 2006)으로의 

확장을 고려하여 코드가 개발되었다. 법선속도를 

기저로 하여 flux Jacobian의 eigensystem을 표

현하고 가상절점에서의 종속변수 처리를 통해 물

체 경계조건을 처리하였다. 개발된 코드를 이용하

여 밀도비 7.2:1의 비압축성 유체들의 Rayleigh- 

Taylor 불안정성을 모사하고 시간에 따른 자유표

면 변화를 다른 계산 결과들과 비교하였다. 실제 

공기와 물의 물성치를 적용한 댐 붕괴 문제를 해

석하고 시간에 따른 자유표면 형상 변화 및 물기

둥의 높이와 선단의 전진 거리의 시간변화를 다른 

계산 및 실험 결과들과 비교하였다.

2. 수치해석 기법
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2.1 지배 방정식

지배 방정식은 밀도가 다른 비압축성 유체들에 

대한 질량 및 운동량 보존식과 각각의 유체들에 

대한 비압축성 조건이다. 임의의 검사체적 에 

대해 체적력으로 음의 -방향 중력만 고려하는 

경우 적분 형태의 보존식은 다음과 같다.


 







































  
  

























  
  


























 












(1)

여기서 는 각 유체의 밀도이고 는 검사표면에

서 유체의 법선속도   이다.

물리적 시간 미분은 2차 정도의 3점 후방차분

식으로 근사하고 각각의 물리적 시간단계마다 가

상시간(pseudotime) 에 대해 의사압축성

(artificial compressibility)을 도입한다.


 



























 
































 




(2)

여기서 는 의사압축성 계수이다.

2.2 Roe의 FDS에 의한 flux 계산

가상시간에 대한 종속변수 벡터 와 비점성 

flux 에 대해 Roe의 FDS 기법을 적용하면 다

음과 같다.
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                (5)

여기서 과 은 법선 단위벡터가 인 검사

표면 양쪽에서 재구성된 종속변수 벡터들이고 
는 Roe의 조건들을 만족시키는 근사화된 flux 

Jacobian 행렬이며 은 의 right eigenvector 

행렬이고 는 의 고유치의 절대값들로 구성된 

대각행렬이다. 근사화된 flux Jacobian 는 다음
의 세 가지 조건들을 만족시켜야한다.

[1]       

[2]   는 실수의 고유치들로 대각화가 가능

[3]  → 


  

    smoothly as  →


밀도가 다른 두 가지 비압축성 유체들에서 가상

시간에 대한 의사압축성을 적용한 경우, 식 (6)과 

같이 밀도의 제곱근을 기저로 가중 평균된 종속변

수들로 계산된 flux Jacobian은 위의 세 가지 조

건들을 모두 만족시킨다.

  ,

         

   
,

(6)



   
,

 

  

본 계산에서 사용된 flux Jacobian과 고유치들은 

다음과 같다.
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고유치에 중근이 발생하지만 다음과 같이 선형독

립인 right eigenvector들이 존재한다.
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2.3 고차 정도를 얻기 위한 종속변수 재구성

Roe의 FDS 기법에 의한 대류항 표현식 (4)는  

검사표면 양쪽의 종속변수들에 의한 대류항의 평

균에 양쪽 종속변수들의 차이에 따른 보정이 추가

된다고 해석할 수 있다. 그러나 이러한 보정은 수

치 기법의 안정성을 얻기 위해 대류항의 중앙차분 

값에 고차 미분치에 비례하는 인공 소산을 도입하

는 경우와는 다른 의미를 갖는다. 고차의 정도로 

검사표면 양쪽에서 과 을 재구성하면 종속

변수의 불연속이 없는 구간에서 과 의 차

가 영으로 감에 따라 Roe의 FDS 기법의 보정항

이 완전히 영이 되지만 인공적인 소산의 경우 고

차 미분치에 비례하는 값이 계속 유지된다.

유동 영역 내부에서 밀도의 불연속이 허용되는 

경우 검사표면 양쪽에서 종속변수 재구성을 위해 

필요한 구배(gradient)의 계산에 주의해야 한다. 

요소 내부에 물리적인 불연속이 오는 경우 종속변

수의 기울기는 그 요소의 인접 요소들 중 한 쪽만 

고려하여 계산한다. 이러한 요구를 만족시키기 위

한 다양한 기법들이 제안되어 있으며 본 연구에서

는 Gao et al.(2007)가 제안한 superbee와 

minmod 제한자들의 중간 형태를 이용하였다.

  ∇ ∙ 

 (10)



   





∆
   

∆
    




    max min   min    
                 (11)

여기서 =1 인 경우 minmod 제한자이며 =2 

인 경우 superbee 제한자이다. 임의의 에 대해 

이 제한자는 대칭성을 만족시키고  양쪽 기울기의 

부호가 다르면 기울기를 영으로 한다. 양쪽 기울

기들의 부호가 같은 경우, minmod 제한자는 절대

값이 작은 값을 사용하며, superbee 제한자는 두 

기울기의 비가 2보다 작은 경우 큰 값의 영향이 

포함된다. 본 계산에서는 =1.5로 주어졌다.

두 유체의 밀도차가 큰 경우, 정수력학적 압력

구배( )의 불연속으로 인해 추가적인 고려가  

필요하다. 각각의 유체 영역 내부에서는 정수력학

적 압력구배가 일정하므로 사용되는 제한자에 관

계없이 정확한 정수력학적 압력구배가 계산된다. 

그러나 매질 경계가 포함된 요소에서 추정된 압력

구배는 제한자에 따라 양쪽 압력구배의 가중평균 

형태로 추정된다. 이에 따라 검사표면에서 추정된 

압력은 불연속적인 압력구배를 갖는 실제 경우와 

비교하여 오차가 있다. 다른 종속변수들에서도 검

사표면에서의 재구성 과정 동안 오차가 발생하지

만 flux 계산과정을 통해 비물리적 종속변수 분포

의 확산이 억제된다. 그러나 정수력학적 압력구배
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가 정확히 고려되지 않는 경우, 그 요소의 밀도에 

따라 추정되는 체적력과 정수력학적 압력 분포에 

의한 힘이 상쇄되지 못하며  이 힘은 시간에 따라 

계속 누적된다. 이러한 문제는 계산이 오래 진행

되면 경계면 주위에서 수직방향 속도 분포에  비

물리적인 진동을 초래한다. 이러한 어려움을 피하

기 위해 Qian et al.(2006)은 정수력학적 압력구

배가 배제된 압력구배를 계산하여 종속변수를 재

구성한 후 정수력학적 압력구배 효과를 요소의 평

균 밀도에 따라 추가함으로써 요소에 고려되는  

체적력이 정수력학적 압력 분포에 의해 정확히 상

쇄되도록 할 것을 제안하였다. 이러한 과정을 적

용하면 물-공기와 같이 밀도비가 대단히 큰 경우

에도 계산이 오래 진행되면서 발생하는 수직속도

의 진동을 억제할 수 있다.

3. Rayleigh-Taylor 불안정성 모사

개발된 코드를 이용하여 Rayleigh-Taylor 불안

정성을 모사하고 그 결과를 Popinet and 

Zaleski(1999)의 계산 결과와 비교하였다. Fig. 1

은 이 문제에 대한 개략도를 보여준다. 계산 영역

은 길이가 1 높이가 4인 직사각형이고 아래와 윗

면에서는 점착조건 그리고 양 옆면에서는 대칭 조

건이 주어졌다. 위와 아래에 놓인 유체들의 밀도

symmetry boundary

non-slip boundary

initial interface:
y = 2 + 0.05 cos(2x)

(0,0) (1,0)

(0,4) (1,4)

heavy
fluid

h, h

l, l

light
fluid

g

h = 1.225

h = 3.13x10-3

l = 0.1694

l = 3.13x10-3

g = 9.81

Fig. 1 Schematic drawing for the 

Rayleigh-Taylor instability

는 각각 1.225와 0.1694로서 약 7.23:1의 밀도비

를 갖는다. 두 유체의 점성계수 는 3.13×10-3

로 동일하게 주어졌다. 중력가속도 는 9.81이고 

의사압축성계수 는 100이다. 초기에 두 유체의 

경계는 =2+0.05cos(2)로 주어졌다.

Fig. 2는 =0, 0.2, 0.4 및 0.6에서 계산된 밀

도 contour들의 시간변화를 보여준다. =0.4에서 

형성된 경계면의 주름이 경계면이 늘어짐에 따라 

다소 펴지지만 그 영향은 경계면의 굴곡에 계속 

남는다.

 

t = 0.0 t = 0.2 t = 0.4 t = 0.6

Fig. 2 Time evolution of an interface of the 

Rayleigh-Taylor instability

Fig. 3에서는 =0.7, 0.8 및 0.9에서 추정된 경

계면을 Popinet and Zaleski(1999)가 front 

tracking 기법을 이용하여 계산한 결과(점선)들과 

비교하였다. 대부분의 영역에서 좋은 일치를 보이

나 본 계산 결과에 추가적인 굴곡이 남아 있음을 

관찰 할 수 있다. 초기 조건에 따른 영향을 관찰

하기 위해 Sheu et al.(2009)의 경우와 같이 초기

경계면을 =2+0.1cos(2)로 준 경우에 대한 

계산을 수행하고 =0, 0.4, 0.7 및 0.9에서 계산

된 경계면을 Fig. 4에 나타내었다. 이 경우에는 경

계면의 중앙부와 위쪽에 발생했던 굴곡이 사라짐

을 관찰 할 수 있다. =0.9의 경우 경계면이 가늘

어지다 분리되어 무거운 유체의 방울이 형성되었

음을 관찰 할 수 있다.
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t = 0.7 t = 0.8 t = 0.9

Fig. 3 Comparison of predicted interfaces 

with those of Popinet and Zaleski(1999)

t = 0.0 t = 0.9t = 0.4 t = 0.7

Fig. 4 Effects of the initial interface 

configuration on predicted interfaces

Fig. 5는 =0.8에서 밀도, 압력, 수평 및 수직 

속도 분포를 보여준다. 밀도 분포의 경우 경계면 

길이가 국부적으로 인장 혹은 압축되면서 밀도 

contour 들이 겹쳐지거나 벌어지고 있음을 관찰할 

수 있다. 계산된 압력 분포에서 경계면을 가로지

르면서 압력의 연속성이 잘 포착되고 있으나 유동

의 변화가 심한 영역에서 작은 진동이 나타남을 

관찰 할 수 있다. 이러한 진동은 고차의 정도를 

얻기 위한 구배 계산과정에서 도입한 제한자에 영

향을 받는다. 속도 분포는 경계면 주위에서 법선

속도의 연속과 경계층 형성에 의한 접선속도의 급

격한 변화를 보여준다. 이는 Fig. 6의 속도 벡터 

분포에서도 관찰 할 수 있다. 수평방향의 경계면

이 내려가는 중앙에서는 수직방향 속도 변화가 부

드러우나 아래쪽 유체가 올라가면서 경계층을 형

성하는 옆쪽에서는 수직방향 속도의 급격한 변화

가 경계면 주위에서 발생한다.

p u v

Fig. 5 Contours of density, pressure and 

velocity components, at t=0.8

X

Y

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

1

1.1

1.2

1.3

1.4

X

Y

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

1

1.1

1.2

1.3

1.4

Fig. 6 Velocity vector distribution around an 

interface
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4. 댐 붕괴 유동 모사

물과 공기에 대한 응용 예로서 댐 붕괴 유동을 

모사하고 자유표면의 시간 변화를 level set 기법

을 이용한 최근 계산 결과(Sheu et al. 2009) 및 

실험 결과(Martin and Moyce 1952)와 비교하였

다. Fig. 7은 이 문제에 대한 개략도를 보여준다. 

초기에 물기둥은 가로 및 세로 길이 가 0.05715

이고 계산영역의 길이와 높이는 각각 5 및 1.25

이다. 윗면을 제외하고는 점착조건이 적용되었고 

윗면에서는 종속변수들이 외삽되었다. 물과 공기

의 밀도는 1000과 1.2로 주어졌고 점성계수는1.0

×10-3 및 1.8×10-5로 주어졌다. 중력 가속도 

는 9.81이며 의사 압축성 계수 는 104로 주어졌

다. 초기 조건으로 압력은 물과 공기에 의한 정수

력학적 압력 분포가 가정되었으며 속도장의 경우 

정지 상태로 주어졌다.

유동영역 내부에 400×100개의 절점들이 균일

하게 분포되었으며 유동 영역 바깥 절점에서의 종

속변수들을 다음과 같이 조절하여 경계조건이 만

족되도록 하였다. 밀도는 경계에 수직하게 외삽하

였으며 압력의 경우에는 외삽된 압력에 중력에 의

한 정수력학적 보정을 아랫면과 윗면에서 추가하

였다. 속도의 경우 경계면에 수직 방향으로의 선

형적 변화에 의해 경계에서 점착조건이 만족되도

록 결정하였다.

0 5h

1.25h

water
column

t = 0

air

h

h
g

Fig. 7 Schematic drawing for the broken 

dam problem

Fig. 8은  로 무차원화된 시간 =0.6, 

1.2, 1.8, 2.4 및 3.0에서 계산된 밀도 contour들

을 보여준다. 결과가 발표되지 않은 =1.2를 제외

한 시간들에서는 Sheu et al.(2009)의 결과를 점

선으로 나타내었다. =1.8 이후의 surge front 주

위에서 두 계산 결과들에서 약간의 차이가 발생하

나 그 외의 영역에서는 좋은 일치를 보임을 관찰

할 수 있다. 본 계산 결과의 경우 그러한 영역들, 

특히 =3.0에서 벽에 부딪힌 후 올라간 영역에서 

밀도 분포가 다소 넓어진다. 이러한 영역은 바닥

의 경계층 및 자유표면 주위에서의 급격한 속도 

변화 등으로 인해 수치인자들에 따른 계산결과의 

의존도가 발생하는 영역이다.

t = 1.2

t = 0.6

t = 1.8

t = 2.4

t = 3.0

Fig. 8 Time evolution of free surface of the 

broken dam problem (solid: present, dashed: 

Sheu et al. 2009)

Fig. 9와 10은 무차원화된 시간에 따라 로 무

차원화된 물기둥 높이와 surge front의 변화에 대

한 본 계산 결과(실선)를 Sheu et al.(2009)의 계

산 결과(점선)와 Martin and Moyce(1952)의 실험 

결과(기호)들과 비교하였다. 물기둥의 높이 변화는 

세 가지 결과가 거의 유사하게 나타나지만 surge 

front에는 다소 차이가 발생하며 계산 결과들이 실

험결과에 비해 빠른 전파를 예측하고 있다.

Fig. 11은 =0.6에서의 물과 공기 영역에서의 

압력분포를 보여준다. 초기조건으로 주어진 정수

력학적 분포로부터 자유표면을 따라 일정한 압력

이 분포되는 결과가 곧 얻어진다. 압력 contour 
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범위는 자유표면에서의 압력보다 낮은 값들도 표

시하게 하고 있지만 공기의 압력장은 surge front 

부근에서 발생하는 작은  압력 교란을 제외하면 

물에서의 압력 변화와 비교하여 거의 균일하게 나

타남을 관찰할 수 있다.
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Fig. 9 Comparison of predicted water height 

of the broken dam problem
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Fig. 10 Comparison of predicted surge front 

of the broken dam problem

5020

5080

5140

5200

5260

P

5280

5240

5200

5160

5120

5080

5040

4980

4940

4900

Fig. 11 Pressure distribution of the broken 

dam problem, at t=0.6

5. 결 론

Roe의 flux-difference splitting 기법을 이용하

여 비압축성 자유표면 유동을 해석하기 위한 코드

가 개발되었다. 개발된 코드는 밀도비 7.2:1의 유

체들이나 물-공기 유동과 같이 다양한 밀도비의 

비압축성 유동에 적용되었다.

밀도의 불연속적 분포를 허용하는 적분 형태의 

보존식을 사용하여 자유표면에서의 추가적인 처리 

없이 압력 및 법선속도의 연속이 유지되는 유동장

을 얻을 수 있었다.

계산의 전 과정을 통해 자유표면에 대한 정보를 

요구하지 않음으로서 떨어져 나온 방울 형성 등과 

같은 유체 영역의 위상 변화도 쉽게 처리할 수 있

었다.

개발된 코드를 이용한 계산 결과는 

Rayleigh-Taylor 불안정성 및 물-공기의 댐 붕괴 

문제들에서 다른 결과들과 좋은 일치를 보임을 확

인하였다.

개발된 기법은 향후 수면 입수나 sloshing 등의 

복잡한 자유표면 유동이나 해수로 유출되는 기름

의 거동 모사 등에 적용될 수 있을 것이다.
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