
* 동의대학교 멀티미디어공학과 교수 (교신저자, hskim@deu.ac.kr) 접수일자 : 2010. 03. 26

심사완료일자 : 2010. 08. 14

자기교차를 가지는 곡선 재구성

김형석* 

Reconstructing Curves With Self-intersections

Hyoungseok B. Kim*

이 논문은 2010년도 동의대학교 교내연구비(2010AA198) 지원에 의해서 수행되었음

요  약

점들의 집합으로부터 곡선이나 곡면을 구성하는 문제는 기하학적 모델링, 컴퓨터그래픽스, 영상처리 등의 분야

에서 중요한 역할을 수행하고 있다. 특히 곡선 재구성 문제는 기존에 존재하는 곡선으로부터 샘플링된 점들로부터 

순서를 부여하여 점들을 연결하는 문제이다. 이러한 문제에 대한 대부분의 기존 방법들은 유클리언 거리를 기초로 

하고 있기 때문에 자기교차를 가지고 있는 곡선의 재구성 문제를 해결하지 못하고 있는 실정이다. 본 논문에서는 

이러한 문제점을 해결하기 위하여 방향도 함께 고려하는 거리를 제안하고, 이를 이용하여 데이터 점들에게 순서를 

부여하는 알고리즘을 제안한다. 본 논문에서 제안하는 거리함수는 브라운 운동의 확산 특성을 반영한 것으로서, 다

음 점의 위치에 대한 정보를 표준정규분포로 전환함에 의해서  유도되었다. 본 논문의 우수성은 기존의 방법으로는 

해결하지 못했던 자기교차 곡선 재구성 문제를 해결할 수 있다는 점이다.  

ABSTRACT

We propose a new algorithm for reconstructing curves with self-intersections from sample points. In general, the result of curve 

reconstruction depends on how to select and order the representative points to resemble the shape of sample points. Most of the previous point 

ordering approaches utilize the Euclidean distance to compute the proximity of sample points without directional information, so they can not 

solve the non-simple curve reconstruction problem. In this paper, we develop a new distance estimating the adjacency between sample points, 

which is derived from the standard normal distribution of Brownian motion. Experimental results show that this approach is very effective to 

non-simple curve reconstruction.
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Ⅰ. 서  론

점들의 집합으로 곡선이나 곡면, 그리고 물체를 재구

성하는 문제는 실용적인 활용성 때문에 최근 20여 년 동

안 기하학적 모델링, 영상처리, 컴퓨터그래픽스와 같은 

여러 분야에서  많은 연구가 진행되고 있다. 특히, 영상 

분야에서는 곡선에 대한 재구성 문제가 중요하게 자리 

잡고 있다. 곡선을 재구성한다는 것은 주어진 샘플 데이

터 점들로부터 의미 있는 곡선을 구성하는 문제이다. 주

어진 점들이 하나의 곡선에서부터 채취될 수도 있고, 노

이즈가 있는 점들의 집합일 수 있는데, 어떤 경우이든 점

들의 집합 전체적인 모양을 잘 표현할 수 있는 곡선을 생

성하는 것이 연구목표이다[1,2,3].

Edelsbrunner는 주어진 점들의 집합의 모양을 

simplicial complex로 정의하였다[4]. Attali는 모양 방법

을 제안하였는데,  경계에 있는 점을  지나는 모든 원주

는 보다 큰 반경이어야 한다는 제약조건을 이용하는 

방법이다[5]. 이러한 방법들은 주어진 점들의 집합이 부

드러운 곡선에서 정규적으로 채취된 점들에만 적용될 

수 있다는 단점을 가지고 있다. 비정규적으로 채취된 점

들의 집합에 대한 곡선 재구성 알고리즘으로는 Amenta

의 방법이 처음이다[6]. 이 방법은 점집합으로 구성되는 

보로노이 다이아그램과 디로노이 삼각형을 사용한다. 

Dey는 보로노이 다이아그램의 특성에 기초한 이웃점 방

법을 제안하였다. 이러한 방법들이 잘 작동하기 위해서

는 주어진 점들이 아주 가까이 몰려 있다는 가정이 전제

되어야만 한다. 또한 그들은 주어진 점들의 방향을 고려

하지 않기 때문에 자기교차를 갖는 non-simple 곡선 재구

성과 같은 문제에 대한 해답을 제시할 수 없음을 알 수 

있다. 

특징을 알 수 없는 점들의 집합에 대한 연구도 이루어

져왔다. Fang은 점들의 집합을 하나의 곡선으로 근사하

기 위하여 스프링 에너지 최소화를 기초로 하는 방법을 

제안하였다[8]. Dedieu는 모든 점들이 재구성되는 곡선 

위에 있다는 전제 아래 점들의 순서를 부여하는 방법을 

제안하였다[9]. 이러한 방법은 point cloud에 대한 곡선 

재구성 문제에 대한 해법으로는 적절하지 않다. Taubin

은 평면 삼각 메쉬와 메쉬 정점에 대응되는 값에 의해서 

정의되는 음함수 곡선을 이용하였다[10]. Lee는 최소자

승법과 유클리디언 최소신장트리(Euclidean minimum 

spanning tree)를 이용하여 곡선 재구성 방법을 제안하였

다[11]. 쵀근의 연구결과로서 Nguyen 등은 시각적 감각 

정도를 실험적 방법으로 유도한 포텐셜 함수를 사용하

여 곡선재구성 문제를 다루었다[12]. 이러한 방법들 모

두가 점들의 방향을 고려하지 않고 오직 거리 개념만을 

사용하는 유클리디언 거리(Euclidean distance)를 사용하

기 때문에 non-simple 곡선에 대한 해결책을 제시할 수 

없다. 

본 논문에서는 자기교차를 갖는 non-simple 곡선 재구

성 문제에 초점을 두고 있다. 자기교차를 가지는 곡선은 

교차점에서 어떤 방향으로 나아가야 할지를 명확하게 

제시하여야만 가능하다. 원래 곡선 재구성 문제가 주어

진 점들에게 의미 있는 순서를 부여하는 것이므로, 본 논

문에서는 연속적으로 선택되는 점들의 방향의 자연스

러움을 측정할 수 있는 새로운 형태의 거리함수를 제안

하도록 한다. 자연현상에 있어 불규칙 움직임을 매우 자

연스럽게 표현하는 방법이 브라운운동이라는 것은 잘 

알려져 있다. 2차원 평면에 흩어져 있는 점들로부터 자

연스럽게 의미 있는 점들의 순서를 부여하는 것은 브라

운운동과 같은 과정이라 생각할 수 있다. 그러므로 본 논

문에서는 브라운운동의 성질을 기초로 하는 자연거리

(natural distance)를 정의하고, 자연거리 값이 최소가 되

도록 하는 점들을 다음 점들로 선택해서 곡선을 재구성

하는 알고리즘을 제안한다.  

본 논문의 구성은 다음과 같다. 2절에서는 브라운운

동의 유용한 성질을 살펴보고 이를 기초로 하는 자연거

리를 정의한다. 3절에서는 자연거리를 이용한 곡선재구

성 알고리즘을 소개한다. 4절에서는 알고리즘의 우수성

을 입증하기 위하여 자기교차를 갖는 점들의 집합에 대

해서 곡선 재구성 알고리즘을 적용한 실험결과를 보인

다. 5절에서는 본 논문에 대한 향후 연구 방향을 제시하

면서 결론을 내린다.

Ⅱ. 본  론

확률과정론 등과 같은 여러 분야의 참고자료에 의

하면, 브라운운동은 흐르지 않는 액체에 떠 있는 화분

립의 움지임과 같은 자연현상에서 나타나는 불규칙한 

움직임을 매우 자연스럽게 표현할 수 있는 유용한 성



한국해양정보통신학회논문지 제14권 제9호

2018

질을 가지고 있다고 알려져 있다[13]. 이러한 유용한 

성질 중에서 본 논문에서는 다음과 같은 성질을 주목

한다. “주어진 시간 T에 대하여, 원점에서 출발하는 브

라운운동은 평균이 0, 분산이 T로 분포되는 확률변수

이다.” 이 성질은 시간 0일 때 랜덤하게 움직이는 직선

상의 초기 점들의 집합은 시간 T 후에는 평균이 0이고 

분산이 T로 분포되는 집합이 된다는 의미를 갖고 있

다. 이제 이 성질을 이용하여 자연거리함수를 유도하

도록 한다. 

그림 1. 새로운 좌표계
Fig. 1. New Coordinates

두 점  과 는 이미 선택되어 있다고 가정하자. 

다음 점  을 결정하기 위하여 브라운 운동의 위와 

같은 성질을 이용하여 자연거리 함수를 정의할 것이다. 

먼저  을 2차원 평면의 음의 x축 위에 놓이도록 하

며, 를 2차원 평면의 원점에 놓이도록 하는 변환을 생

각해 보자. 변환에 대한 기하학적인 이해를 돕기 위하여 

 를 점 에서 출발하고 
 를 방향벡터

로 갖는 사선이라 하고,     를 점 를 지나

는 사선에 수직인 직선이라 하자. (그림 1 참조) 

임의의 점 는 새로운 좌표계  

 


로 표현할 

수 있는데 다음과 같은 식에 의해서 구해진다. 

 

 ∥
∥  ,  ∥

∥   .    (1)

이때, 

   








∥
 ∥∥

∥

 ∙
 





         (2)

는 점 로부터 사선과 직선과의 교차점까지의 유

클리디언 거리이며,   는 점 로부터 교차점까지의 유

클리디언 거리이다. 그러므로 의 새로운 좌표계로서 

  를 사용할 수 있게 된다. 브라운 운동의 유용한 

성질을 이용하여, 를 원점을 로 하는 브라운 운동의 

시간축, 를 브라운 운동값을 표현하는 축이라 생각한

다. 이때, 의 값이 라고 하면, 는 평균을 0으로 하고 

분산을 로 갖는 정규분포를 따르는 독립변수의 샘플 

점이라 생각할 수 있다. (그림 2 참조)   

그림 2. 브라운 운동의 분포
Fig. 2. The distribution of Brownian motion 

이러한 정규분포는 점 의 위치에 따라 달라지므로 

상대적으로 비교하기 힘들다. 그러므로 표준정규분포

로 변환하면 독립변수 는 표준독립변수  로 
변환됨을 알 수 있다. 이렇게 구한 표준 독립변수 값의 

절대값이 작을수록 높은 확률을, 절대값이 클수록 낮은 

확률을 가짐을 알고 있다. 그러므로 의 다음 점을 찾는 

문제는 후보들 중에서 낮은 표준 독립변수값을 갖고 있

는 점을 찾는 문제로 전환됨을 알 수 있다.  그러므로 본 

논문에서는 에 대한 다음 점을 찾기 위하여 점 에 대

한 점 의 자연 거리함수를 식 (3)과 같이 정의한다. 식 

(3)과 같이 정의되는 자연거리함수는 [14]에서 정의된 

거리함수의 미비점을 보완한 것으로서, 표준정규분포 

개념을 제대로 반영하는 식으로 재구성되어 그 거리함

수가 메트릭(metric)이 되도록 하였다.  

 


 
(3)
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Ⅲ. 곡선 재구성 알고리즘

본 절에서는 곡선 재구성을 위하여 주어진 점들에 대

한 순서 부여 알고리즘에 대해서 자연거리함수를 이용

하여 설명하도록 한다. 2차원 평면에 개의 점이 임의

로 주어져 있다고 하고, 그러한 점들의 집합을 라고 하

자. 에 속하는 점들에 대한 순서 부여 문제는 자연스러

운 조건을 만족하도록 하는 순서에 의해서 잘 정리된 부

분집합을 찾는 것이다. 그러한 부분집합을 라고 하자. 

첫 번째 점 과 두 번째 점 는 사용자에 의해서 선택

하도록 한다. 에 속하는 이웃하는 점  과  에 대

해서 찾고자 하는 다음 점  은 다음과 같은 성질을 

만족하여야 한다. 

①  와 
 의 사이각은 예각이다. 

②     ∈


 

이때, 점 의 이웃집합 는 조건 ①을 만족하면서 

점 로부터의 유클리언 거리가 보다 작은 점들의 집

합이며, 이웃 점들을 찾기 위해서 사용되는 반경 는 그 

시점까지 선택된 점들의 선분의 평균 길이의 상수배로 

정의된다. 그림 3에서는 평균길이의 두 배로 적용한 결

과를 보이고 있다. 

그림 3. 이웃집합 와 반경   

Fig. 3. Neighborhood   and radius 

    ∥∥≤  ≠  ∉
    (4)

 
  



  

 

∥
  ∥ ∈

       (5)

이웃집합 는 조건 ①에 의해서 점 를 중심으로 

하고 반경 인 디스크 내부 중에서 를 지나고 선분 

 에 수직인 직선의 오른쪽에 놓이는 점들의 집합

임을 알 수 있다. 이러한 점들 중에서 선택된 자연거리 

함수에 대해서 최소값을 갖는 점이 다음 점  로 선

택되어진다. 

이때, 이웃집합 에 속하는 점들의 자연거리는 음

수가 아님을 알 수 있다. 이러한 작업을 이웃집합이 공

집합이 될 때까지 반복한다. 아래와 같은 작업을 효과

적으로 처리하기 위하여 주어진 점들에 대한 디로노이 

삼각분할을 적용한 후, 주어진 방향을 따라 자연거리

가 작은 값을 갖는 점들을 차례로 찾아가는 알고리즘인 

자연거리 기반 곡선 재구성 알고리즘을 위와 같이 정리

할 수 있다.

Algorithm

step 1 Compute Delaunay Triangulation of P.

step 2 Choose the initial point  .

step 3 Compute the point   closest to  .

step 4 Define the initial direction 




.

step 5 Do {

          Compute the radius .

          Compute the neighborhood   

          Compute the next point    such that 

             
 ∈

  .

       } until ( ∅ )

step 6 Let the initial direction 



.

step 7 Apply the step 5.

Ⅳ. 실험 결과

본 절에서는 여러 형태의 점 집합에 NADIB 알고리즘

을 적용하여 얻은 결과를 통해 본 논문에서 제안한 방법
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의 우수성을 확인하도록 한다. 먼저 유클리디언 거리에 

의해서 생성되는 순서화된 부분 점집합과 본 논문에서 

제안한 자연거리에 의해서 생성되는 순서화된 부분 점

집합의 차이점을 확인하도록 한다. 

   

(a)                               (b)

그림 4. 유클리디언 거리 vs 자연거리 
Fig. 4. Euclidean distance vs Natural distance     

그림 4(a)는 유클리디언 거리 기반 방법의 결과인데, 

왼쪽에서 시작한 순서화된 점들은 중간지점에서 아래

로 향하는 것이 아니라 오른쪽 위로 향하여 전체 점집합

을 방문하지 못하고 부분적으로만 수행됨을 알 수 있다. 

중간 지점에서 방향을 고려하지 않고 단지 거리 값만 비

교하기 때문에 이러한 현상이 발생한다. 반면 그림 4(b)

와 같이 자연거리에 의한 방법은 기존에 선택된 점들의 

방향을 고려하기 때문에 전체적인 모양을 반영하는 순

서화된 점들을 얻을 수 있음을 알 수 있다.   

그림 5는 자기 교차를 갖고 있는 non-simple 곡선에

서 추출한 점들의 집합에 대해서 곡선재구성 알고리즘

을 적용한 결과를 보여주고 있다. 그림 5(a)는 주어진 

점집합을 표현하고 있으며,  그림 5(b)는 교차하는 부분

을 확대한 그림이다. 이미 선택된 점 O와 현재 선택되

어져 있는 점 P에 대해서 다음 점으로 어떤 점이 후보가 

될 수 있을까 생각해 보면, 점 A, B, C가 점 P에 이웃해 

있기 때문에 일반적으로는 셋 중에서 다음 점을 선택할 

것이다. Nguyen [12] 등은 이러한 방법의 일종인 

VICUR 알고리즘을 제안하였다. 동일한 데이터에 적용

된 VICUR 알고리즘의 결과가 그림 5(c)에 나타나 있다. 

점 P에 가장 가까운 점인 A를 선택하게 된다.  본 논문

에서 제시한 방법에 의하면 벡터 와 가장 유사한 

방향에 놓여있는 점인 B를 선택하게 된다. 그러므로 

VICUR 알고리즘에 의한 결과인 그림 5(e)와는 달리 본 

논문에서 제시하는 알고리즘에 의한 결과는 그림 5(f)

와 같이 두 개선 열린 곡선이 교차하는 모양을 얻게 됨

을 알 수 있다.  

                        

    

(a)                                (b)

         

(c)                                  (d)

  

(e)                                 (f)

그림 5. VICUR 알고리즘 vs Our 알고리즘: 
(a) 점집합, (b) 확대,  (c) VICUR[12]에 의한 다음 점, 
(d) 본 알고리즘에 의한 다음 점, (e) VICUR 

알고리즘에 의한 결과[12], (f) 본 알고리즘에 의한 
알고리즘에 의한 결과

Fig. 5. VICUR algorithm vs our algorithm: (a) point 
set, (b) Enlarged cross area, (c) the next point by 
VISCUR[12], (d) the next point by this algorithm, 
(e) result by [12], (f) result by this algorithm.   

그림 6은 자기교차를 갖는 점집합에 대한  곡선 재구

성에 대한 결과이다. 그림 6 (a)의 점집합은 마우스를 이

용하여 나선형으로 먼저 그리고 세 개의 작은 원을 추가

로 더 그려서 얻게 된 데이터이다. 제일 바깥점을 초기점

으로 하여 본 논문에서 제시한 알고리즘을 적용하면  

값에 따라 나선형만 추출되는 부분 점집합을 얻게 되어 

점집합의 주된 부분(녹색으로 표시는 되는 부분)을 찾을 

수 있음을 알 수 있다. 빨강색 부분은 노이즈로 처리된 
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결과이다. 그림 6 (b)는 여러 번의 교차를 갖도록 두 번의 

과정을 거쳐 드래깅 한 점집합에 대해서 알고리즘을 적

용해 보았다. 본 논문에서 제안한 방법은 방향을 잘 고려

하기 때문에 자기 교차의 수에 상관없이 원하는 모양을 

잘 추출할 수 있음을 알 수 있다. 녹색과 빨강색 두 개의 

곡선으로 재구성된 결과이다.      

    

(a)                              (b)

그림 6. 교차를 갖는 곡선 재구성: 
(a) 하나의 곡선, (b) 두 개의 곡선  

Fig. 6. Reconstruction of curves with self intersection 
: (a) one components, (b) two components  

                                        

그림 7은 본 알고리즘을 통해서 재구성된 다양한 곡

선들을 보여주고 있다. 숫자 ‘3’과 유사한 형태의 자기교

차를 가지는 곡선에 대한 재구성, 그리고 뾰족한 형태의 

곡선들이 여러 개로 이루어진 글자 형태의 곡선 그룹에 

대한 재구성에 대한 결과들이다.   

그림 7. 다양한 곡선 재구성 결과
Fig. 7. A variety of reconstructed results.

그림 8은 점들의 군집합에 대한 곡선 재구성 알고리

즘을 적용한 것이다. 재구성된 곡선은 전체적으로는 군

집합의 모양을 잘 따르고는 있으나 군집합의 Medial 

Axis와는 다소 거리가 있는 것처럼 보인다. 군집합의 바

깥 부분을 지나고 있는데 이는 군집합의 부분 영역에 대

한 기하학적 특성을 반영하지 않았기 때문이다.  

   

그림 8. 군 집합에 대한 곡선 재구성
Fig. 8. Curve Reconstruction for Point Cloud 

Ⅴ. 결  론

본 논문에서는 새로운 개념의 거리함수를 이용하여 

임의의 점들의 집합에 대해 순서를 부여하여 곡선을 재

구성하는 알고리즘을 제안하였다. 기존의 알고리즘들

은 자기교차를 가지는 곡선을 재구성할 수 없었다. 그러

나 본 논문에서 제안하는 방법은 거리와 방향을 함께 고

려하는 거리함수를 사용한다는 점과, 다음 점을 선택함

에 있어서 연결정보에 상관없이 주어진 반경 이내에 있

는 디로네이 점들을 후보로 사용한다는 점 때문에 자기

교차 문제를 해결할 수 있었다. 향후 연구과제로서 뾰족

하게 연결된 형태 재구성에 대한 알고리즘을 개발할 예

정이며, 점들로 구성된 군집합에 대해서 그 집합을 대표

할 수 있는 보다 의미 있는 뼈대를 뽑아내는 방법에 대한 

연구를 하고자 한다. 
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