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ABSTRACT
In addition to the Young’s modulus, the Poisson’s ratio is also at the center of attention in the field stochastic finite 
element analysis since the parameters play an important role in determining structural behavior. Accordingly, the sole 
effect of this parameter on the response variability is of importance from the perspective of estimation of uncertain 
response. To this end, a formulation to determine the response variability in laminate composite plates due to the 
spatial randomness of Poisson’s ratio is suggested. The independent contributions of random Poisson’s ratiocan be 
captured in terms of sub-matrices which include the effect of the random parameter in the same order, which can be 
attained by using the Taylor’s series expansion about the mean of the parameter. In order to validate the adequacy of 
the proposed formulation, several example analyses are performed, and then the results are compared with Monte 
Carlo simulation (MCS). A good agreement between the suggested scheme and MCS is observed showing the 
adequacy of the scheme.

요    지

탄성계수와 함께 포아송비는 구조의 거동을 결정하는 중요 구조인수중의 하나이다. 따라서 구조응답의 불확실성에 
미치는 포아송비의 독립적 영향에 대한 평가가 필요하다. 본 연구에서는 포아송비의 불확실성이 복합적층판의 거동
에 미치는 영향을 산정하기 위한 정식화를 제안한다. 포아송비의 영향은 동일 차수인 임의인수의 영향을 포함하는 
부행렬을 통하여 얻을 수 있으며, 이는 대상 인수의 평균을 중심으로 한 Taylor전개를 통하여 구할 수 있다. 제안 
방법의 검증을 위하여 예제 평판을 해석하였고, 그 결과를 몬테카를로 해석에 의한 결과와 비교하였다. 두 방법을 
통하여 얻은 결과는 상화 잘 일치하는 결과를 나타내어, 제안한 방법이 적절함을 제시하였다.

Key Words: Spatial randomness(공간적 임의성), Poisson's ratio(포아송비), Coefficient of variation(분산계수), Composite 
plate(적층평판)
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1.  서 론

Fiber와 충진재로 구성되는 복합재료는 강도대 무게비

가 좋고, 역학적 성능이 우수하여 다수의 공학구조에 

적용되어오고 있다. 그러나 생산과정이 일반적 재료에 

비하여 복잡하고 서로 다른 재료 사이에 방향성을 가

지는 접합 등으로 복합재료의 물성치는 필연적으로 불

확실성을 가지게 되며, 일면, 그 정도는 등방성재료에 

비하여 클 것으로 예상할 수 있다. 그러므로 일반적인 

확정론적해석(deterministic analysis)을 통한 복합재료 구

조의 거동 분석에는 높은 불확실성 요소들이 개입되어 

있다고 해도 과언이 아닐 것이다. 복합재료의 강도 측

면에서 보면, 사용된 fiber의 체적비율에 크게 영향 받

는 것으로 알려져 있다 (Cohen, 2001). 
그러므로 복합소재구조의 거동을 확률론적 측면에서 

고찰하는 것은 복합재료 구조에 대한 신뢰도 높은 해

석/설계를 위하여 매우 필요한 사항임을 알 수 있다(O
nkar et al., 2007). 이를 위하여 복합소재에 개입되어 

있는 재료적 및 기하학적 인수들을 고려하고 이들 인

수에 나타날 수 있는 불확실성을 확률론적으로 고려한 

해석을 필요로 한다. 해석적 측면에서, 적층구조의 자

유진동하중(random excitation)에 의한 확률론적 평가는 

광범위하게 이루어져왔으나(Nigam, 1994), 재료인수의 

공간적 불확실성에 의한 적층구조의 확률론적 거동해

석은 매우 국한되어 있다고 할 수 있다(Singh et al., 20
02).

본 연구에서는 복합적층재료의 탄성계수와 상호 연

관된 관계를 가지는 포아송비 (Poisson’s ratio)의 불확

실성에 의한 거동의 응답변화도 산정을 위한 정식화를 

제시한다. 구성방정식에 분수형태로 개입되어있는 포

아송비의 추계학적 고려를 위하여 선형 Taylor 전개를 

적용하고, 계산상의 효율성을 기하기 위하여 기여도가 
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낮은 고차항은 정식화에서 제외하였다. 추계론적 해석

의 영역은 재료부분만이 아니라 기하학적 부분도 포함

하고 있으나(Choi and Noh, 2000; Deodatis and 
Shinozuka, 1989), 본 연구에서는 재료 부분에 국한하고

자 한다. 확률변수의 확률분포는 정규분포(Gaussian)로 

가정하고 한다. 이는 분산계수가 낮은 경우 큰 오류 

없이 적용할 수 있는 가정으로 받아들여지고 있다 

(Schuëller, 2007).

2. 재료구성관계와 상수의 불확실성

일반적인 구조 재료의 구성관계는 식 (1)의 텐서식

으로 나타나며,

klijklij C εσ =                                  (1)

복합적층구조의 (k)-번째 층에 대한 상응한 구성관계

식은 식 (2)와 같이 쓸 수 있다. 

( ) ( ) ( )k k k
ijQσ ε=                               (2)

면에 수직한 방향의 응력 3σ 은 없는 것으로 가정하

며, 식 (2)에 나타난 구성관계 ijQ 는 양방향의 탄성계

수 1 2,E E 와 이들 탄성계수 및 양방향으로의포아송비 

사이의 관계 ij j ji iE Eν ν= , 그리고 전단탄성계수 등을 

적용하며 다음과 같이 나타낼 수 있다.

1 12 2 2
11 12 22

12 21 12 21 12 21

44 23 55 13 66 12

, , ,
1 1 1

, ,

E E EQ Q Q

Q G Q G Q G

μ
μ μ μ μ μ μ

= = =
− − −

= = =  (3)

본 연구에서 고려하고자 하는 불확실 인수는 포아송

비로서 이 인수의 공간적 불확실분포는 공간좌표 x 의 

함수인 추계장함수  와 함께 식 (4)로 표현할 수 

있다. 

( ) ( )12 12{1 }fμμ μ= +x x                      (4)

여기서 12μ 는 1-2방향 포아송비의 평균값을 나타내

며, 추계장함수   는 불확실인수의 평균항에 대한 

특성을 나타내야 하므로 개구간 (╶1,1)내의 값을 가진

다. 그러므로 ( )12μ x 를 식 (3)에 대입하고, 탄성계수와

의 결합관계인 ij j ji iE Eν ν= 의 관계를 적용한 후, 포아

송비에 대한 Taylor전개를 수행하면(Noh, 2004), 예를 

들어, 식 (3)의 첫 항은 다음과 같이 표현된다.
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여기서, r 은 복합재료의 두 방향으로의 탄성계수 

사이의 관계를 나타내는 상수로서, 
2

2 1r E E= 이며, 
추계장함수의 상수는 이항정리를 통하여 얻어지는 것

으로서 평균포아송비 μ 의 함수로 주어짐을 알 수 있

다. 동일한 방식으로 구성관계의 요소들에 대한 표현

이 가능하며, 이는 식 (6)과 같다.
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여기서, 무한합으로 표현된 구성관계요소의 식은 이

론적인 것으로서, 실제 분산계수의 산정에는 의미를 

가지는것으로 가정할 수 있는 저차항만을 포함하게 되

며, 본 연구에서는 4차항까지를 고려한다.
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식 (7)은 식 (6)에 나타난 상수항을 각각 iβ 와 iγ

로 나타낸 것으로, 여기에 나타낸 두 상수 ,i iβ γ 의 

형태는 식 (6)으로부터 명확하게 제시된다.

2.1 좌표변환

적층의 전체좌표계에 대한 방향각이 θ 일 경우 이에 

따라 좌표변환된 구성관계는 다음과 같이 표현할 수 

있다.
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( ), , cos , sinn n
ij ijQ Q c s c sθ θ= = =          (8)

식 (8)의 구체적인 형태는 각 요소에 대하여 아래와 

같이 주어진다.
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               (9)

즉 전체좌표계상의 구성관계 요소는 관련된 국부좌

표계의 요소로 표현된다. 따라서 식 (7)의 관계를 대입

하여 정리하면 전체좌표계에 대한 구성방정식을 나타

내는 행렬의 인수들은, 예를 들어 1 1Q 의 경우 식 (10)
과 같이 나타난다.

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3 4

11 11 0 11 1 11 2 11 3 11 4Q q q f q f q f q f= + + + +   (10)

이러한 형태는 구성관계를 나타내는 다른 요소들에 

대해서도 유사하게 적용되어 일반적으로 다음과 같이 

공통된 형태로 쓸 수 있다: 

( ) , 0,1,2,3,4q
ij ij qQ q f q= = . 

그러므로 결과적으로 구성행렬 [ ]ijQ 는 다음과 같이 

다섯 개 부행렬의 합으로 표현이 가능하다.

 ( )[ ] [ ] , 0,1, 2,3, 4q
ij ij qQ q f q≅ =          (11)

2.2 신축, 휨 그리고 연성거동

복합적층판의 거동은 신축거동과 휨거동 그리고 이

들 사이의 연성(coupling)을 나타내는 항으로 구성되며, 

복합재료 분야에서는 이들을 각각 , ,A D B 의 기호로 

나타내는 것이 일반적이다. 이들은 각각 면내 거동을 

나타내는 (k)-번째 적층의 기여를 고려하여 표현할 수 

있으며 각 적층의 두께방향 z축에 따른 적분으로 식 

(12)로 표현할 수 있다.
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δ

δ
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=

=

=

=

=

=

∑

∑

∑                    (12)

여기서, z축 방향으로 (k)번째 층의 두께는 

( ) 1k kkz z zδ += − 로 표현되며, q=1,2,3,4이다. 적층의 전

체 수는 N으로 나타내었다. 복합재료 강성의 전체적 

표현을 위한 적합식의 행렬표현은 위의 , ,A D B 행렬

과 함께 다음과 같이 나타난다.

( ) ( )

( ) ( )

4 4

0 0

4 4

0 0

q qq q

q l

q qq q

l l

f f

f f

μ μ

μ μ
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∑ ∑

∑ ∑

A B
A B

E
B D

B D     (13)

따라서, 유한요소를 이용한 해석에서는 복합적층판

의 강성행렬을 식 (13)의 적합행렬 E 와 변위-변형률

관계를 나타내는 경사행렬 B 를 이용하여 구성한다.

3. 복합적층판의 응답변화도

3.1 요소강성행렬-평균강성행렬, 가감강성행렬

앞 절에서 유도한 (k)-번째 층의 구성관계에 대한 전

개식과 신축거동, 휨거동 그리고 이들 사이의 연성에 

대한 항을 모두 포함하는 유한요소별 구성관계는 추계

장함수를 포함하는 식으로 나타낼 수 있으며, 따라서 

다음과 같이 평균항과 변동함의 합으로 표현된다.

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 3 42 2 4

det  

f f f fμ μ μ μ

±

⎡ ⎤
= ≅ + + + +⎢ ⎥
⎣ ⎦

= +

A B
E E E x E x E x E x

B D

E E   

                                               (14)

여기서는 각 구성행렬 요소들이 추계장함수   
에 대한 Taylor 전개식임을 고려하여, 추계장함수의 차

수에 따라 독립적으로 표기하였으며, 구성관계의 확정

론적 항은 ( )0E 이다. 추계장함수에 대한 평균은 정규

분포확률변수인 경우 홀수차 함수에 대한 평균은 0, 
짝수차 함수에 대한 평균은 0이 아닌 값을 가지므로 

구성관계에 대한 평균은 확정론적 항과는 다르게 된

다. 여기서는 확정론적 항과의 구분을 위하여 평균항

을 E 로 표기하기로 한다.
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포텐셜 범함수에 대한 최소일의 원리에 의한 유한요

소 강성행렬의 적분식에 위의 식을 대입하면 다음 식 

(15)와 같이 요소강성행렬의 평균항(mean stiffness)과 

가감항(deviator stiffness)을 얻을 수 있다.

( )   

e

e

e T

V

T e e

V

dV

dV

=

= + Δ = + Δ

∫
∫

k B EB

B E E B k k         (15)

여기서, 평균 구성행렬인 E 는 식 (14)에 나타난 확

정론적 구성행렬 d e tE 에 추가적인 항이 더해짐에 유

의하여야 한다.

3.2 확률변수와 변위벡터에 대한 Taylor 전개

식 (15)의 가감강성행렬은, 변위-변형률행렬을 

, 1, 2, ,i i pp i N= =B B L 로 상수행렬로 분해하여 나타

낼 경우, 다음과 같이 상수행렬과 ijX 의 합으로 나타

난다. 여기서 ijX 는 식 (16)에 나타낸 바와 같이 정의

되는 확률변수로서, 이를 추계적분 또는 가중적분(stoch
astic integration 또는 weighted integral)이라고 한다.

( ) ( ) ; 1, 2,3, 4;k ke T
i j ijX kΔ = =k B E B      

( ) ( )e

k k e
ij i jV

X f p p dV= ∫ x                  (16) 

본 논문에서 제시하는 정식화의 경우 요소강성행렬

이 추계장에 대한 4차 항까지 포함하므로 평균강성행

렬은 확정론적 강성행렬과 달리 추가적인 기여를 가지

게 된다. 이는 추계장의 2차 항과 4차 항에 대한 평균

이 0이 아니기 때문으로, 결과적으로 식 (15)의 평균강

성행렬은 식 (17)과 같다.
 

( ) ( )2 4
dete

e ee T e

V
dV= = + +∫k B E B k k k     (17)

식 (16)에서 알 수 있는 바와 같이 확률변수는 각 

유한요소별로 ( )3 2 1R V p pN N N= + 개의 확률변수가 

존재한다. 변위벡터를 확률변수의 평균인 
e
rX 를 중심

으로 선형 Taylor전개하고 변위벡터에 대한 미분을 강

성행렬에 대한 미분으로 치환하면 다음과 같이 변위에 

대한 통계치를 얻을 수 있는 전개식을 얻게 된다.

( ) ( ) ( )1
e RVN N

e e
r r e

e r r

X X
X

− ∂
≅ − −

∂∑∑
X = X

KU U X K U X
  (18)  

 

여기서, •
X = X 는 평균확률변수에서의 연산을 나타

내며, ( )U X 는 평균확률변수 조건에서의 변위값, K
는 전체구조에 대한 평균강성행렬을 나타낸다. eN 는 

구조 모델링에 사용된 요소의 수를 의미한다.

3.3 응답변화도

식 (18)의 전개식을 이용하여 변위에 대한 평균(mea
n)과 공분산(covariance)을 산정하는 식을 유도하면 다

음과 같다.

[ ] ( )E =U U X                            (19)

[ ] [ ], ,TCov E E⎡ ⎤= Δ Δ Δ = −⎣ ⎦U U U U U U U   (20)

평균변위 ( )U X 는 평균강성행렬을 이용하여 

( ) 1−=U X K F 로 산정된다. 변위의 공분산인 식 (20)의 

구체적인 형태는 아래와 같다. 먼저 평균변위를 중심

으로 한 변위의 변화량 ΔU 는 식 (18), (19)로부터 식 

(21)과 같다.

                                             (21)

그러므로 이를 식 (20)에 대입하고 정리하면 공분산

은 식 (22)와 같이 유도된다.

                                             (22)

여기서, 식 (22)의 첫 항은 전체 확률변수에 대한 연

산으로 식 (23)으로 주어진다.

( ) ( )
1

1

,

, ,

, 1, 2, , ; , 1, 2, , .

e

T
RV RV

p T q T
r spr qs

N
T

ij
i j

e RV

E C C

E X X

p q N r s N

− −

− −

⎡ ⎤⎣ ⎦
⎡ ⎤=
⎣ ⎦

= Φ

= =

∑

X XX X

X

K K U U K K

K K

L L
  (23)

식 (23)에서 i jΦ
X 는 하중등가공분산 행렬로서 식 
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(24)의 형태를 가진다.

                                             (24)

식 (24)에서 iΔk
)
는 요소강성행렬 Δk 중 ( ) ( )1 2Δ +Δk k  

( ) ( )3 4+Δ +Δk k 를 나타내며, ( ) ( )e i iT=k BE B%  이다.

4. 해석결과

제안정식화의 검증을 위하여 가로, 세로 50의 크기

를 가지는 복합재료 평판에 대한 해석을 수행하였다

(Fig. 1). 양방향으로의 탄성계수는 1E = 1312.5Gpa, 

2E = 52.5GPa이며, 포아송비는 μ = 0.25이다. 세 축에 

대한 전단탄성계수 23 31 12, ,G G G 는 각각 10.5GPa로 가

정하였다. 작용하중은 상부에 작용하는 등분포하중으

로 1000.0 2/N m 를 작용하였다. 하중과 경계조건 등의 

대칭성을 고려하여 전체 평판은 1/4만 유한요소로 모

델링하였다. 공간적 임의성을 가지는 포아송비의 분산

계수(coefficient of variation, COV)는 0.1로, 확률분포는 

정규분포(Gaussian distribution)로 가정하였다.

Fig. 1 해석대상 정방형 복합적층판

각 층이 적층된 형태는 직각적층과 각적층으로 구분

하였는데, 직각적층의 경우 ( )4
0 / 90 으로, 각적층의 경

우 ( )4
/θ θ− 으로 구성하였다. 여기서, 하래첨자 4는 적

층쌍의 수이며, 따라서 전체 적층의 수는 8이 된다. 평
면에 수직한 방향으로의 적층은 상기한 적층이 그대로 

나열된 형태를 취하며, 따라서 단면중심축에 대해서는 

비대칭 적층으로 구성된다. 적층각 는 30도로 설정하

였다. 각적층의 적층각 는 적층판의 분산계수에 영향

을 미치나, 그 영향도가 적어 본 논문에서는 따로 언

급하지는 않고자 한다.
제안한 정식화에 의한 결과의 검증을 위하여 몬테카

를로 해석(MCS)을 동시에 수행하였다. 이를 위하여 정

규분포 추계장을 생성하였고, 전체 11,520개의 표본에 

대한 해석을 수행하고 그 결과에 대한 통계처리과정을 

통하여 응답의 확률적 특성치들을 얻고 이를 제안 정

식화에 의한 결과와 비교하였다.
제안방법과 몬테카를로 해석에서 공히 사용한 자기

상관함수는 식 (25)와 같이 지수함수의 형태를 사용하

였다.

( ) 2 exp x yR
dμμ

ξ ξ
σ

⎧ ⎫+⎪ ⎪= −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

ξ
                (25)

식 (25)에서 
2
μμσ 는 포아송비의 분산을 나타내며, 

자기상관함수는 상대거리벡터 ( ),x yξ ξ 와 상관관계거리

(correlation distance) d 의 함수임을 알 수 있다.

4.1 몬테카를로 해석과의 비교: 중앙점변위의 

분산계수

Fig. 2 단순지지 복합적층판의 중앙점변위의 
응답변화도

Fig. 3 고정지지 복합적층판의 중앙점변위의 
응답변화도
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Fig. 2와 3은 예제 복합적층판 중앙점 변위의 분산계

수를 나타낸 것으로 상관관계거리 d의 함수로 그 변화 

정도를 제시하였다. 상관관계거리는 로그척도로 나타

내었다. 대부분의 경우 상관관계거리가 증가함에 따라 

분산계수가 증가하다가 d=1000 이상의 값에서 최대의 

변동계수를 보이고 경향을 타내고 있으나 각겹침된 단

순지지 복합적층판의 경우 d=100이상의 상태에서 변동

계수가 감소하는 결과를 나타내었다. 이러한 경향은 

MCS에서도 동일하게 나타나 두 해석에 의한 결과는 

상호 일치하고 있다.
그러나 일반적인 등방성재료의 평판과 비교할 경우 

복합적층판의 분산계수는 적게 나타남을 알 수 있다. 
즉, 등방성평판의 경우 상관관계거리가 무한대로 감에 

따라 중앙점변위의 분산계수는 포아송비 분산계수의 

약 20% 정도로 나타나고 있으나 (Noh, 2004), 복합적층

판에서의 결과는 포아송비 분산계수 대비 약 1~3% 내
외의 값을 보이고 있다. 이는 복합재료가 제작과정에

서 나타날 수 있는 불확실성과 다수의 재료 사용에 의

한 불확실성 등이 높음에도 불구하고 목적하는 바 대

로 제작된다면 등방성재료 평판에 비하여 응답의 불확

실 정도는 낮게 나타나는 장점이 있음을 보여주고 있

다.

4.2 변위 변동계수의 분포

변위공분산치의 공간적 분포의 양태를 알아보기 위

하여 고정경계 반대칭 각겹침적층판에 대한 해석을 수

행하고 변위의 표준편차(STD)와 분산계수(COV)를 구

조계 내의 영역에 대해 도식화 하였다(Fig. 2, 3의 결과

는 Fig. 4의 중앙점에서의 값이다).

(a) 제안 정식화에 의한 분산계수의 분포도

(b) MCS에 의한 분산계수의 분포도

Fig. 4 변위 변동계수의 공간적 분포

Fig. 4는 분산계수(COV)의 분포를 나타내주고 있다. 
제안된 정식화에 의한 분포와 MCS에 의한 분포 양상

은 상호 잘 일치하고 있다. 각격침에 의한 비틀림효과

로 분산계수는 구조계 내의 각 점에서 동일한 값을 나

타내고 있지 않은 것을 알 수 있다. 

(a) 제안 정식화에 의한 표준편차의 분포도

(a) 제안 정식화에 의한 표준편차의 분포도

Fig. 5 변위 표준편차의 공간적 분포

Fig. 5는 변위의 표준편차(STD)에 대한 분포를 보여

주고 있다. 표준편차의 경우 변위자체의 형상과 유사

한 양상을 보이고 있음을 알 수 있으며, 이 경우에도 

제안 정식화와 MCS에 의한 결과가 상호 잘 일치하고 

있다. 그러나 Fig. 4에서 유추할 수 있듯이 중앙면을 

중심으로 한 비대칭 적층과 각겹침에 의한 비대칭성으

로 변위의 평균과 표준편차 등은 구조 영역에 걸쳐 뒤

틀리는 현상을 나타냄을 알 수 있다.

5. 결 론

본 연구에서는 복합적층판 거동의 분산도 산정을 위

한 추계론적 유한요소해석(stochastic finite element 
method) 정식화를 가중적분법에 근거하여 제시하였다. 
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공간적 불확실성을 가지는 확률변수로는 포아송비를 

택하였다. 해석결과, 복합적층판의 응답변화도는 포아

송비의 분산계수보다 매우 적은 값을 나타내었으며, 
등방성재료 평판과 비교하여도 상대적으로 매우 적은 

값을 보여줌을 알 수 있었다. 이는 복합적층판이 등방

성판에 비하여 거동의 불확실성이 적은 장점을 가지고 

있음을 의미한다. 본 연구의 결과는 추후 재료탄성계

수와의 상관관계를 고려한 진보된 정식화의 기초로 사

용할 수 있을 것으로 기대된다.
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