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ABSTRACT

Equations of chordwise and flapwise bending motions for the vibration analysis of rotating pre-twisted 
blades having tapered cross section and setting angle are derived by using hybrid deformation variable 
modeling. The two motions are couples to each other due to the pre-twisted angle of the beam cross 
section. The derived equations are transformed into dimensionless forms in which dimensionless parameters 
are identified. The effects of the dimensionless parameters on the modal characteristics of rotating 
pre-twisted blades having tapered cross section and orientation angle are investigated. The eigenvalue loci 
veering phenomena are also investigated and discussed in this work.

* 
1. 서  론

회전 블레이드는 발전용 터빈 블레이드, 헬리콥터

의 날개, 인공위성 안테나 그리고 풍력 발전기의 블

레이드 등의 회전운동을 하는 시스템의 모델로 사

용되어왔다. 그리고 원심력을 받는 구조물의 동적 

안정성과 진동에 관한 연구는 기계공학, 항공우주공

학 그리고 토목공학 등 많은 분야에 걸쳐 연구자들

의 관심의 대상이 되어왔고, 이러한 구조물의 회전

운동이 진동특성의 변화에 미치는 영향을 예측하기 

위한 연구가 많이 이루어져 왔다.
회전하는 구조물의 동적 특성에 대한 연구는 일
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찍이 Southwell에 의해 시작되었다(1). 그는 회전운

동에 따른 외팔보의 고유진동수 변화를 계산할 수 

있도록 모델을 제시하였고, 그 후 Schilhansl(2)은 회

전 외팔보의 굽힘 진동방정식을 유도하고 이에 Ritz
방법을 통해 Southwell 방정식의 정확성을 확인하

였다. 1970년대를 거치며 전산기의 발전과 더불어 

종래의 해석적 방법을 떠나 수치적인 방법(3)으로 진

동을 해석하려는 연구 결과들이 등장하게 되었다. 
이 방법들은 고유진동수를 더 정확하게 구할 수 있

을 뿐만 아니라 모드형상도 구할 수 있다는 장점을 

가지고 있다. 이후 회전하는 외팔보의 선형 운동방

정식을 복합 변형 변수를 이용하여 정의하고, Kane 
의 방법을 이용한 보 구조물의 다양한 연구들이 수

행되었다(4~6). 한편, 불균일보의 하나인 테이퍼진 단

면을 가진 보에 대한 연구에서 Lee는(7) 분포 종동

력을 받는 테이퍼진 Euler-Bernoulli 보에 대한 동
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적 안정성을 수행하였다. 그리고 Rossi와 그의 공동 

연구자들은(8) 단이 있는 Timoshenko 보와 폭이 균일

한 테이퍼진 Timoshenko 보에 대한 자유진동에 대

해 연구하였다. 
회전운동을 하는 대부분의 구조물들은 불균일한 

단면형상과 초기 비틀림각 그리고 허브에 장착되어

있는 자세각인 장착각을 가지고 있다. 이때 위의 조

건들로 만들어진 구조물은 회전운동을 함에 따라 시

스템의 동적 특성 변화를 일으키게 된다. 이러한 동

적 특성의 변화는 처음에 소개했던 예제들과 같은 

시스템의 작동 성능과 밀접한 관계가 있으므로, 회전

운동과 더불어 불균일한 단면과 초기 비틀림각 그리

고 자세각을 갖는 블레이드의 연구가 필요하다. 이 

연구의 목적은 위의 세가지 요소를 가진 블레이드의 

진동해석을 수행하고, 회전 각속도, 테이퍼진 보의 

너비와 두께의 비 그리고 초기 비틀림각과 자세각의 

크기 등에 따른 해석 결과를 도출하여 시스템의 동

적 특성을 종합적으로 조사하고 시스템의 분석 및 

설계를 위한 기반을 구축하는데 있다.
이 논문의 구성은 서론에 이어 복합 변형 변수를 

이용하여 자세각과 초기 비틀림각을 갖는 테이퍼진 

회전 외팔보의 굽힘 방향 운동방정식을 Kane의 방

법(9)으로 유도하였으며 무차원 변수를 사용해 진동 

방정식을 무차원화하였다. 3장에서는 유도된 진동 

방정식에 근거하여 수치 해석을 실시하고, 그 해석 

결과를 보이고 동적 특성의 변화에 대해 논의 하였

다. 마지막 장에서는 이 논문의 결론을 요약하여 수

록하였다.

2. 진동방정식 유도

2.1 운동방정식
이 장에서는 자세각과 초기 비틀림각을 갖는 테

이퍼진 회전 블레이드의 운동방정식의 유도 과정을 

간략히 소개하기로 한다(참고문헌 (9, 10)). 그리고 

다음의 가정들을 전제로 하여 진동 특성 변화를 확

인하였다. 첫째, 외팔보는 대칭이며 재질은 균질하

고 등방성이다. 둘째, 전단 효과와 회전 관성효과는 

고려하지 않았다.
Fig. 1은 자세각과 초기 비틀림각을 갖는 테이퍼

진 회전 블레이드의 형상을 나타낸다. 그림에서 보

의 탄성축과 중심축은 동일 선상에 위치하고 1â , 1̂b

과 1̂b′은 서로 일치한다. 2â 과 2̂b  혹은 3â 과 3̂b 이 

이루는 각 1θ 은 자세각을 나타낸다. 그리고 2̂b 과 

2̂b′  혹은 3̂b 과 3̂b′이 이루는 각 0θ 는 자유단의 단면

이 고정단의 단면에 비해 비틀린 각도이다. Fig. 2는 

변형시 탄성축 상에 점들의 위치변화에 따른 탄성 

변위들의 의미와 기준 좌표계를 나타내고 있다. 1â

과 2â 은 기준틀(reference frame) A에 부착된 단위 

벡터들을 나타낸다. 탄성축상에 위치한 임의의 질점 

p0가 변형후 p의 위치로 움직일 때 그 변위벡터는 

u 로 나타내고 있으며 그의 1̂b , 2̂b , 3̂b  방향 성분은 

각각 1u , 2u , 3u 로 나타내고 있다. 또한 s 는 임의 질

점에서 인장된 길이를 나타낸다. 연속체의 방정식을 

근사화하기 위해 가상모드를 이용하여 s , 2u , 3u 를 

다음과 같이 근사화한다. 
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Fig. 1 Configuration of a pre-twisted blade having 
tapered cross section and orientation angle

Fig. 2 Deformation of the blade neutral axis
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여기서, i1φ , i2φ , i3φ 는 s , 2u , 3u 를 나타내기 위한 가

상모드들이며 iq1 , iq2 , iq3 는 시간의 함수인 일반좌표

들을 나타내고 1μ , 2μ , 3μ 는 일반좌표의 개수이다. 

반경 r 인 강체축 A가 3â 방향으로 일정한 속력 Ω
로 회전할 때 A의 각속도와 블레이드의 고정점 0의 

속도는 다음과 같이 나타낼 수 있다.

33a
A ωω = (4)

2
0 arΩ=υ (5)

Table 1 Direction cosine between the two coordinate 
systems

Orientation angle(θ1)

c11 1 c12 0 c13 0

c21 0 c22 cosθ1 c23 -sinθ1

c31 0 c32 sinθ1 c33 cosθ1

Fig. 3 A blade with tapered cross section

이때 P점의 속도 pυ 는 다음과 같이 구해진다.
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여기서 ijc 는 iâ 와 jb̂ 좌표계간의 방향 코사인을 나

타내며 좌표계간에는 다음의 관계를 갖는다. 
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이 연구에서는 Fig. 1에서와 같이 자세각 중에 

2â 과 2̂b  혹은 3â 과 3̂b 이 이루는 각 1θ 만을 고려

하였고 Table 1은 자세각 1θ 에 의한 방향 코사인 

값을 나타내고 있다. 식 (3)에서 나타나는 1u 은 s ,
2u 와 3u 로 표시되어야 하며 이를 위해 참고문헌

(12)에서 제안된 다음의 근사화된 관계식이 유도되

어 사용된다.
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속도 
pυ 를 이용하면 시스템의 운동방정식은 다

음 식으로부터 유도될 수 있다.
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여기서 )(xρ 와 l 은 보의 단위 길이당 질량과 길이

를 의미한다. 그런데 Fig. 3에서와 같이 테이퍼진 단

면을 가진 블레이드의 경우 단위 길이당 단면적이 

일정하게 변하기 때문에 )(xρ 는 다음과 같이 나타

낼 수 있다.
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식 (10)에서 사용된 0ρ 는 고정단에서의 단위 길이

당 질량이며, 와 는 다음과 같이 각각 자유단의 
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두께 1h 과 폭 1b  그리고 고정단의 두께 0h 와 폭 

0b 의 비로 이루어진다.

0
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또한 식 (9)의 U는 보의 인장 및 굽힘에 의한 탄

성에너지로 다음과 같이 표현된다.
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여기서, E 와 )(xA 는 블레이드의 각각 탄성계수와 

단면적이다. 임의의 단면에서 블레이드의 2차 면적

모멘트와 프로덕트를 나타내는 2I , 3I 과 23I 을 주면

적 모멘트 *
2

I 와 *
3

I 로 나타낼 수 있다.
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여기서 θ 는 블레이드의 임의의 단면에서 비틀림각

을 나타내며 따라서 블레이드의 고정단에서 θ =0, 
그리고 자유단에서 θ =θ 0이다. 자세각과 초기 비틀

림각을 갖는 테이퍼진 회전 블레이드의 운동 방정

식은 이상의 과정을 종합하여 다음과 같이 유도될 

수 있다. 
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여기서 나타나는 행렬요소들은 다음 같이 정의된다.
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운동방정식 (16)과 (17)은 θ =0이거나 
*
3

*
2 II = 인 

경우를 제외하면 항상 서로 연성(coupled) 되어 있

음을 알 수 있으며, 이 연성효과에 의한 진동특성 

변화가 이 논문의 주요 관심사이다.

2.2 무차원 진동방정식
회전 블레이드의 경우 인장방향 모드에 의한 고

유진동수는 굽힘모드에 의한 진동수에 비해 일반적

으로 훨씬 높다. 따라서 이 두 방향 모드들은 거의 

서로 간섭 효과를 가지지 않는다는 가정하에 식 

(16)과 (17)만을 이용하여 진동해석을 수행하였다. 
또한 식 (16)과 (17)을 무차원화된 진동방정식으로 

변환시키기 위해 다음과 같은 무차원 변수들을 정

의한다.
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무차원 변수로 정의된 식 (24)를 이용하여 식 
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있다.
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이상의 관계식을 이용하여 식 (16)과 (17)을 무차

원화된 방정식들로 만들고, Table 1의 방향 코사인
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ajϕ 는 ajφ 와 동일한 함수값을 가지나 ξ 의 함수

이며 ajϑ 는 ajϑ 의 τ 에 관한 2차 미분을 나타낸다. 

식 (29)와 (30)에서 j2ϑ 와 j3ϑ 로 구성된 column 벡

터를 ϑ 라 하고 이 벡터를 시간에 대한 조화함수로 

가정하면

ηϑ λτje= (32)

여기서 λ 는 고유진동수이고 η 는 모드형상을 나타

내는 모드벡터이다. 식 (32)를 이용하면 식 (29)와 

(30)은 다음과 같이 표현할 수 있다.

ηηλ KM =2 (33)

여기서 M과 K는 대칭 정방행렬들로 그 요소들은 

다음과 같이 표시된다.
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3. 수치 해석 결과

3.1 제안한 방법의 검증
이 장에서는 앞에서 유도된 무차원 진동방정식을 

사용하여 수치 해석을 수행하였다. 수치 해석을 위

해 굽힘방향 변위의 가상모드(assumed modes)들로

는 정지된 블레이드의 굽힘 진동모드들을 사용하였

으며 10개의 모드를 이용하였다.
Table 2는 이 연구에서 구해진 수치 해석 결과들

의 정확성과 신뢰성을 검증하기 위해 우선 장착각과 

회전운동이 없으며 균일한 단면을 가진 경우에 대해

Table 2 Comparison of the lowest four natural fre-
quencies(γ =0, κ =0.25, ==1, 1θ =0˚, δ
=0.25)

 θ 0 Present Ref.(13) Ref.(14)

1st.

30˚ 1.7623 1.7623 1.7620

60˚ 1.7748 1.7737 1.7742

90˚ 1.7950 1.7948 1.7949

2nd.

30˚ 3.4793 3.4788 3.4787

60˚ 3.3800 3.3790 3.3790

90˚ 3.2429 3.2422 3.2426

3rd.

30˚ 11.1696 11.1681 11.1698

60˚ 11.6055 11.6025 11.6064

90˚ 12.2666 12.2631 12.2611

4th.

30˚ 21.4500 21.4451 21.4568

60˚ 20.1611 20.1497 20.1769

90˚ 18.7445 18.7246 18.7661
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서 기존의 결과들(참고문헌 (13), (14))과 비교하였

다. 이 결과들은 가장 낮은 4개의 고유진동수를 비

Table 3 Comparison of the lowest two natural fre-
quencies(κ =0.0025, ==1, 0θ =30˚, 1θ =0˚, δ
=0.667)

 1st. 2nd.

(γ =0.000
Ref.(15) 0.1766 1.0001

Present 0.1764 0.9825

(γ =0.0882
Ref.(15) 0.2217 1.0273

Present 0.2200 1.0203

(γ =0.1763
Ref.(15) 0.3166 1.1321

Present 0.3157 1.1253

(γ =0.2645
Ref.(15) 0.4277 1.2852

Present 0.4288 1.2796

(a) The lowest four natural frequencies 
of a blade( 0θ =0˚)

(b) The lowest four natural frequencies 
of a blade( 0θ =30˚)

Fig. 4 Variation of natural frequencies versus angular 
speed with different pre-twist angle(κ =0.04, 
==1, 1θ =0˚, δ =0.25)

교하였고 서로 오차가 최대 약 0.1 % 정도 이내에

서 일치하고 있으므로 동등한 결과라고 할 수 있다. 
Table 3은 블레이드가 회전하는 경우에 평판이론에 

의한 기존의 결과(참고문헌 (15))와 이 연구의 결과

를 서로 비교하고 있다. 두 결과는 가장 낮은 2개

의 고유진동수를 각각 비교하였고 서로 최대 오차

가 약 1.5 % 정도 범위에서 일치하고 있음을 확인

할 수 있었다. 이상의 결과 비교는 이 연구에서 제

시된 모델링을 검증하고 신뢰성을 보여준다고 판단

된다.
단면 테이퍼, 초기 비틀림각과 장착각을 변화시킨 

경우 Figs. 4~5는 회전 각속도를 증가시킬 때 초기 

비틀림각과 장착각의 영향에 따른 블레이드의 고유

진동수 변화를 나타내고 있다. 
Fig. 4는 초기 비틀림각 0θ 가 0˚인 경우와 30˚인 

(a) The lowest four natural frequencies 
of a pre-twisted blade( 1θ =30˚)

(b) The lowest four natural frequencies 
of a pre-twisted blade( 1θ =45˚)

Fig. 5 Variation of natural frequencies versus angular 
speed with different setting angle(κ =0.04, =
=1, 0θ =30˚, δ =0.25)
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경우에 무차원 회전 각속도의 변화에 따른 가장 낮

은 4개의 고유진동수 변화를 보여준다. Fig. 4(a)와 

같이 초기 비틀림각이 없는 경우에 고유진동수의 

궤적이 서로 교차하는 것을 볼 수 있다. 그러나 

Fig. 4(b)처럼 0θ 가 존재하게 되면 더 이상 고유진

동수의 궤적은 교차하지 않고 일정거리까지 접근했

다가 멀어지는 휨 현상이(Loci veering) 발생하는 

것을 확인 할 수 있다(참고문헌 (16)). 이는 무차원 

진동방정식의 연성효과에 의해서 발생된다. 
Fig. 5는 초기 비틀림각과 장착각이 동시에 존재

할 경우에 무차원 회전 각속도의 변화에 따른 가장 

낮은 4개 무차원 고유진동수의 변화를 나타낸다. 그 

결과 초기 비틀림각이 존재하므로 고유진동수의 궤

적들간의 휨 현상을 볼 수 있고 장착각이 증가함에 

따라서 휨 현상이 일어나는 지점에서 두 궤적의 사

이가 멀어지는 것을 확인할 수 있다.
Fig. 6은 블레이드의 두께 방향 테이퍼 비 의 변

화에 따라 가장 낮은 4개의 고유진동수의 변화를 나

타내며, 비교를 위해 폭 방향 테이퍼 비 α 는 1로 

고정하였다. 가 감소함에 따라 3, 4차 고유진동수가 

증가하고 따라서 고유진동수 궤적간의 사이도 멀어

지면서 Fig. 6(b)의 4차 고유진동수 궤적처럼 굽힘 진

동방정식의 연성효과에 따른 초기의 휨 현상이 사라

지고 더 완만해지는 것을 확인할 수 있다. 

3.3 초기 비틀림각에 따른 모드형상의 변화

Figs. 4~6에서 보는 바와 같이 초기 비틀림각 0θ

의 영향으로 시스템의 고유진동수 궤적의 휨 현상

이 나타나는 것을 확인하였다. 또한 휨 현상과 함께 

모드형상(mode shape)의 변화도 관찰 할 수 있는데 

Fig. 7과 8에서는 특히 초기 비틀림각의 변화에 따

른 모드형상의 변화에 대해 주목하였다. 이 연구에

서는 모드형상을 면내와 면외 방향으로 구분하고 

각각 블레이드의 고정단을 기준으로 하여 회전하는 

방향을 면내 방향으로, 이에 수직한 방향을 면외 방

향으로 정의하여 나타내었다.
Fig. 7(a)는 0θ 이 10˚일 때 무차원 회전 각속도 (γ

에 따른 무차원 고유진동수의 변화를 보여준다. 1, 
2차 고유진동수는 (γ 가 약 3.6인 지점에서 휨 현상

이 일어나고 있으며, Fig. 7(b)에서는 (γ 가 3.6인 지

점을 전후로 하여 모드형상이 서로 바뀌는 현상을 

확인할 수 있다. 특히, 1차 고유진동수에 모드형상

의 경우 면외 방향으로 모드가 지배적으로 움직이

다가 면내 방향으로 모드가 우세하게 바뀌고 있고, 
2차에서는 이와 반대로 지배적이었던 면내 방향의 

모드가 면외 방향의 모드로 서로 역전되는 것을 확

인 할 수 있다. 이러한 현상은 4, 5차 고유진동수의 

모드형상에서 나타난다. (γ 가 약 4.5인 지점에서 4
차와 5차 고유진동수의 모드가 서로 뒤바뀌는 것을 

볼 수 있다.
Fig. 8(a)는 0θ 이 40˚일 때 무차원 회전 각속도 (γ

에 따른 무차원 고유진동수의 변화를 보여준다. (γ 가 

약 3.5인 지점에서 1, 2차 고유진동수간의 휨 현상이 

일어나고 있으며, Fig. 8(b)에서는 (γ 가 3.5인 지점을 

전후로 하여 모드형상이 역전되는 현상을 보여주고 

있다. 또한 1차 고유진동수의 경우 모드형상이 면외 

(a) The lowest four natural frequencies 
of a pre-twisted blade(=0.8)

(b) The lowest four natural frequencies 
of a pre-twisted blade(=0.5)

Fig. 6 Variation of natural frequencies versus angular 
speed with different setting angle(κ =0.04, 
=1, 0θ =30˚, 1θ =30˚, δ =0.25)
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(a) Variation of natural frequencies versus angular speed( 0θ =10˚)

               (γ =3                       (γ =3.6                       (γ =4

               (γ =4                       (γ =4.5                       (γ =5
(b) Mode shape variations associated with loci veering(1=10˚)

Fig. 7 Variation of the natural frequencies and mode shapes(κ =0.04, ==1, 1θ =0˚, δ =0.25)

방향에서 면내 방향으로 지배적인 경향을 보이고 

있으며 2차 고유진동수에서도 모드형상이 면내 방

향에서 면외 방향으로 우세하게 변하고 있다. 하지

만 4, 5차 고유진동수의 모드형상은 서로 뒤바뀌지 
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(a) Variation of natural frequencies versus angular speed( 0θ =40˚)

               (γ =3                        (γ =3.5                      (γ =4

               (γ =4                        (γ =5                        (γ =6
(b) Mode shape variations associated with loci veering( 0θ =40˚)

Fig. 8 Variation of the natural frequencies and mode shapes(κ =0.04, ==1, 1θ =0˚, δ =0.25)

않으며 4차의 모드형상은 면내 방향이 지배적으로 

그리고 5차의 모드형상은 면외 방향이 우세하게 지

속적으로 나타나는 것을 확인 할 수 있다. Fig. 8(a)
에서 4, 5차 고유진동수의 궤적간의 휨 현상을 확
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인할 수 있지만 휨 현상과 동반되는 모드형상의 역

전현상이 일어나지 않았다. 그리고 Fig. 8(a)에서 4, 
5차의 고유진동수의 궤적이 Fig. 7(a)와 비교하여 

더 완만하고 궤적 사이의 거리도 멀리 떨어져있는 

것을 확인 할 수 있다. 휨 현상이 일어나는 두 고유

진동수의 이러한 현상은 초기 비틀림각이 시스템의 

진동특성 변화에 상당한 영향을 미치게 됨을 예측

할 수 있다.

4. 결  론

단면 테이퍼, 초기 비틀림각 그리고 장착각의 영

향을 고려한 회전 블레이드의 진동특성을 예측하기 

위해 진동방정식을 유도하였으며 이를 이용하여 해

석 결과를 도출하였다. 수치해석 결과는 회전 각속

도, 초기 비틀림각, 단면 테이퍼비, 장착각, 축 반경 

비등의 변화에 따른 고유진동수의 변화를 보여 주

었는데 기존의 수치해석 결과와 비교함으로써 이 

연구에서 제시된 방법의 신뢰성과 정확성을 검증할 

수 있었다. 이 논문에서는 초기 비틀림각의 영향에 

따라 고유진동수 궤적이 서로 교차하지 않고 서로 

빗겨가는 veering현상을 보여줄 뿐만 아니라 단면 

테이퍼비와 장착각의 영향에 따라 veering현상이 완

만하게 혹은 급격하게 나타나는 것을 보여 주었다. 
또한, 고유진동수 궤적간의 휨 현상과 이에 수반되

는 모드형상의 변화를 관찰할 수 있었으며 특히 초

기 비틀림각에 따라 굽힘 진동식간의 연성효과에 

영향을 미치게 되고 블레이드 시스템의 고유진동수 

궤적간의 휨 현상과 모드형상 같은 진동 특성을 예

측하는데 중요한 조건임을 확인하였다. 
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