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ABSTRACT

An efficient solution method for harmonic balance techniques with Fourier transform

is presented for periodic unsteady flow problems. The present partially-implicit

harmonic balance treats the flux terms implicitly and the harmonic source term is

solved explicitly. The convergence of the partially Implicit method is much faster than

the explicit Runge-Kutta harmonic balance method. The method does not need to

compute the additional flux Jacobian matrix from the implicit harmonic source term.

Compared with fully implicit harmonic balance method, this partial approach turns

out to have good convergence property. Oscillating flows over NACA0012 airfoil are

considered to verify the method and to compare with results of explicit

R-K(Runge-Kutta) and dual time stepping methods.

초 록

본 연구에서는 주기적 비정상 유동 해석을 위해 푸리에 변환을 이용하는 조화 균형법

의 효율적인 해법을 제안한다. 내재적으로 유속항을 처리하고 외재적으로 조화 원천항을

처리하였다. 외재적 조화 균형법 보다 더 빠르게 수렴 시킬 수 있으며 내재적 조화 균형

법을 적용할 때 추가되는 자코비안 행렬을 처리할 필요가 없다. 또한 완전 내재적 기법에

상응하는 수준의 수렴안정성을 확인할 수 있었다. 2차원 비정상 유동 문제로 피칭하는

NACA0012 익형에 적용하였으며 이중 시간 적분법 및 외재적 Runge-Kutta기법의 해와

매우 일치하는 결과를 얻었다.
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Ⅰ. 서 론

비정상 유동에 대한 수치해석 기법으로 기존

에 사용되었던 Runge-Kutta 시간 적분법이나 이

중시간 적분법은 계산 시간이 많이 소요되므로

주파수 영역기법을 이용한 연구가 최근에 이루어

지고 있다[1-3]. 주파수 영역기법을 적용하면 기

존의 계산 시간에 비해 최대 7배 이상 계산 시간

을 절감할 수 있는 것으로 알려져 있다. 그러나

기존의 주파수 영역 기법은 외재적 시간 적분법

을 주로 적용해 오고 있어서 CFL 수에 대한 제

한으로 주파수 영역기법이 가지는 효과를 충분히

나타내는데 한계가 있다. 또한, 많은 수의 조화함

수를 적용할 경우, 조화함수의 수에 비례하는 계
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산비용을 감수해야 한다.

이러한 이유로 최근의 주파수 영역기법에 대

한 연구는 내재적으로 조화 원천항을 처리하는

방향으로 연구 중이며 Woodgate 등[4]은 유속항

과 조화 원천항을 내재적으로 처리하여 외재적으

로 처리할 때 발생하는 문제를 해결하기 위한 시

도를 하였다. 하지만 조화 원천항을 내재적으로

처리하기 위해서는 발생하는 복잡한 유속 자코비

안 행렬의 처리방안을 강구해야만 한다. 이러한

이유로 조화 함수의 개수가 증가할 경우 잔류치

값이 수렴함에 따라 발산하는 경향을 나타내었

다. Thomas 등[5]은 내재적으로 조화 원천항을

처리하기보다는 CFL 수의 제한을 피하기 위해

외재적인 유속항과 조화 원천항에 안정성 분석

방법으로 생성된 푸리에 배열 행렬(Fourier

collocation matrix)로 구성된 역행렬을 곱함으로

안정성을 내재적 기법의 수준으로 향상시켰으나

역행렬을 계산하는 과정이 무시할 수 없을 만큼

계산 시간을 증가시키게 된다.

본 연구에서는 유속항을 내재적으로 처리하고

조화 원천항을 외재적으로 처리함으로 추가적인

유속 자코비안 행렬을 생성시키지 않으며 내재적

기법의 수준까지 수렴 안정성을 높이는 부분 내

재적 조화 균형법을 제안한다. 이러한 경우 주파

수가 매우 크거나 매우 작을 때 수렴안정성에 영

향을 미칠 수 있지만, 대부분의 비정상 유동 조

건을 고려할 때, 극단적 주파수 영역이 본 기법

에 매우 미미하게 영향을 줄 것으로 판단된다.

본 기법을 사용할 경우 매우 쉽게 기존의 해석자

에 주파수 영역기법을 적용할 수 있으며 조화 함

수의 수와 무관하게 매우 좋은 수렴 안정성을 나

타낼 수 있다.

Ⅱ. 본 론

2.1 조화 균형법

기존 해석자의 지배방정식을 이용하여 주파수

영역 기법의 지배방정식을 유도해 보면, 먼저 일

반적인 시간영역의 지배방정식을 식 (1)과 같이

나타내며

 


   (1)

주파수 영역 기법을 적용하기 위해 지배방정식

의 해인 값과 잔류치인 값이 주파수 로 시

간에 주기적이라고 가정한다면, 푸리에 급수로 

와 을 식 (2)와 식 (3)과 같이 표현할 수 있다.

 


∞


 (2)

 


∞


 (3)

이때, 충분한 조화 함수의 수 로 식 (2)와 (3)

을 식 (4)와 (5)로 나타낼 수 있다.

 





 (4)

 





 (5)

또한 식 (1)에서 각각의 항이 주기적이라고 가

정하였으므로 식 (1)의 좌변을 식 (6)과 같이 충

분한 조화 함수의 수 로 표현할 수 있다.

 
 




 (6)

식 (4)와 식 (5)에서 푸리에 계수는 시간에 대

한 함수가 아니므로 식 (1)에 대입하여 식 (6)의

각각의 항과 비교하여 나타내면 식 (7)~(9)와 같

이 나타낼 수 있다.


 





  (7)

 






cos  (8)

 






sin (9)

식 (6)은 식 (1)로부터 0 이 되고 각각의 푸리

에 계수 역시 0이 되어야 하므로, 식 (10)~(12)와

같은 연관관계가 결정된다.

 (10)


 (11)


 (12)

식 (10)~(12)를 행렬형태로 표현 하면 식 (13)

과 같다.

 (13)

식 (13)에서 행렬은  ×으로

그 각각의 값은   와

 이고 이외의 값은 0이
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다. 즉 식 (14)와 같이 나타낼 수 있으며 식 (13)

의 와 은 식 (15)와 같이 정리된다.
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(15)

여기서, 와 이 서로 비선형관계에 있으므로

식 (13)을 직접 해석하는 것은 매우 어려우므로

Hall 등[1]이 제안한 푸리에 변환식을 이용하여

시간 영역으로 식 (13)을 역변환시킨다. 먼저 주

기( )를 등간격(∆  )으로 하

여 와 값을 식 (16)와 같이 나타내고 그 다음

푸리에 변환식을 이용해서 와 을 식 (17)과

식 (18)과 같이 나타낸다.
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∆
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·
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·
·



(16)

  (17)

 (18)

주파수 영역으로 변환된 지배방정식인 식 (13)

에 식 (17)과 식 (18)을 대입하여 다시 정리하면

식 (19)와 같다. 이때 유속항의 계산을 용이하게

하기 위해서 유속항에 곱해지는 푸리에 변환식의

역행렬을 곱하여 으로 치환하여 나

타내었다.

 


 

  (19)

가상시간 전진기법(Pseudo Time Stepping)을

적용하여 조화 균형 지배방정식을 다시 표현하면

최종적으로 식 (20)을 얻을 수 있게 된다.




  (20)

2.2 부분 내재적 시간 전진법

기존의 조화 균형법은 외재적 기법으로 해를

구하며 수렴 안정성을 위해서 CFL 수의 제한을

주었다. 최근 조화 원천항과 유속항 모두를 내재

적으로 적용하기 위한 노력이 진행 중이지만

[4-5], 조화 원천항을 내재적으로 적용하였을 경

우 발생하는 유속 자코비안 행렬을 효율적으로

해결하지 못하고 있는 실정이다. 즉, 사용된 임의

의 가정으로 조화 함수의 적용가능한 개수의 제

한을 받을 뿐만 아니라 계산 비용과 지배 방정식

의 복잡성이 문제가 되고 있다. 이에 본 연구에

서는 아래와 같은 부분 내재적 시간 전진 기법을

제안하여 이상의 문제를 해결하였다.

조화 원천항을 외재적으로 처리하고 잔류치를

내재적으로 처리하여 식 (20)을 2차원 지배방정

식에 적용하여 식 (21)과 같이 나타낸다.






 



 

  (21)

여기서, 유속항을 식 (22)와 식 (23)의 선형화 기

법을 적용하여 위 식을 식 (24)와 같이 나타낼

수 있다.

  ∆  (22)

  ∆  (23)

∆
∆




∆


∆



 



 


 (24)

유속 자코비안 행렬인 와 는 각 요소가

4×4 행렬의 × 행렬이며 식 (25)와 식 (26)

와 같이 나타낼 수 있다.



















·









·



· · · ·






 ·



(25)
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(26)

하지만 식 (16)에서 유속벡터 각각의 유속항은

각각의 보존변수만의 함수이므로 대각항을 제외

한 나머지 항은 모두 0으로 간주할 수 있기 때문

에, 식 (27)과 식 (28)과 같이 간략화된 내재적

유속 자코비안 행렬을 얻을 수 있게 된다.
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· · · ·
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(27)
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· · · ·

  ·



(28)

여기서 주목할 지점은 간략화된 대각항이 기존의

유속 자코비안 행렬과 같다는 점이다. 따라서 조

화균형법의 추가적인 자코비안 행렬을 별도로 처

리하지 않고서도 조화균형법을 적용할 수 있게

된다.

또한 주파수 영역 기법의 문제점이라고 생각

할 수 있는 메모리 요구량에서도 본 수치기법은

장점을 가지고 있다. 완전 내재적 주파수 영역

기법(fully implicit harmonic balance method)[4]

을 적용할 때 추가되는 유속 Jacobian 행렬은 비

대각항을 포함하므로 대단히 큰 행렬이 되고, 이

에 따라 사용 메모리가 크게 증가하게 된다. 반

면, 부분 내재적 대각 ADI 기법[8]은 오직 대각

항으로만 구성되어 추가적인 메모리가 거의 필요

치 않게 된다. 물론 조화함수의 개수에 따른 메

모리 요구량은 거의 선형적으로 증가하지만, 증

가되는 메모리의 양은 현재의 PC 클러스터의 성

능으로 충분하며 병렬처리를 통해서 해석될 수

있으므로 문제되지 않는다고 판단된다.

최종적으로 식 (21)을 식 (30)과 같이 부분 내

재적 기법이 적용된 식을 유도할 수 있게 되며,

조화원천항만 추가하여 기존의 수치해석기법으로

조화균형법을 적용할 수 있게 된다.

  ∆∆   (29)













·












∆∆
·∆















·


(30)

 







2.3 진동하는 NACA0012 해석

본 연구의 효율성을 검증하기 위해서 NACA0012

날개꼴의 진동하는 유동장을 해석해 보았다. 주

기적으로 변화하는 받음각은 식 (31)과 같이 시

간에 따른 함수로 나타낼 수 있으며,

 sin (31)

∞는 무차원주파수로 0.0814, 은

0.016, 는 2.51, 마하수 0.755으로 해석하였으며

사용된 격자는 O형태 격자로 그림 1과 같으며

129×33의 크기를 사용하였다.

또한 조화 함수의 수에 따라 수렴성 및 계산

시간에 미치는 영향을 보기 위해 최대 20개의 조

화함수를 적용하였다. 그림 2에서 보듯이 조화함

수의 수가 증가하여도 해의 수렴성에 영향을 미

치지 않으며 오히려 조화함수가 증가하면서 수렴

성이 더 좋아짐을 확인할 수 있다. 또한 외재적

기법이 적용된 기존의 주파수 영역 기법과 비교

그림 1. NACA0012, O형태 격자(129×33)
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그림 2. 조화 함수의 수에 따른 외재적

기법과 수렴성 비교

그림 3. 정상유동 수렴곡선과 수렴성 비교

할 때 수렴성이 매우 뛰어남을 보여주고 있다.

완전 내재적 조화 균형법을 적용하기 위해서

는 복잡한 유속 자코비안 행렬을 구성해야하며

이 행렬을 계산하기 위해서 적용된 가정으로 인

해 조화함수의 수가 증가할 때 수치적 잔류치가

증가하는 것을 참고문헌[4]을 통해서 알 수 있다.

이러한 이유로, 주파수 영역에서 정상 유동일 때

동일한 내재적 기법을 적용하여 수렴성을 비교함

으로써 본 연구의 부분 내재적 기법과 완전 내재

적 기법간의 성능차이를 유추해 보았다. 그림 3

에서 실선은 정상 유동의 수렴성을 나타내며 각

각의 점선은 본 연구의 기법을 적용하여 조화 함

수의 수에 따라 수렴성을 나타내었다. 기존의 내

재적 기법이 가지는 수렴성을 본 연구의 기법이

적용되었을 경우에도 유지시켜 주는 것을 확인할

수 있었다.

그림 4. CPU 시간에 따른 수렴성 비교

그림 4에서 계산에 사용된 CPU 시간을 비교

할 때, 대부분 200초 안에 충분히 수렴된(1E-10)

해를 얻을 수 있음을 확인할 수 있다. 20개의 조

화함수를 사용했을 경우, 계산시간은 크게 증가

하였으나 조화함수 개수에 따라 선형적으로 증가

함을 볼 수 있다. 그럼에도 불구하고, R-K

(Runge-Kutta) 기법에서 조화함수를 1개 사용한

것과 동등한 정도의 계산시간이 소요됨을 알 수

있다.

표 1은 조화 함수의 수(HB)에 따른 계산 시간

을 비교하여 나타내었다. 본 연구의 기법으로 수

렴된 해를 구할 때 기존의 외재적 기법에 비해서

5배 이상 빠른 해를 구할 수 있음을 확인하였다.

이중시간 적분법에 의해서 구한 해와 비교할 때,

표 1. 시간영역 기법과 계산시간 비교 (sec)

HB

Present

method

(RMS=1E-10)

Dual Time

Stepping

1 36.45

782.00

(360step per

Cycle, 40

Sub-interation,

1-Cycle)

2 67.36

3 96.01

4 115.32

5 135.94

6 176.39

7 187.58

8 212.77

9 236.70

10 267.05

20 640.96
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조화 함수의 수가 3개 이상일 때 수렴된 해를 얻

을 수 있고, 이때 7배 이상 빠른 해를 얻을 수

있음을 확인 할 수 있다.

각각의 조화 함수의 수에 따라 해의 결과값을

비교하기 위해 그림 5부터 7에서와 같이 이중 시

간 적분법에 의한 결과와 비교하였다. 본 연구는

수치기법의 효율성 검증이 주요목적이므로, 이중

시간 적분법의 정확도는 참고문헌[6-7]을 참고하

기 바란다. 조화 함수가 1개일 때도 그림 5에서

양력 계수의 값들을 비교해 볼 때 매우 정확하게

일치함을 알 수 있으며 그림 6의 항력 계수 분포

와 그림 7의 모멘트 계수 분포를 비교할 때 대부

분의 결과가 이중 시간 적분법에 의해 얻은 해와

동등한 결과를 도출하며, 적은 수의 조화 함수로

도 동등한 결과를 보여줌을 알 수 있다.

그림 5. 조화 함수에 따른 양력 계수 비교

그림 6. 조화 함수에 따른 항력 계수 비교

그림 7. 조화 함수에 따른 모멘트 계수 비교

표 2. 외재적 기법과 계산 시간 비교

(조화함수 7개 적용, sec)

Present

method

(RMS=1E-10)

Explicit R-K

(RMS=1E-05)

Dual Time

Stepping

187.58 1806

782.00

(360step per

Cycle, 40

Sub-interation,

1-Cycle)

외재적 R-K(Runge-Kutta)기법을 사용하는 주

파수 영역 기법과 비교하여 결과를 그림 8부터

10에 나타내었으며 조화 함수는 7개를 적용하였

다. 표 2를 통해서 계산 시간을 비교해 볼 때, 빠

르게 해석 가능함을 확인할 수 있다.

그림 8. 외재적 RK기법과 양력 계수 비교
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그림 9. 외재적 RK기법과 항력 계수 비교

그림 10. 외재적 RK기법과 모멘트 계수 비교

모든 결과가 본 연구에서 제안한 부분 내재적

법의 결과와 일치함을 확인할 수 있다. 이를 통

해 본 연구의 수치해석 기법이 시간영역 비정상

해법인 이중시간 적분법(Dual time stepping)과

R-K(Runge-Kutta)를 이용한 조화 균형법과 동일

한 결과를 제시함을 검증하였다. 또한 조화 함수

1개를 적용하였을 때 받음각 2.189와 -2.157,

0.016에서 압력 계수 분포를 외재적 기법의 결과

와 그림 11과 그림 12에 나타내었다. 조화 함수

를 1개 사용한 경우조차도 비교적 정확한 결과를

얻을 수 있었고, 조화 함수의 개수를 증가 시켰

을 경우 그림12처럼 받음각 0.016에서 이중 시간

적분법의 결과와 매우 유사해짐을 확인 할 수 있

다.

a.   ° (down) b.  °(down)

c.   °(up)

그림 11. 각 받음각에서 순간 압력 계수 분포

그림 12. 받음각 0.016°에서 조화 함수에

따른 압력 계수 분포

또한 높은 주파수 영역에서 조화 함수 수에

대한 효율성 검증을 위해서 빠른 진동을 가지는

무차원주파수 0.5일 때, 조화 함수 수에 따른 비

정상 표면 압력 계수를 비교하였다.

  (32)

비정상 표면 압력 계수는 복소수로 표현되는데

각각의 조화함수에 따른 표면 압력계수를 식 (32)

에서처럼 푸리에 변환식을 이용하여 주파수 영역

에서의 압력 계수 값을 얻었으며[5] 그림 13은 실

수부의 비정상 표면 압력 계수 분포이며 그림 14

는 허수부의 비정상 표면 압력 계수 분포이다.
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그림 13. 실수부의 비정상 표면 압력 계수 분포

그림 14. 허수부의 비정상 표면 압력 계수 분포

실수부의 압력 분포를 보면 조화 함수의 수가

2개 이상일 때 결과값이 서로 수렴된 값을 나타

내며, 이는 더 이상의 조화함수가 필요 없음을

의미한다. 허수부 압력 분포 역시 2개 이상의 조

화 함수로 수렴된 계산 값을 보여줌을 확인할 수

있다. 매우 큰 무차원주파수일 경우에도 2~3개의

조화 함수로도 충분히 수렴된 해를 얻을 수 있음

을 확인할 수 있다.

Ⅲ. 결 론

본 연구에서는 주기적인 비정상 유동을 해석

하기 위해서 푸리에 변환을 이용한 주파수 기법

을 사용하였으며 부분 내재적 기법을 적용한 조

화 균형법을 개발하였다. 완전 내재적 기법(Fully

Implicit Method)을 사용한 조화 균형법 보다 기

존의 해석자에 적용하기 용이하며, 복잡한 자코

비안 행렬을 해석하지 않아도 되는 장점이 있다.

외재적 기법이 적용된 조화 균형법과 비교할 때

매우 빠른 수렴성을 보여 주었으며 조화 함수의

수와 무관하게 좋은 수렴성을 나타내었다. 또한

높은 주파수의 주기운동일 경우에도 2~3개의 조

화 함수로 수렴된 해를 얻을 수 있음을 확인할

수 있었다.

본 연구에서 개발된 부분 내재적 기법을 적용

하여 주기적인 비정상 유동을 해석할 경우, 최대

7배 이상의 계산 비용 절감 효과를 얻을 수 있으

며, 3차원에서는 더 큰 효과를 발휘할 것으로 예

상된다.
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