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요 약

지금까지 원형자료의 적합에 대한 연구는 주로 von Mises, 겹친왜정규 분포를 비롯하여 주로 완

만한 봉우리를 가지는 대칭 및 비대칭의 경우에 대해 수행되어 왔다. 본 논문에서는 뾰족한 봉우리

를 가지며 정점을 중심으로 비대칭의 경향이 심한 첨봉형의 비대칭 원형자료에 대한 적합을 다루었다.

최근 Jammalamadaka와 Kozubowski (2003)가 소개한 겹친라플라스 분포와 그의 혼합분포를 중심

으로 단봉형 및 다봉형의 원형자료에 대한 모형화 과정을 다루었다. 특히 혼합분포의 모수추정을 위

해 EM 알고리즘을사용하였으며, 모의실험을통해그정확도를확인하였다.

주요용어: 겹친라플라스분포, 원형자료, 혼합분포.

1. 서론

원형자료 (circular data)는 2차원의 방향자료 (directional data)를 의미하며, 각각의 자료는 크기

가 1인 단위원 상의 점 또는 원점으로부터의 단위벡터로 표현되거나 하나의 각 (0 ◦ ∼ 360 ◦ 또는 0 ∼
2π)으로 표현될 수 있다. 원형자료는 많은 응용분야에서 나타나며, 최근에는 시계열 등 특정자료의 원

형자료로의 변환을 통한 분석도 활발히 이루어지고 있다. 원형 및 방향자료와 관련된 대표적 문헌으로

는 Mardia (1972), Fisher (1993), Mardia와 Jupp (1999), Jammalamadaka와 SenGupta (2001)를들

수있다.

원형자료에 대한 적합모형으로는 대칭형의 경우 von Mises 분포를 중심으로 겹친정규, 겹친코쉬,

Cardioid 및 원형균일 분포 등이 있으며, 비대칭의 경우로는 Papakonstantinou (1978), Batschelet

(1981), 겹친 α-stable 분포와 최근 Pewsey (2000)에 의해 소개된 겹친왜정규 분포 등이 있다. 그러나

이들분포들은실재의응용에서자주발생되는뾰족한봉우리를가지는자료의적합에는한계를가진다.

본 논문에서는 첨봉형 (sharply peaked)의 비대칭 원형자료에 대한 적합을 다루고자 한다. 이를 위

해 최근 Jammalamadaka와 Kozubowski (2003)가 제안한 겹친라플라스 (wrapped Laplace) 분포를

소개하고, 이의 모수추정 문제를 다루고자 한다. 또한 제안된 분포의 혼합분포를 통해 다봉형의 원형

자료에 대한 적합을 수행한다. 다봉형의 원형자료의 적합과 관련된 응용으로는 von Mises 혼합분포에

대한 Mooney 등 (2003), Jang 등 (2007)과 겹친왜정규 혼합분포에 대한 Pewsey (2006), Na와 Jang

(2010a)의연구가있다.
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2절에서는 겹친라플라스 분포와 모수 추정에 대해 다루었으며, 3절에서는 위 분포의 혼합분포를 통한

다봉형 자료의 적합과 EM 알고리즘을 이용한 모수추정 과정을 다루었다. 4절에서는 모의실험을 통해

모수추정의정도를확인하였다.

2. 겹친라플라스 분포와 모수추정

2.1. 겹친라플라스 분포 소개

겹친라플라스 분포는 선형 상의 (대칭인) 라플라스 분포를 비대칭의 경우로 확장한 뒤, 이에 겹침

(wrapping)의 원리를 적용하여 얻어지는 원형분포로 비대칭의 원형자료의 적합에 용이하다. 겹친라플

라스분포는겹친지수와겹친음지수분포의혼합분포로다음과같이정의된다.

fw(θ) = p
λ1e

−λ1θ

1− e−2πλ1
+ (1− p)

λ2e
λ2θ

e2πλ2 − 1
, θ ∈ [0, 2π). (2.1)

위 식에서 λ1, λ2 > 0이고 p ∈ [0, 1]이며, 이 분포를 Θ ∼ WL∗(λ1, λ2)로 나타내기로 한다. 특히,

Jammalamadaka와 Kozubowski (2003)는식 (2.1)에서다음의모수관계

p =
1

κ2 + 1
, λ1 = λκ, λ2 = λ/κ (2.2)

를만족하는겹친라플라스분포를다음과같이

fw(θ) =
λκ

1 + κ2

(
e−λκθ

1− e−2πλκ
+

e(λ/κ)θ

e2πλ/κ − 1

)
, θ ∈ [0, 2π) (2.3)

으로 정의하고, 이를 Θ ∼ WL(λ, κ)로 표현하였다. 위 식에서 λ, κ > 0이고, κ는 왜도 모수를 나타낸

다. 또한 κ = 1 (즉, p = 1/2)일 때 대칭인 형태가 되며, 단봉형의 유일한 최빈값을 가진다. 위치모수

η ∈ [0, 2π)가고려된 fw(θ − η)에서위치모수 η는최빈값에대응된다.

다음의 그림 2.1은 모수 λ와 κ에 따른 겹친 라플라스 분포의 형태를 나타낸다. 이 그림에서 동일한

κ값에 대해 모수 λ가 커짐에 따라 봉우리가 점점 뾰족해지는 형태를 띠며, κ의 값이 1로부터 벗어날 때

비대칭의정도가심해지는특징을가짐을알수있다.

(a) λ = 3, κ = 0.5, 1, 3, 7 일 때 (b) λ = 5, κ = 0.5, 1, 3, 7 일 때

그림 2.1 WL(λ, κ)분포의 형태
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2.2. 모수추정

여기서는 겹친라플라스 분포의 최대가능도 (ML) 추정 문제를 다루기로 한다. 먼저 원형자료 θ =

(θ1, · · · , θn)에대해로그가능도함수는, 식 (2.1)과 (2.2)의관계로부터 (p = λ2/(λ1 + λ2) ),

l = lnL(λ1, λ2|θ1, · · · , θn) = n ln

(
λ1λ2

λ1 + λ2

)
+

n∑
i=1

ln

{
e−λ1θi

1− e−2πλ1
+

eλ2θi

e2πλ2 − 1

}
으로주어진다.

위식을최대로하는모수값은 Nelder-Mead의심플렉스방법 (Nelder와 Mead, 1965)을사용하거나,

다음의가능도방정식

∂

∂λ1
l = n

(
1

λ1
−

1

λ1 + λ2

)
+
∑n
i=1

(e2πλ2 − 1)
{
(θi − 2π)e−2πλ1−λ1θi − θie

−λ1θi
}

(1− e−2πλ1) {e−λ1θi(e2πλ2 − 1) + eλ2θi(1− e−2πλ1)} = 0,

∂

∂λ2
l = n

(
1

λ2
−

1

λ1 + λ2

)
+
∑n
i=1

(1− e−2πλ1)
{
(θi − 2π)e2πλ2+λ2θi − θie

λ2θi
}

(e2πλ2 − 1) {e−λ1θi(e2πλ2 − 1) + eλ2θi(1− e−2πλ1)} = 0

을 Newton-Raphson 방법을 통해 구할 수 있다. 다만 Newton-Raphson 반복식에 사용되는 2차 미분

식은다음과같이주어진다.

∂2

∂λ2
1

l = n

(
−

1

λ2
1

+
1

(λ1 + λ2)2

)
+

n∑
i=1

∂2

∂λ2
1

ln

(
e−λ1θi

1− e−2piλ1
+

eλ2θi

e2πλ2 − 1

)
,

∂2

∂λ2
2

l = n

(
−

1

λ2
2

+
1

(λ1 + λ2)2

)
+

n∑
i=1

∂2

∂λ2
2

ln

(
e−λ1θi

1− e−2piλ1
+

eλ2θi

e2πλ2 − 1

)
,

∂2

∂λ1λ2
l =

n

(λ1 + λ2)2
+

n∑
i=1

∂2

∂λ1λ2
ln

(
e−λ1θi

1− e−2piλ1
+

eλ2θi

e2πλ2 − 1

)
.

여기서, ln

(
e−λ1θi

1− e−2piλ1
+

eλ2θi

e2πλ2 − 1

)
을 A라두면

∂2

∂λ2
1

A = −
(b1 + c1)

2

a2
+
d1 + (2π + θi)b1

a
+
θi(b1 + c1)

a
,

∂2

∂λ2
2

A = −
(b2 + c2)

2

a2
+
d2 + (2π + θi)b2

a
+
θi(b2 + c2)

a
,

∂2

∂λ1∂λ2
A =

∂2

∂λ2∂λ1
A =

(b1 + c1)(b2 + c2)

a2

와같다. 위식에서 a, b1, c1, d1, b2, c2, d2는다음과같다.

a =
e−λ1θi

1− e−2piλ1
+

eλ2θi

e2piλ2 − 1
,

b1 =
2πe−2piλ1−λ1θi

(1− e−2πλ1)2
, c1 =

θie
−λ1θi

1− e−2piλ1
, d1 =

8π2e−4piλ1−λ1θi

(1− e−2πλ1)3
,

b2 = −
2πe2piλ2+λ2θi

(e2πλ2 − 1)2
, c2 =

θie
λ2θi

e2piλ2 − 1
, d2 =

8π2e4piλ2+λ2θi

(e2πλ2 − 1)3
.
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이 과정에서 모수들에 대한 초기치는 다음의 적률추정량 (Jammalamadaka와 Kozubowski, 2003)으

로부터구해질수있다.

λ̂ =

(
12r21 − r22

3r21r
2
2 − 4r22 + r21

)1/4

,

κ̂ =

√√√√ λ̂4 − r21(1 + λ̂4) +

√
(r21 + r21λ̂

4 − λ̂4)2 − 4λ̂4r41

2λ̂2r21
.

위식에서 r1과 r2는각각

r1 =

√√√√√( 1

n

n∑
j=1

cos θj

)2

+

(
1

n

n∑
j=1

sin θj

)2

,

r2 =

√√√√√( 1

n

n∑
j=1

cos(2θj)

)2

+

(
1

n

n∑
j=1

sin(2θj)

)2

으로정의된다.

3. 겹친라플라스 혼합분포와 모수추정

3.1. 혼합분포와 EM 알고리즘

일반적으로 k개의밀도함수로구성되는혼합분포를다음과같이정의된다.

f(θ|Λ) =

k∑
l=1

αlfl(θ|λl). (3.1)

여기서 λ는 모수집합으로 λ = {α1, α2, · · · , αk,λ1,λ2, · · · ,λk}이고, αl은 각 단일분포의 혼합비율로∑k
l=1 αl = 1을만족한다. 위혼합분포로부터의표본을 θ = {θ1, θ2, · · · , θn}이라하자. 이때, 로그가능

도함수는

ln(L(λ|θ)) = ln

n∏
i=1

f(θi|λ) =
n∑
i=1

ln

(
k∑
l=1

αlfl(θi|λl)

)
(3.2)

으로주어진다.

위 식을 모수에 대해 직접 최대화하는 것은 매우 어려우므로, 본 연구에서는 EM 알고리즘 (Demp-

ster 등, 1977)을 통해 최대화 과정을 수행하기로 한다. 그 과정은 다음과 같다. 먼저 관측자료

θ를 불완비자료로, 관측되지 않은 ψ = {ψ1, ψ2, · · · , ψn}을 잠재자료라고 하자. 각 i에 대해 ψi ∈
1, 2, · · · , k이고, i번째 관측치 θi가 l번째 분포 fl로부터 생성되었다면 ψi = l로 주어진다. 잠재자료

ψ의값을아는경우완비자료 (θ,ψ)의로그완비가능도함수는

ln(L(λ|θ,ψ)) = ln(f(θ,ψ|λ)) =
n∑
i=1

ln(αψifψi(θi|λψi)) (3.3)
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으로 표현되며, 위 식에 대한 최대화는 쉽게 수행될 수 있게 된다. 그러나 일반적으로 자료 θi에 대응

하는 잠재 자료 ψi의 값을 모르기 때문에 Ψ|(θ, λ)의 분포를 추정한 후 (E-단계), 이 분포에 대한 식

(3.3)의 (조건부)기대값을최대화 (M-단계)하는모수를찾게된다.

여기서 Ψ|(θ, λ) 의분포는 λg = (αg1, α
g
2, · · · , α

g
k,λ

g
1,λ

g
2, · · · ,λ

g
k)가주어질때, 각 i와 l에대해다음

과같이주어진다.

p(l|θi,λg) =
αgl fl(θi|λ

g
l )

f(θi|λg)
=

αgl fl(θi|λ
g
l )∑k

l=1 α
g
l fl(θi|λ

g
l )
.

또한로그완비가능도함수에대한조건부기댓값은다음과같이주어진다.

Q(λ,λg) =

n∑
i=1

EΨi|θi,λg [lnαψifψi(θi|λψi)]

=

k∑
l=1

n∑
i=1

ln(αlfl(θi|λl))p(l|θi,λg) (3.4)

=

k∑
l=1

n∑
i=1

ln(αl)p(l|θi,λg) +
k∑
l=1

n∑
i=1

ln(fl(θi|λl))p(l|θi,λg).

EM 알고리즘은 조건부 기댓값인 식 (3.4)를 구하는 단계 (E-단계)와 식 (3.4)의 Q 함수를 최대로 하

는모수 λ를구하는과정 (M-단계)을반복적으로수행해나감으로써모수의추정치를개선해나가는일

종의 반복 알고리즘이다. 이때, 반복횟수는 Q 함수의 최대값의 변화가 충분히 작아질 때 까지 수행한

다.

EM 알고리즘에 대한 보다 자세한 내용은 McLachlan과 Krishnan (1977), Tanner (1996), 혼합분포

에대한통계분석에대해서는 Titterington 등 (1985)을참고하기바란다.

3.2. 겹친라플라스 혼합분포의 모수추정

먼저 혼합비율 α1, α2, · · · , αk에 대한 추정은 다음과 같다. 식 (3.4)에서 혼합비율은 첫 번째 항에만

관련되며, 제약조건
∑k
l=1 αl = 1 하에서라그랑지방법을적용하면

α̂new =
1

n

n∑
i=1

p(l|θi,λg) (3.5)

으로추정된다. 나머지모수들의추정은식 (3.4)의두번째항에만관련되며, 이항은

T =

n∑
i=1

k∑
l=1

(ln fl(θi|λl))p(l|θi,λg)

=

n∑
i=1

k∑
l=1

ln

(
λ1lλ2l

λ1l + λ2l

)
p(l|θi,λg) +

n∑
i=1

k∑
l=1

ln

{
e−λ1lθi

1− e−2πλ1l
+

eλ2lθi

e2πλ2l − 1

}
p(l|θi,λg)

으로표현된다.
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위의식 T를최대로하는모수는다음의연립방정식

∂

∂λ1l
T =

n∑
i=1

(
1

λ1l
−

1

λ1l + λ2l

)
p(l|θi,λg)

+

n∑
i=1

(e2πλ2l − 1)
{
(θi − 2π)e−2πλ1l−λ1lθi − θie

−λ1lθi
}

(1− e−2πλ1l) {e−λ1lθi(e2πλ2l − 1) + eλ2lθi(1− e−2πλ1l)}p(l|θi,λ
g) = 0,

∂

∂λ2l
T =

n∑
i=1

(
1

λ2l
−

1

λ1l + λ2l

)
p(l|θi,λg)

+

n∑
i=1

(1− e−2πλ1l)
{
(θi − 2π)e2πλ2l+λ2lθi − θie

λ2lθi
}

(e2πλ2l − 1) {e−λ1lθi(e2πλ2l − 1) + eλ2lθi(1− e−2πλ1l)}p(l|θi,λ
g) = 0

의 해를 Newton-Raphson 방법을 이용하여 구하거나, Nelder-Mead의 심플렉스 방법을 통해 구할 수

있다. 다만 Newton-Raphson 방법의 경우에는 T항에 대한 이차 편미분식이 요구되며, 이는 단일분포

에서와유사하게계산되어지며자세한식은생략하기로한다.

이상의 방법을 통해 l번째 분포에 대한 개선된 추정량 λg+1 = (λ̂1l, λ̂2l)을 구할 수 있으며, 이로부터

모수 pl의추정치는, 식 (2.2)의관계로부터,

p̂l = λ̂2l/(λ̂1l + λ̂2l)

으로구해지며, 식 (2.2)에의해 λl과 κl의추정치역시

λ̂l =

√
λ̂1lλ̂2l, κ̂l =

√√√√ λ̂1l

λ̂2l

으로개선된다. 이과정을정지조건이만족될때까지반복하여최대가능도추정치를얻게된다.

4. 모의실험

이 절에서는 겹친라플라스와 그의 혼합분포에 대한 최대가능도추정을 모의실험을 통해 확인하였다.

모의실험에는 WL(2, 0.5) 분포가 고려되었다. 이 분포는 식 (2.2)의 관계로부터 (λ1, λ2) = (1, 4)이며,

p는 0.8 (= λ2/(λ1 + λ2))인분포에해당된다. 아래의표 4.1은위분포로부터 n = 100, 500, 1000인난

수를발생하고, Nelder-Mead의심플렉스방법으로최대가능도추정치를구한것이다.

표 4.1 겹친라플라스 분포의 모수추정

모수 참값 n = 100 n = 500 n = 1000

WL∗(λ1, λ2)

p 0.8 0.74 0.78 0.78

λ1 1 1.18 0.96 1.00

λ2 4 3.77 3.84 4.38

WL(λ, κ)
λ 2 2.11 1.92 2.09

κ 0.5 0.56 0.50 0.48

아래의 그림 4.1은 n = 1000인 경우의 추정결과를 그림으로 나타낸 것으로 위치모수는 편의상 η =

3을고려하였다.
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그림 4.1 겹친라플라스 분포의 적합결과 (n=1000)

다음으로 다봉형의 혼합분포에 대한 모의실험 결과는 아래의 표 4.2와 같다. 모의실험에는 다음의 모

수값을가지는이봉형의혼합분포를고려하였다.

α = 0.7, λ1
′ = (1, 8), λ2

′ = (4, 2), η′ = (3, 5).

모의실험은 표본의 수가 n = 50, 100, 500, 1000인 경우에 대해 실시하였으며, 혼합분포의 최대가능도

추정을 위해 앞 절에서 소개된 EM 알고리즘을 사용하였으며, M-단계에서의 최대화 과정에는 Nelder-

Mead의 심플렉스 방법이 사용되었다. 반복은 정지조건 Q(λg+1;λg) − Q(λg;λg−1) ≤ 10−6을 만족할

때까지수행하였다.

표 4.2 EM 알고리즘을 통한 겹친 라플라스 혼합모형의 모수추정

모 수 α λ11 λ12 λ21 λ22 η1 η2

참 값 0.7 1 8 4 2 3 5

n = 50 0.71 1.03 7.38 3.78 1.38 2.98 4.95

n = 100 0.68 1.17 7.49 3.58 1.45 3.03 5.01

n = 500 0.66 1.06 7.34 3.73 2.01 3.04 5.01

n = 1000 0.70 0.95 7.50 3.70 1.79 3.01 5.03

아래의 그림 4.2는 n = 1, 000인 경우에 대해 추정된 혼합분포를 나타낸 그림이다. 이 결과 EM 추정

을통한적합모형이자료를매우잘적합함을알수있다.

그림 4.2 겹친라플라스 혼합분포의 EM 추정 결과 (n=1000)
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5. 맺음말

본 논문에서는 비대칭 첨봉형의 원형자료의 적합을 위해 겹친라플라스 분포에 대한 모수추정과정을

다루었다. 단봉형의 경우와 다봉형의 경우를 모두 고려하였으며, 특히 다봉형의 경우 EM 알고리즘을

통한 모수추정 과정을 구체적으로 제시하였다. 모의실험을 통해 제시된 모수추정 방법이 매우 유용함을

확인하였다. 본 연구에서 다룬 겹친라플라스 관련 분포는 비대칭이며, 특히 정점부근에서 첨봉형을 띠

는 원형자료의 적합에 특히 유용함을 알 수 있다. 본 논문에서 다루어진 겹친 라플라스 모형의 적합 예

로, 지방부 (또는 도시부) 도로의 특정지점에서 측정된 일일 시간대별 교통량 자료의 경우, 출 · 퇴근 시
간대를 중심으로 교통량이 급증하며 (보통 이봉형의 모형이 적합), 그 패턴 역시 비대칭을 이루는 경우

가빈번하여겹친라플라스혼합모형이유용하다 (Na와 Jang, 2010b).
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Abstract

Until now, many studies related circular data are carried out, but the focuses are

mainly on mildly peaked symmetric or asymmetric cases. In this paper we studied

a modeling process for sharply peaked asymmetric circular data. By using wrapped

Laplace, which was firstly introduced by Jammalamadaka and Kozbowski (2003), and

its mixture distributions, we considered the model fitting problem of multi-modal circu-

lar data as well as unimodal one. In particular we suggested EM algorithm to find ML

estimates of the mixture of wrapped Laplace distributions. Simulation results showed

that the suggested EM algorithm is very accurate and useful.
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