
2278

외란 추정기를 이용한 펜듀봇 시스템의 사인파형 

외란 보상

논  문

59-12-26

Compensation of Sinusoidal Disturbance in Pendubot System using 

Disturbance Observer

전 정 효*․김 철 중**․좌 동 경†

(Jeonghyo Jeon․Cheol-Joong Kim․Dongkyoung Chwa)

Abstract - This paper deals with the pendubot control using disturbance observer. Experimental results for the motion 

of pendubot with balancing control show that the limit cycle can be attributed to the disturbance. Therefore, we propose 

the disturbance compensation method using by disturbance observer to compensate for the disturbance. Through the 

experimental results, the effectiveness of the proposed method is verified.
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1 . 서  론 

구동기 부족 로봇 시스템은 제어의 어려움 때문에 최근 

많은 연구의 주제로 활용되고 있다. 여기서 구동기 부족 시

스템은 시스템을 구성하는 링크의 개수보다 구동기의 개수

가 적은 시스템을 뜻한다. 구동기 부족 로봇의 종류에는 역

진자(inverted pendulum), 아크로봇(acrobot), 펜듀봇 등이 

있다. 또한 아크로봇과 펜듀봇은 2-링크 로봇과 구조가 비

슷하기 때문에 보행로봇의 선행 연구로 이루어지고 있다. 

본 논문 역시 2-링크 보행로봇을 위한 선행연구로 펜듀봇 

제어를 목적으로 한다. 

펜듀봇의 모델링은 비선형 모델로 정의된다. 비선형 모델

은 제어의 어려움 때문에 선형화를 통해 시스템을 제어한

다. 비선형 모델을 선형화하면 선형화가 불가능한 쿨롱 마

찰력이나 입력제한과 같은 비연속적인 특성으로 인해 리밋 

싸이클(limit cycle)이나 정상상태 추정 오차(steady state 

tracking error)등과 같은 원하지 않은 오차를 발생하게 된

다[1]. 또한 선형화 문제뿐만 아니라 시스템을 모델링함에 

있어서 무게중심까지의 거리나 관성 등의 파라미터를 정확

하게 측정하기 힘들고, 모터의 주기적인 운동에 의해 발생하

는 사인파형의 외란이 발생할 수 있다. 이러한 비선형 외란

은 시스템 제어를 어렵게 한다. 사인파형 외란에 대한 연구

는 입력되는 사인파형의 주파수를 알고 있다는 가정 하에 

보상하는 연구[2],[3],[4]와 주파수를 모르고 있을 때 보상하

는 연구로 진행되어 왔다[5],[6]. 사인파형 외란 보상에 대한 

연구는 적응 자기 디스크 드라이브[3], 헬리콥터[4] 등에 사

용되어 왔다. 앞의 연구에서는 적응 피드포워드 방식을 이

용하여 외란의 계수들을 추정하여 외란을 보상하고 있다. 

본 논문에서는 펜듀봇 발랜싱 제어할 때 발생하는 외란을 

외란 추정기를 이용하여 외란을 보상하여 목표점에 수렴함

을 목표로 한다. 기존의 펜듀봇 스윙업 제어에서는 [7],[8]에

서 제안한 에너지 기반의 리아푸노프 함수를 이용한 방법을 

많이 사용하고 있고 이를 참조하여 적용 하였다. 그리고 제

어목표점 근방에서는 발랜싱 제어를 하였다. 발랜싱 제어기 

설계시 사용된 LQR 알고리즘은 펜듀봇 모델의 선형화를 통

해 제어이득 값을 구하였다. 선형화와 제어시 고려되지않은 

펜듀봇의 비선형적인 성격과 모터의 주기적인 회전에 의해 

사인파형 외란이 발생하였고, 이로 인해 리밋 싸이클(limit 

cycle)형태의 움직임이 발생하였다. 사인파형 외란의 주파수

와 진폭을 알고, 위상을 모른다는 가정에서 이를 보상하기 

위한 외란 추정기를 추가로 설계하였다. 외란 추정기에 사

용되는 외란의 주파수는 실험을 통해 알아내었고, 실험을 통

해 제한된 방법이 효과적으로 외란을 보상함을 확인하였다. 

그림 1  펜듀봇 모델

Fig. 1  Pendubot model.
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2 . 본  론

2 .1  동력학 모 델

펜듀봇은 그림 1과 같이 구동기가 들어간 첫 번째 링크와 

구동기가 없는 두 번째 링크로 구성되어 있으며 펜듀럼

(pendulum)과 로봇(robot)의 합성어이다. 펜듀봇을 모델링하

기 위해 사용된 기호들의 의미를 살펴보면, 은 첫 번째 링

크의 길이, 은 첫 번째 링크의 무게중심까지의 길이, 는 

두 번째 링크의 길이, 는 두 번째 링크의 무게중심까지의 

길이, 은 첫 번째 링크의 무게, 는 두 번째 링크의 무

게, 은 첫 번째 링크의 관성, 는 두 번째 링크의 관성, g

는 중력 가속도, 는 첫 번째 링크의 점성 마찰력 계수, 

는 두 번째 링크의 점성 마찰력 계수이다. 이 변수들을 

이용하여 펜듀봇의 동역학 모델에 사용되는 파라미터를 다

음과 같이 나타낼 수 있다. 

  
 

 
  

 
 



   

   

 
 

 펜듀봇의 동력학 모델은 오일러-라그랑즈 방정식을 이

용하여 식 (1)과 같이 표현할 수 있다.  

   .           (1)

여기서, 는 첫 번째 링크의 구동기에만 입력되는 제어 입

력으로   
이고,    

  는 각 링크의 위치를 나

타내며,  는 관성과 관련된 행렬,   는 콜리올리

(coriolis) 힘과 구심력에 관련된 행렬, 는 중력가속도와 

관련된 행렬, 는 점성 마찰력 행렬이다. 펜듀봇의 오일

러-라그랑즈 방정식의 각 행렬을 세부적으로 나타내면 아래

와 같다. 

  



 


     

   
           (2)

     



 


  


 

         (3)

  



 


     

   
            (4)

  



 








.                              (5)

식 (1)-(5)로부터   에 관한 식을 다음과 같이 유도할 수 

있다.

 
 


 



 

   

       

           
   

     
 .                              (6)

 
 


    





        


       

              

        
 .                        (7)

2 .2  스윙업 제어(swing- up control)[7 ], [8 ], [9 ]

스윙업 제어기 설계는 에너지 기반의 리아푸노프 함수를 

설정함으로써 가능하다. 이를 위해 시스템의 수동적

(passivity)인 성질을 이용한다. 식 (2)에서 아래식을 유도할 

수 있다.                       

    


 
  

      
≥

  
   

    

≥
       

             

(8)

    
          

    
  

    
   

  
   .  

(9)

식 (8)과 (9)에서 알 수 있듯이 는 모든 에 대해 양한

정(positive definite)하므로, (2)와 (3)으로부터 식 (10)을 유

도할 수 있다. 

   




 


 

 
.      (10)

행렬 (10)은 반대칭(skew-symmetric) 행렬이므로 식 (11)이 

성립한다.

      .              (11)

펜듀봇의 위치에너지 및 운동에너지는 각각 식 (12), (13)과 

같이 나타낼 수 있고,

                      (12)

                    
                   (13)

따라서, 전체 에너지는 식 (12)와 (13)으로 부터 식 (14)가 

유도된다.

    
          .  (14)

식 (1), (12)-(14)로부터 

     
    

    
    

      .                                    (15)

로 표현할 수 있고, 식 (15)를 적분하면 다음과 같다.





    .              (16)

그러므로 전체 펜듀봇 시스템은 입력   및 출력 
에 대

해 수동적(passive) 이다. 여기서 펜듀봇의 초기상태는 모든 

링크가 아래로 향하는 상태로    이고, 펜듀봇은 4개

의 평형상태                

를 갖게 되는데, 본 논문에서의 제어목적은 모든 링크가 위

로 향하는 상태 이므로 이때의 에너지를 살펴보면 

식 (17)과 같다.

        .           (17)

식 (16)의 특성을 이용하여 제어목표에 도달하였을 때는 

펜듀봇의 전체 에너지에서 정상상태에 도달했을 때의 에너

지 차이를         로 할 때 가 0이 됨을 확

인할 수 있다. 이 시스템의 수동적인 특성을 이용하여 식 

(18)과 같이 리아푸노프 함수를 선정한다. 
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  

  

  
 



 .       (18)

여기서,         이고,    는 양의 상수

로 설계변수이다. 식 (18)을 바탕으로 제어 입력을 아래와 

같이 나타낼 수 있다. 

                       

 
 

 
 


 

  
   

.      (19)

여기서,    


 

   



     
  

  이다.

2 .3 발랜싱 제어(balancing control)[8 ]

발랜싱 제어를 위해 펜듀봇 비선형모델을 평형점 근방에

서 선형화를 통해 선형화 모델을 구한 후 LQR 알고리즘을 

이용하였다.[8] 펜듀봇 모델의 선형화 모델은 식 (20)과 같이 

표현된다.

, .              (20)

여기서,  
 

  , 













   



  








  

   



     


  


  


   

, 

 





















  

,   × ,    
,     이다. 

제어이득 는 식 (21)인 LQR 알고리즘을 이용하여 구한다. 

LQR 알고리즘은 시스템을 안정화 시키면서 제어입력 에 

대해 비용함수   를 최소화하는 제어기를 설계하는 것을 목

적으로 하고, 가중치 행렬   을 설정함으로서 구할 수 있

다. 

  


∞

   .            (21)

제어 입력은     와 같이 표현되고, 

는 식 (22)의 리카티(Riccati) 방정식을 이용하여 구한다. 

    .         (22)

여기서, 는 양의 한정 대칭행렬이다.

2 .4 제안된 외란 추정기(disturbance observer) 설계

2.3절에서 소개한 LQR 알고리즘을 이용한 발랜싱 제어에

서 펜듀봇의 움직임에 리밋 싸이클 형태의 움직임이 발생함

은 3장에서 제시할 실험결과를 통해 확인할 수 있었다. 리

밋 싸이클을 보상하기 위해 다음의 가정 하에 외란 보상기

를 설계하였다. 

 가정 1. 외란은 사인파형이다. 

   2. 외란의 진폭과 주파수를 알고 있다.

   3. 펜듀봇의 외란은 사인파형 외란만 존재한다.

외란을     ,     와 같이 표현할 때, 

가정 1에 의해 사인파형 외란을 식 (23)과 같이 표현할 수 

있고,

   .                (23)

여기서 는 주파수이다. 진폭의 크기 1로 실험을 통해 구하

였다. 식 (23)은 식 (24)와 같이 변환할 수 있다.

 



 


 

  
 .                  (24)

각 링크에 모두 외란이 포함되었다고 가정할 때 하였을 때 

링크 1에 대한 외란의 주파수를  , 링크 2에 대한 외란의 

주파수를 로 표현하고, 외란에 대한 전체 식을

  











   


   

   

  
 

            (25)

와 같이 나타낼 수 있다. 외란이 포함된 펜듀봇 모델을 하

나로 표현하면 전체 시스템은 다음과 같이 표현된다.

  













 











 

 













 












 

   












 
.                             (26)

 식 (26)에 추정기를 추가하였을 때 추정기는 

 











 

 












 

 













 



























    












 
                              (27)

와 같이 표현되고, 추정기에 의한 추정오차를 이라

고 할 때 식 (26)과 (27)을 이용하여 아래와 같이 표현할 수 

있다. 


























 

 













 
.          (28)

여기서, 과 는 고유값을 음극에 위치시킨 값으로 극배치 

알고리즘을 이용하여 구하였다. 이 결과 



 


 

 
의 고

유값은 음한정시키는 값을 갖는다. 여기서의 제어 목적은 

외란 를 추정한 추정값 
을 이용하여 불확실성을 제거

하는 를 생성하는 것이다. 식 (20)에 외란 보상 입력을 추

가하면 식 (29)와 같이 표현된다.

       .     (29)

여기서,  
 이다. 

3. 실험 결과

제어에 사용한 펜듀봇 모델은 그림 2의 퀀서(quanser)사 

Planar SIP모델을 사용하였다. 동력학식에 의한 제어 입력

은 제어입력을 토크로 사용하고 실제 실험에서는 제어입력

으로 모터에 들어가는 전압을 사용하므로 토크와 전압간의 

관계식이 필요하다. 이를 그림 3에 나타내었다.
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그림 2  실험에 사용한 펜듀봇 시스템

Fig. 2  Pendubot system in the experiment.

  

그림 3 서보 시스템 

Fig. 3 Servo system.

그림 2의 모터 서보 시스템을 바탕으로 제어 입력은 

  
 와 같이 표현할 수 있고, 이는 다시 식 

(30)과 같이 표현된다[10].

 


 

                  (30)

여기서,     ,  
  이고, 

는 토크, 는 모터 기어박스 효율 계수, 는 모터 효율 계

수, 는 모터 토크 계수, 는 기어비, 는 역기전력

(back-emf) 계수 , 는 전기자 저항이다. 식 (30)을 펜듀봇 

동력학식 (5), (6)에 적용하면 식 (31), (32)와 같다.

 
 


 



 

   




          


   
                     (31)

 
   


     



     

  
  



         

             
  

    
                             (32)

위의 비선형식을 선형화를 통해 나타내면 시스템 행렬은 다

음과 같다.













   



  


 





  

   



     


   


  


   

,  





















 

,  
 .

펜듀봇의 파라미터는   ,   ,    , 

  ,   ,   ,   , 

  ,     을 사용하였다. 2.2 절의 스윙업 제어 

식 (19)에서 설계변수    는 각각 0.58, 248.3, 1.5로 

하였고, 2.3절의 발랜싱 제어 시 식 (21)의 가중치 행렬은 

, 











   
   
   
   

 로 하였다. LQR 알고리즘에 의해 

얻어진 제어 이득은       이

다. 스윙업과 발랭싱 제어 사이의 스위칭제어는 

  ,    범위에 들어왔을 때 스위칭하

도록 설계하였다. 초기위치가 
 

=     일 

때의 실험결과는 다음과 같다.

(a)    

(b) 

(c) 
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(d) 

그림 4 추정기를 사용하지 않은 실험 결과

Fig. 4 Experiment results without disturbance observer.

그림 4을 보면 0초에서 0.412초 사이에는 스윙업 제어가 

이루어졌다. 0.412초에 스윙업 제어에서 발랜싱 제어로 스위

칭한 이후 펜듀봇의 상태변수를 보면 제어목표에 수렴하지 

않고 리밋 사이클 형태의 주기적인 움직임을 확인할 수 있

다. 리밋 싸이클의 원인은 가정에서와 같이 외부의 사인파

형 외란에 의한 결과로 가정하였다. 사인파형 외란을 보상

하기 위해 추정기이득    극점의 위치를 각각 

    ,     로 설정하고, 

극배치 알고리즘을 이용하여  를 구하였다. 













   
   
   
   

,    











   
   
   
   

펜듀봇 사인파 외란의 주파수는 링크의 흔들림 주기를 실

험을 통해 리밋 사이클의 주기를 5.32Hz로 설정하였다.

(a)    

(b) 

(c) 

 (d) 

그림 5  외란 추정기를 추가한 실험결과

Fig. 5  Experiment results with disturbance observer

그림 5에서는 외란 추정기를 추가한 실험결과에서 펜듀봇

의 발랜싱 구간의 각 링크의 흔들림의 크기를 비교하기 위

해 각 링크의 최대값과 흔들리는 각도의 최대값과 최소값의 

차이를 비교하였다. 의 최대값을  , 최소값을 이

라고 하고, 의 최대값을  , 최소값을 이라고 하면 

실험 결과를 표 1과 같이 정리할 수 있다. 

표 1  추정기 추가 전 후 비교

T able 1 Comparison of the experiment results with and 

without the disturbance observer

추정기 추가 전 추정기 추가 후

     

    

표 1의 결과를 살펴보면 외란 추정기를 추가하기 전과 추가

한 후의 링크의 흔들거림이 크게 줄어듬을 확인하였다. 

4. 결  론

본 논문에서는 펜듀봇 제어를 위해 궤환 선형화를 이용하

여 스윙업 제어를 하였고, LQR 알고리즘을 이용하여 발랜
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싱 제어를 하였다. 발랜싱 제어에 있어서 외란에 의해 시스

템의 상태변수가 제어목표점에 수렴하지 않음을 확인하였고, 

이를 해결하기 위해 외란 추정기를 이용하여 이를 보상하였

다. 펜듀봇의 외란은 사인파형 외란으로 가정을 하였고, 외

란의 특성은 실험을 통해 알아내었다. 실험결과 외란 추정

기를 사용하지 않았을 때에 비해 추정기를 사용하였을 시 

링크의 흔들리는 정도가 크게 감소함을 확인하였다. 사인파

형 외란이 있는 시스템에서 외란의 주파수를 알고 있을 때 

사인파형 외란 추정기를 이용하여 시스템의 외란을 본 논문

에서 제안한 방법으로 보상이 가능함을 보였다.
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