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Abstract

A finite element model for analyzing surface water flow was developed. Shallow water equation was discretized and solved

by Galerkin and Newton-Raphson method. Triangular or rectangular elements can be mixed together to construct meshes. The

algebraic equation was solved by frontal method which is very efficient in finite element problem. The developed model was

applied to rectangular meandering channel with two bends and transverse velocities and water depth distributions were exam-

ined. High velocity was located near the inner bank at the apexes of the bends and velocity distribution was symmetrical about

the centerline at the midsection of two bend and super elevation also occurred. Simulation results showed very good agree-

ment with measured data. Another numerical simulation was carried out in mild, steep, adverse and abrupt bottom change slope

and channels with weir. 12 water surface profiles of gradually varied flow were correct in terms of hydraulic interpretation.

Keywords : surface water flow, shallow water equation, finite element method, Galerkin, meandering channel, gradually varied flow
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요 지

본 연구에서는 지표수 흐름 해석을 위한 2차원 유한요소모형을 개발하였다. 개발된 수치모형에서는 2차원 흐름 해석을 위

한 천수방정식을 Galerkin법과 Newton-Raphson법에 의해 이산화하였으며 지형에 따라 삼각망과 사각망을 혼용하여 사용할

수 있도록 하였다. 구성된 대수방정식의 해는 유한요소법을 푸는데 매우 효율적인 프론탈 기법에 의해 구하였다. 개발된 모

형을 두 개의 만곡부를 가지는 실험실 사행수로에 적용하여 만곡부에서의 횡방향 유속 및 수심 분포를 분석한 결과 만곡부

에서 편수위 현상을 잘 재현함을 알 수 있었다. 또한 내측의 유속이 외측에 비해 빠르게 나타났고 유속분포는 두 만곡부의

중심을 기준으로 대칭적이었으며, 모의결과와 수리실험에 의한 실측값이 매우 잘 일치하였다. 본 모형을 완경사, 급경사, 역

경사, 급격한 하상변화가 있는 수로와 위어를 포함한 수로에 적용하여 12개의 점변화류 수면곡선을 모의한 결과 수리학적으

로 적합한 수면형상이 도출되었다.

핵심용어 : 지표수 흐름, 천수방정식, 유한요소법, Galerkin, 사행수로, 점변화류
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1. 서 론

하천, 하구 및 연안 영역에서는 일반적으로 수심에 비해

폭이 매우 넓으므로 종방향 유속과 횡방향 유속을 수심방향

으로 평균한 유속장을 구하는 천수흐름 해석이 널리 이용된

다. 3차원 연속방정식과 운동량방정식을 시간 적분과 수심

적분하여 얻어지는 천수방정식을 수치모형화하여 지형자료,

경계조건 및 매개변수 등을 입력하면 수평 2차원 평면 내에

서의 유속 및 수심을 구할 수 있다. 천수방정식의 해는 위

어, 댐 및 교량과 같은 수리 구조물을 계획하고 설계하는데

있어서 수리학적 거동을 해석하는데 이용되며 사행, 여울과

소 및 난류 분포 등에 의한 침식과 퇴적을 예측하는 데에도

활용될 수 있다. 또한 구해진 유속장은 오염 확산 및 유사

이송 문제를 해석하기 위한 입력자료로 활용되며 생태모형

에서는 어류 서식의 적합도를 산정하는 기본 자료인 유속과

수심 정보를 제공하는 데에도 사용된다. 또한 홍수범람모형

구성을 위한 기본 해석엔진으로 활용되기도 한다.

국내에서의 2차원 천수방정식에 관한 수치해석은 유한차분

법을 중심으로 이루어져 왔다. 이갑덕 등(1981)과 최병호

(1983)가 각각 울산만과 경기만의 조석해석을 유한차분법을

이용해 수행한 바 있으며, 이길성과 강주환(1989)은 천수방

정식의 유한차분특성을 연구하였다. 김창완 등(1995)과 이진

희 등(1996)은 유한체적법을 이용해 2차원 하천흐름을 해석

하였다. 이에 반해 유한요소법에 관한 연구로는 주로 외국의

상용프로그램의 적용에 국한되었는데 오정선 등(2004)은 사행

수로에 RMA-2와 RMA-4 모형을 적용하여 오염운(pollutant

cloud)이 최대유속선과 일치하여 거동하는 경향을 분석하였

으며, 김승용(2002)은 한강 인도교로부터 전류구간까지의 흐
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름 상태를 분석하기 위해 RMA-2 모형을 적용하고 신곡수

중보 구간에서는 실측자료와 비교하였고 윤용남과 박무종

(1994)은 FESWMS 모형을 한강하류부에 적용하여 흐름을

해석하였다. 서일원 등(2008)은 신곡수중보로부터 유도지점

까지 총 36.8 km에 이르는 구간에 RMA-2 모형과 RAM4

모형을 적용하여 감조하천에서 조위에 의한 정방향 및 역방

향 흐름 특성을 분석하고 이에 따른 오염확산 거동을 모의

한 바 있다. 모형의 개발에 관한 연구로는 윤태훈(1982)이

항만 내 토사이동을 예측하기 위한 유한요소모형을 개발한

연구, 한건연 등(2003)이 급변부정류 해석을 위한 SU/PG

유한요소법을 개발하여 적용한 연구, 김태범 등(2006)이

CDG 기법을 천수방정식에 적용하여 도수현상과 단면축소

수로에서의 흐름분석을 수행한 연구가 있다. 

국외에서는 다음과 같은 연구가 진행되었다. Dupont(1973),

Thomee와 Wendroff(1974)는 일반적인 쌍곡선 편미분 방정

식에 Galerkin법을 적용하여 수렴도와 정확도를 분석하였으

며 천수방정식에 관한 수학적 분석은 Cullen(1976)과

Navon(1977)이 제시한 바 있다. Weare(1976)는 FDM과

FEM 기법으로 천수방정식을 푸는 시간을 비교하여 FEM방

법이 더 많은 시간이 소요되므로 질량집중(mass lumping)

행렬을 이용하여 계산시간을 줄이는 것을 제안하였다.

Staniforth(1987)은 텐서곱방법(tensor product method)을 이

용한 사각망을 사용하면 삼각망을 사용하는 경우에 비해 보

다 효율적인 알고리즘을 구성할 수 있음을 증명하였다. 또한

FDM의 경우와 동일한 CFL 조건을 적용하여 해의 안정성을

분석할 수 있으며 해의 정밀도는 FDM에 비해 우수하나 계

산시간이 더 오래 걸린다고 언급하였다. Taylor와 Huyakorn

(1978)은 천수방정식의 비선형항을 일관질량행렬(consistent

mass matrix)을 이용한 양해 반복법, 집중질량행렬(lumped

mass matrix)을 이용한 양해 반복법, 음해 Newton-Raphson

방법 등의 3가지로 풀고 해의 양상을 비교하여 음해

Newton-Raphson법이 가장 효율적이라고 제시하였다. Praagman

(1982)은 천수방정식을 FDM과 FEM으로 이산화하고 계산시

간을 비교한 결과 큰 차이가 없다고 주장하고 조도계수가

해의 안정성과 정확성에 중요한 역할을 미치며 시간차분에

의한 영향은 작다고 하였다. Engelman 등(1982)은 직교좌표

계와 일치하지 않는 지형의 경우에 법선 및 접선 방향 경계

조건을 부여하는 방법을 일반화하여 제시하였다. Oden과

Carey(1982)는 천수방정식에서 자유수면과 유속에 대한 보간

함수를 설정하는 것이 매우 중요하며 보간함수의 차수를 잘

못 적용하게 되면 격자를 조밀하게 구성해도 해가 수렴하지

않게 된다고 주장한 바 있다. Walters와 Carey(1983)는

Navier-Stokes 방정식의 경우 수치진동은 압력에만 나타나지

만 천수방정식의 경우 연속방정식에 자유수면에 관한 시간

미분항이 존재하므로 수면과 유속 결과가 연동되어 해 전체

에 이질적인 수치진동이 발생할 수 있다고 주장하고, 유속과

수면을 모두 2차 함수로 보간한 경우 수치진동이 가장 심하

며 유속을 1차, 수면을 2차 함수로 보간한 경우에도 가성모

드(spurious mode)에 의해 진동이 발생하는 것을 지적하였

다. 하지만 유속을 2차, 수면을 1차 함수로 보간한 경우에는

가성모드가 발생하지 않아서 수치진동이 없었으며 두 변수

를 모두 1차 함수로 보간한 경우에도 이와 매우 유사한 결

과를 얻을 수 있다고 제시하였다.

본 연구의 목적은 천수흐름 해석을 위한 2차원 유한요소

모형을 개발하고, 개발된 모형에 의한 수치모의 결과를 수리

실험자료와 비교하여 모형의 적용성을 검증하는 것이다. 본

논문에서는 Navier-Stokes 방정식으로부터 텐서형 난류점성

계수를 갖는 천수방정식을 유도하고, 유도된 지배방정식에

유한요소법을 적용하여 수치모형을 구성하였다. 개발된 수치

모형을 두 개의 만곡부를 가지는 사행수로에 적용하고 유속

구조 모의 결과를 실측자료와 비교하여 모형을 검증하였다.

나아가서 5개의 하상경사를 가지는 점변화류에 대한 12개의

수면 형상을 모의하여 다양한 하상조건 및 경계조건에 따른

모형의 적용성을 검증하였다.

2. 수학적 모형

유체 운동의 순간적 변동을 묘사하는 식 (1a)과 같은

Navier-Stokes 방정식의 주요 변수인 유속, 밀도 및 압력을

평균과 변동량으로 분해하고 Reynolds 평균법칙을 적용하여

시간평균을 취하면 난류의 평균적 흐름에 대한 운동방정식인

식 (1b)와 같은 Reynolds 방정식을 얻을 수 있다(Daily와

Harleman, 1966).

(1a)

(1b)

여기서 , 와 는 유속 과 압력 p의 시간평

균값, g는 중력가속도, δ3i는 i가 3인 경우는 1, 나머지 경

우에는 0이며 νM은 분자동점성계수이다. 는 유속 변동

량의 상관관계에 의해 생성된 항으로 Boussinesq가 제안한

와점성계수(eddy viscosity) 개념(Daily와 Harleman, 1966)

을 도입하여 평균유속의 경사와 비례한다고 가정하고 비례상

수를 νT로 두면 식 (1b)는 다음과 같이 변형된다.

(2)

위 식에서 시간평균을 나타내는 overbar는 편의상 생략하

였다. 식 (2)에 연직방향 가속도는 중력가속도에 비해 매우 작

다는 정수압 가정과 압력과 밀도를 정수압 상태인 p0, ρ0와 흐

름에 의해 발생하는 로 구분하여 

와 로 간주하는 Boussinesq 가정

(Kowalik과 Murty, 1993)을 도입하면 연직방향 압력 경사

항은 임의의 깊이 z부터 자유수면인 까지

와 같이 적분된다. 자유수면에서의

압력은 대기압(pa)과 같으므로 이상의 과정을 거쳐 식 (2)는

다음과 같은 형태로 유도된다.

(3)

식 (3)의 경우 i=3에 해당하는 연직방향 식은 정수압 가

정과 Boussinesq 가정에 의해 수평방향 압력 경사항에 포함

되므로 i=1, 2의 값을 갖게 된다.

수심방향으로 적분된 천수방정식을 유도하기 위해 식 (3)

을 그림 1과 같이 바닥 z=H(x, y)에서부터 자유수면
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까지 Leibnitz 법칙을 이용하여 연직방향으로

적분하고 운동학적 자유수면 경계조건과 바닥에서의 무활조

건(no slip condition)을 적용한 후 밀도의 성층화를 무시

( )하면 다음과 같은 천수방정식을 얻게 된다.

(4)

여기서, 는 연직방향 평균 유속으로 이다.

식 (4)를 간략화하기 위해 다음과 같은 4가지 가정이 필요

하다. 첫 번째는 대기압 경사항인 은 폭풍해일예측의

경우를 제외하고는 일반적으로 무시할 수 있으므로 생략한다

(Weiyan, 1992). 두 번째는 수표면 전단력인 항에 관한

것으로 풍속이 유속의 100 배를 초과하는 경우에만 중요한

인자로 작용하므로 이 항 역시 일반적인 경우에는 무시할

수 있다(Vreugdenhil, 1994). 세 번째는 바닥 전단력에 해당

하는 항에 관한 것으로 1차원 Saint-Venant 방정식의 하

상마찰경사항에 Chezy식( )과 Manning 계수와

의 관계식( )을 적용하고 2차원으로 확장하면 다음

과 같은 식으로 표현된다.

(5)

마지막은 점성계수에 관한 것으로 와점성계수(νT)가 분자

점성계수(νM)에 비해 월등히 크므로 분자점성계수를 무시한

다는 가정이다. 위의 4 가지 가정을 도입하면 식 (4)는 다

음과 같이 단순화된다.

(6)

위 식에서 수심평균을 나타내는 tilde는 편의상 생략하였다.

본 연구에서는 다음과 같이 와점성계수를 텐서형태로 변형

한 운동량보존방정식을 선택하여 수평 2차원 평면 내에서 4

개의 방향성을 가지는 난류점성계수를 도입하고 다양한 흐

름 조건에서 복잡한 유속구조를 보다 정확히 재현할 수 있

도록 하였다.

(7)

위 식에서 ui는 i가 1인 경우에는 x방향 수심평균 유속,

i가 2인 경우에는 y방향 수심평균 유속이다. g는 중력가속

도, n은 조도계수를 의미하며 νij는 텐서 형태의 난류점성계

수를 나타낸다. H와 h는 기준선으로부터 하상까지의 거리

와 수심을 나타낸다. 여기에 대응하는 질량보존방정식은 다

음과 같은 식을 채택하였다.

(8)

3. 수치모형

본 연구에서 지배방정식인 식 (7)~(8)을 이산화하기 위해

사용된 수치기법은 유한요소법으로 다음과 같은 장점을 가

진다. 우선 불규칙한 지형을 다른 수치기법에 비해 훨씬 효

율적이고 정확하게 재현할 수 있으며(Huebner 등, 1995;

Davies, 1980; Pinder와 Gray, 1977) 지형 적응형 격자

(adaptive mesh)를 사용하여 격자의 크기나 노드수, 해의 정

확도 등을 최적화 할 수 있는 장점이 있다(Heinrich와

Pepper, 1999; Karniadakis와 Sherwin, 2005; Chung, 1992).

또한 다양한 Neumann 경계조건에 매우 직접적이고 용이하

게 적용할 수 있으며(Gresho와 Sani, 1998; Fletcher, 1984)

탄탄한 수학적 기반을 근거로 한 수치기법이므로 오차, 수렴,

해의 정확도 등에 관한 수학적 분석이 가능한 장점도 있다

(Strang과 Fix, 1973; Axelsson과 Barker, 1984; Thomee,

1984; Wait와 Mitchell, 1985). 유한요소법은 절점이 아닌

요소에 기초하기 때문에 다양한 보간함수를 채택하면 요소

내부의 절점에 대하여 정확한 수치해를 얻을 수 있다

(Ghanem, 1995).

본 연구에서는 다음과 같은 과정을 통하여 지배방정식을

수치 모형화하였다. 주요 미지수인 유속 및 수심 변수를 u

로 대표하면 다음과 같이 근사시킬 수 있다. 

(9)

여기서, N(x, y)은 요소의 형상과 차수에 따라 결정되는 형

상함수이다. 식 (9)를 지배방정식인 식 (7)~(8)에 대입하면

근사된 값이므로 다음과 같은 0이 아닌 잔차식을 얻을 수

있다.

(10)

Galerkin법에 의한 가중잔차법을 이용하여 식 (10)의 내적

을 취하면 다음과 같다.

(11)

운동량방정식이 2차 편미분 방정식이므로 난류점성항을

Green 정리를 이용하여 weak form으로 바꾸고 각 요소별

절점에 관한 적분식의 형태로 나타내면 질량보존방정식과 x,

y방향 운동량방정식은 각각 다음 식 (12a)와 (12b) 및 (12c)

로 표현된다.

(12a)

z H h x y t, ,( )+=

ρ′ 0=

∂ũi
∂t
------- ũj
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그림 1. 좌표계 및 수면과 바닥에서의 경계조건
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(12b)

  (12c)

위 식에서 Ωe는 요소 영역을 나타한다. 식 (12)는 다음과

같이 간단히 표현할 수 있다.

(13)

여기서, M은 mass matrix, K는 stiffness matrix, 은 유

속 및 수심의 시간미분벡터를 의미한다.

식 (13)에 Theta 법을 이용하여 시간 미분항을 차분하고

(Pepper와 Heinrich, 1992) 불규칙한 지형 경계를 반영하기

위해 식 (14)과 같이 법선벡터의 x방향 성분 nx과 y방향 성

분 ny에 의한 회전행렬 T(rotation matrix)을 도입한다.

(14)

식 (12)를 회전된 좌표계로 바꾸어 주기 위해 운동량방정

식에 T를 곱하고 변수를 u=TT
uT로 치환하면 다음과 같은

식으로 표현된다.

(15)

식 (15)의 강성행렬은 이송항에 의한 비선형항을 포함하므

로 Newton-Raphson법에 의해 Jacobian행렬을 구하면 선형

화된 대수방정식을 얻을 수 있다. 본 연구에서 개발한 수치

모형에서는 Gauss 구적법을 이용하여 수치적분을 수행하였

으며 지형에 따라 삼각망과 사각망을 혼용하여 사용할 수

있도록 코드를 작성하였다. 대수방정식의 해는 프론탈 기법

을 이용하여 구하였다(Smith, 1982; Irons, 1970).

그림 2는 모형의 입출력자료를 나타낸 것으로 파일 별 기

능은 다음과 같다. 입력파일인 File_name.rgo 파일은 지형

파일로 요소 및 노드 정보를 포함하며 File_name.rc은 run

control 파일로 상하류단 경계조건, 불투수경계층 및 초기유

속장에 관한 정보를 담고 있다. Variable.inc 파일은 매개변

수에 대한 파일로 텐서형태의 난류점성계수, 조도계수를 포

함한다. 출력파일인 File_name.flo와 File_name.out은 노드

에서의 종횡방향 유속, 수위 결과를 각각 binary 형태와

ASCII 형태로 출력한 파일이며 File_name.dat 파일은 정

상상태에 도달하였을 때의 각 노드 별 종횡방향 유속, 수

위 결과를 Tecplot 도시에 적합한 파일 형태로 출력한 것

이다.

본 연구에서 개발한 수치모형은 정상상태 흐름해석과 비정

상상태 흐름해석이 모두 가능하며 비정상상태 흐름을 계산

하기 위한 흐름도는 그림 3과 같다. 수렴 정도(Depth_conv)

와 시간간격(∆t), 모의종료시간(tf), 최대반복횟수(MNI)를 정

하고 초기의 흐름장(u0)과 첫 번째 반복을 위한 흐름장( )을

가정한 후 식 (16)을 풀어서 수심의 변동 정도( )와

설정된 수렴 정도(Depth_conv)를 비교하여 이 기준보다 낮

을 때까지 Newton-Raphson법에 의해 반복을 수행하여 흐름

장의 변화를 반영하고 다음 시간 단계로 넘어가는 구조이다.

이 과정에서 반복횟수가 누적되어 설정된 최대반복횟수

(MNI)를 초과하게 되면 해가 수렴하지 않게 된다. 정상상태

흐름 해석의 경우 수심 및 유속의 시간 미분항이 제외된 방

정식을 풀게 되므로 수심의 변동 정도가 설정된 수렴 정도

보다 클 경우 반복 계산을 수행하며 이 기준보다 낮아지면

계산을 종료한다.

기존의 국내외 상용모형에 비해 본 모형이 가지는 우수성

은 다음과 같다. 비정상 상태 모의 시 시간차분의 음해정도

를 Crank-Nicolson, Galerkin, 완전음해 등 사용자가 입력할

수 있어 해의 정확성과 안정성을 확보할 수 있다. RMA-2

모형은 정상상태 유속장을 먼저 구해 초기 유속장으로 하고

이를 입력자료로 하여 이후의 비정상 흐름장을 계산하는 hot

start만 가능하지만 본 연구에서 개발한 모형은 hot start와

cold start의 초기조건 선택이 가능하다. 또한 상류단 경계

노드열에 유량을 단면적으로 나눈 유속을 일률적으로 배분

하는 유속경계조건을 사용하지 않고 포물선 등 사용자가 지

정한 유속 분포을 입력할 수 있다. 그리고 RMA-2를 포함

한 기존의 대부분의 상용모형은 불투수층인 벽면에서 활동

조건(slip condition)만 적용이 가능하나 본 모형은 활동조건

과 무활조건(no slip condition) 중 사용자가 원하는 조건을

선택하여 적용할 수 있는 장점이 있다.
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그림 2. 모형의 입출력자료
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4. 모형의 검증

4.1 사행수로 유속장 모의

본 연구에서 개발한 수치모형을 그림 4와 같은 폭이 1

m, 중심각 150o, 사행도 1.52인 두 개의 만곡부를 가지는

직사각형 단면 사행수로에 적용하여 만곡부에서의 횡방향 유

속 및 수심 분포를 분석하였으며, 서일원 등(2006)이 초당

50개의 유속 측정이 가능한 micro-ADV 장치를 이용하여

실측한 8개의 수리실험 케이스 중 4개의 케이스를 선정하여

모형의 검증을 실시하였다(표 1 참조).

수치모의에 필요한 격자망은 그림 5와 같이 518개의 격자

점과 448개의 요소를 가지는 사각망으로 제작하였으며, 표

1에 제시된 바와 같이 30 l/s와 60 l/s의 유량을 상류단 경계

조건으로 입력하고 각 유량에 대하여 두 개의 수심을 하류

단 경계조건으로 입력하여 총 4개의 모의 조건을 구성하였

다. 수심 수렴 정도(depth convergence criteria)가 0.1 mm

이하가 될 때를 정상상태로 간주하여 수치모의를 수행하였

다. 조도계수의 경우 Chow(1973)에 제시된 페인트칠 된 매

끄러운 철인 경우의 거칠기 정도인 0.013으로 하였다. 난류

점성계수의 경우 상온의 정류된 실험수로인 점을 감안하여

10−3 m2/s로 입력하였다. 난류동점성계수의 값을 정하기 위해

101-10−8 m2/s 범위의 값 중 32개를 적용해 본 결과 101-

10−2 m2/s의 범위 값을 적용한 경우 만곡부에서의 유속이 적

합하게 계산되지 않았으며 10−7-10−8 m2/s 범위의 값을 적용

한 경우에는 흐름의 분리 현상이 과도하게 발생하였다. 10−3

-10−6 m2/s 범위의 값을 적용한 경우 만곡부 내외측의 유속

차를 정확히 계산하였으며 만곡부에서의 흐름양상은 직선부

를 중심으로 대칭적이었다. 이 범위의 난류동점성계수 값을

적용한 경우 모의결과는 모두 거의 일치하였으므로 본 연구

에서는 10−3 m2/s의 난류동점성계수값을 적용하였다.

그림 6은 RUN1-2와 RUN2의 유속벡터도를 도시한 것이

다. RUN1-2의 경우 유속이 느리며 만곡부 내측과 외측의

유속차가 크지 않았으나, RUN2-1과 RUN2-2의 경우 첫 번

째와 두 번째 만곡부에서 내측의 유속이 외측에 비해 빠른

것을 확인할 수 있다. RUN2의 등유속도 및 등수심도를

그림 7과 8에 도시하였다. 만곡부 유입 이전에는 수로 폭

방향으로 균일한 유속이 발생하나 첫 번재 만곡부에 접근하

면서 내측의 유속이 외측에 비해 40% 이상 빠르게 분포하

며 첫 번째 만곡부가 종료된 이후의 직선구간인 S6~S7 사

그림 3. 모형의 계산 흐름도

그림 4. 사행수로 모의결과의 검증을 위한 수리실험장치 평면도

(서일원과 박성원, 2009)

표 1. 사행수로 모의조건

구분
상류단  경계조건

 유량 (l/s)
하류단 경계조건

 수심 (cm)
조도
계수

난류동
점성계수 (m2/s)

비고

RUN1-1
30

15

0.013 νxx=νxy=νyx=νyy=10−3
요소수: 448 
격자수: 513
정상상태

RUN1-2 40

RUN2-1
60

30

RUN2-2 40

그림 5. 사행수로 격자망 구성
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이에서 국부적으로 균일한 유속이 나타났다. 이 후 두 번째

만곡부에서 다시 내측에 빠른 유속이 분포하고 만곡부 종료

이후 하류단까지 균일한 유속분포가 나타났다. 수로 전체에

걸친 유속분포는 두 만곡부의 중심을 기준으로 대칭적이었

다. 이와 같은 유속구조에 의해 그림 8과 같이 두 만곡부에

그림 6. 유속 벡터도

그림 7. RUN2 등유속도

그림 8. RUN2 등수심도

그림 9. 만곡부 정점에서의 유속 비교(RUN1)
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서 미약한 편수위 현상이 발생하였다.

첫 번째 만곡부(S4)와 두 번째 만곡부(S9)에서 수치모의된

횡방향 유속분포값을 실측자료와 비교하여 그림 9와 10에

도시하였다. 여기서 b는 수로의 폭이며 y는 수로의 좌안에

서 우안으로 횡방향을 따라서 정의된 좌표계이다. 이 그림에

서 RUN1-1의 경우, 만곡의 내측이 외측에 비해 모두 큰

유속을 가짐을 알 수 있고, 본 연구에서 개발한 모형에 의

한 계산값과 수리실험에 의한 실측값이 매우 잘 일치함을

확인할 수 있다. 또한 첫 번째 만곡부인 S4에 비해 두 번

째 만곡부인 S9에서 유속차가 더 크게 발생하였다. 하지만

RUN1-2의 경우 유속이 느려서 내외측 유속차가 거의 발생

하지 않았다. 그림 10에서 볼 수 있듯이, RUN2-1과

RUN2-2의 경우에도 만곡부 내측과 외측의 유속차가 많이

발생하고 있으며, 제안된 수치모형은 이러한 유속분포를 잘

재현하는 것으로 밝혀졌다.

이상의 과정으로 모형의 검증이 완료되었다고 간주하고 계

산값과 실측값이 잘 일치하는 RUN2-1의 유량 및 수심조건

을 택하여 조도계수에 따른 민감도 분석을 수행하여 그림

11에 수록하였다. 조도계수가 0.013보다 작은 경우 유속 및

수심 결과가 n=0.013인 경우와 일치하여서 이보다 큰 값인

n=0.025와 n=0.050의 경우를 선정하였다. 두 만곡부 정점에

서 조도계수가 n=0.013인 경우와 n=0.025인 경우의 유속

분포는 거의 일치하였으며 n=0.025인 경우가 미약하게 만곡

부 내외측 유속차가 작게 나타났다. 수심은 n=0.025의 경우

가 n=0.013인 경우에 비해 약 0.5~1 mm 정도 높게 나타났

다. 하지만 n=0.05인 경우 만곡부 내측의 유속은 0.01 m/s

작고 외측은 0.01 m/s 크게 나타나 만곡부 내외측의 유속차

가 n=0.013 및 n=0.025의 경우에 비해 작게 나타났다. 만

곡부에서의 편심 영향으로 S4지점에서는 y/b=0.375 위치에

서, S9 지점에서는 y/b=0.75 위치에서 3가지 조도계수에 대

하여 유속이 일치하였다.

텐서형 난류동점성계수의 변화에 따른 만곡부 정점에서의

유속분포를 비교하기 위해 표 2와 같은 모의조건을 설정하

였다. 난류계수가 10−3 m2/s보다 작은 경우 횡방향 유속 분

포가 10−3 m2/s인 경우와 거의 일치하므로 이보다 작은 경

우는 고려하지 않았다. RUN3-1은 RUN2-1과 동일한 경계

조건과 조도계수를 적용하였으며 xx, xy 및 yy 방향으로 이

보다 5배 큰 난류점성계수를 입력하여 표 2와 같은 4가지

경우를 고려하였으며 모의 결과를 그림 12에 도시하였다.

RUN3-4는 RUN3-1에 비해 모든 방향으로 5배 큰 난류점성

계수를 가지므로 그림 12(a)와 같이 만곡부 내측과 외측의

유속차가 RUN3-1보다 10% 정도 작았다. xx와 yy방향으로

그림 10. 만곡부 정점에서의 유속 비교(RUN2) 그림 11. 조도계수에 따른 유속 및 수심

표 2. 텐서형 난류동점성계수의 민감도 분석을 위한 모의조건

구분
상류단 경계조건 
유량 (l/s)

하류단 경계조건 
수심 (cm)

조도계수
난류동점성계수 (m2/s) 비고

νxx νxy νyy

RUN3-1

60 30 0.013

10−3 10−3 10−3

요소수: 448 
격자수: 513
 정상상태

RUN3-2 10−3 5×10−3 10−3

RUN3-3 5×10−3 10−3 5×10−3

RUN3-4 5×10−3 5×10−3 5×10−3
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가중된 난류점성계수를 가지는 RUN3-3이 xy방향으로 가중

된 난류점성계수를 가지는 RUN3-2에 비해 내외측 유속차가

약간 작게 나타났으며, 유속분포는 y/b=0.5인 지점을 기준으

로 대칭적이었다. 두 번째 만곡부에서도 그림 12(b)와 같이

동일한 결과를 얻었다.

4.2 점변화류 수면형상 모의

다양한 하상경사에 따른 점변화류의 수면곡선을 모의하기

위하여 표 3과 같은 수치모의 조건을 설정하였다. 수로의

폭은 10 m로 하였으며, 80개의 직사각형 요소망과 105개의

노드를 갖는 격자망을 구성하였다. BCW2의 경우에는 수로의

길이가 400 m 이므로 200개의 요소와 255개의 노드를 갖는

격자망을 별도로 제작하였다. 표 3에 제시된 유량과 수심을 경

계조건으로 입력하여 수심 수렴 정도(depth convergence

criteria)가 0.1 mm 이하가 될 때를 정상상태로 간주하여 수

치모의를 실시하였다. 이와 같은 모의조건을 가지는 경우 수

심은 횡방향으로는 일정하고 종방향으로만 변하기 때문에 1

차원적 흐름특성을 나타낸다.

그림 13은 완경사, 급경사, 역경사, 급격한 하상변화가 있

는 수로, 위어를 포함한 수로 등에서 표 3의 값을 입력하여

모의된 수면형상이다. 완경사 수로 모의 결과를 나타낸 그림

13(a)를 살펴보면 M1 곡선은 상류방향을 따라서 수평 점근

선에 접근하였으며 M2 곡선은 정상수심에 근접하는 경향을

잘 나타내었다. M3 곡선의 경우 상류에 수심경계조건을 부

여하고 하류에 유량경계조건을 부여하여 상류 방향으로 갈

수록 수심이 얕아지는 수면형상이 나타났다. 급경사 수로 모

의의 경우 상류방향을 따라서 S1 곡선은 수평점근선에 접근

하고 S2 곡선은 정상수심에서 한계수심으로 접근하며 S3 곡

선은 수심이 감소하는 경향을 잘 재현하였다. 하류로 갈수록

하상고가 증가하는 역경사 수로의 경우 A1 곡선은 상류방향

을 따라서 수평선에 접근하였다. 하지만 A2 곡선의 경우에

는 사류의 발생으로 인하여 상류로 갈수록 수심이 감소하는

경향을 잘 재현하지 못하여 상류단에 수심 경계조건, 하류단

에 유량 경계조건을 입력하여 재모의한 결과 그림 13(c)와

같이 올바른 수면형상곡선을 얻을 수 있었다. 하상고가 50

m 이후 지점에서 갑자기 0.2 m 증가하는 ABC1의 경우와

0.2 m 감소하는 ABC2의 경우 하상고가 증가하는 부분에서

수위가 감소하고 하상고가 감소하는 부분에서 수위가 증가

하여 정상수심에 접근하는 경향을 잘 나타내었다. 수로 중간

부에 높이가 0.2 m 인 광정위어가 존재하는 BCW1의 경우

위어 상부의 수위가 약간 낮아지다가 위어 통과 이후 정상

수심으로 접근해가는 경향을 잘 나타내었다. BCW1에 비해

광정위어의 높이를 5배 높인 BCW2의 경우 위어 상류구간

에서 M1곡선이 나타났고 위어를 지나면서 수위가 하강한

후 도수가 발생하고 다시 정상수심으로 근접해가는 결과를

얻을 수 있었다. 위어를 통과한 이후에 약간의 수치진동이

그림 12. 텐서형 난류동점성계수에 따른 만곡부 정점에서의

유속 비교

표 3. 점변화류 모의 조건 (단위: m)

구분 곡선 수심 유량(m3/s) 수로길이 수로경사도 한계수심 정상수심 조도계수 ∆z

완경사

M1 2.5

30 100 0.001 0.97 1.65 0.02M2 1.2

M3 0.7

급경사

S1 2.0

20 100 0.01 0.742 0.604 0.02S2 0.65

S3 0.55

역경사
A1 1.2

30 100 -0.01 0.97 0.02
A2 0.7

급격한 
하상변화

ABC1
1.65 30

100 0.001 0.97 1.65
0.02

0.2

ABC2 100 0.001 0.97 1.65 -0.2

위어
BCW1 1.65 30 100 0.001 0.97 1.65 0.02 0.2

BCW2 2.32 20 400 0.001 0.742 2.32 0.05 1.0
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발생하였는데 이는 도수에 의해 수리학적으로 불안정한 파

가 하류방향으로 전달되어 생기는 것으로 판단된다.

5. 결 론

본 연구에서는 천수흐름 해석을 위한 2차원 유한요소모형

을 개발하였다. 텐서형태의 와점성계수를 포함한 운동량방정

식과 질량보존방정식으로 구성된 천수방정식을 수치 모형화

하기 위해서 Galerkin법을 적용하였으며 Newton-Raphson법

에 의해 반복적으로 해를 구하는 방법을 취했다. 수치적분은

Gauss 구적법을 이용하였으며 지형에 따라 삼각망과 사각망

을 혼용하여 사용할 수 있도록 하였다. 대수방정식의 해는

프론탈 기법을 적용하여 구하였다. 

개발된 수치모형을 검증하기 위하여 폭이 1 m, 중심각

150o, 사행도 1.52인 두 개의 만곡부를 가지는 직사각형 단

면 사행수로에 적용하여 만곡부에서의 횡방향 유속 및 수심

분포를 분석하고 수리실험 결과와 비교하였다. 만곡부 유입

이전에는 수로 폭 방향으로 균일한 유속이 발생하나 첫 번

재 만곡부에 접근하면서 내측의 유속이 외측에 비해 40%

이상 빠르게 분포하였으며 첫 번째 만곡부가 종료된 이후의

직선구간인 S6~S7에서 다시 균일한 유속이 나타났다. 이 후

두 번째 만곡부에서 다시 내측에 빠른 유속이 분포하고 만

곡부 종료 이후 하류단까지 균일한 유속분포가 나타났다. 수

로 전체에 걸친 유속분포는 두 만곡부의 중심을 기준으로 대

칭적이었으며 만곡부에서 미약한 편수위 현상이 발생하였다.

첫 번째 만곡부(S4)와 두 번째 만곡부(S9)에서 수치모의된 횡

방향 유속분포 결과를 실측자료와 비교한 결과 두 값이 매우

잘 일치하였다. 조도계수에 의한 민감도를 분석한 결과 조도계

수가 커질수록 유속이 감소하여 내외측 유속차가 줄어들었으

며 이에 따라 수심도 커짐을 확인할 수 있었다.

완경사, 급경사, 역경사, 급격한 하상변화가 있는 수로와

위어를 포함한 수로에서 12개의 점변화류 수면곡선을 모의

그림 13. 수면형상 모의 결과
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한 결과 M1, S1 및 A1 곡선은 상류방향을 따라서 수평점

근선에 접근하였고 M3, S3 및 A2 곡선은 수심이 감소하는

경향을 잘 재현하였다. M2 곡선과 S2 곡선은 각각 정상수

심과 한계수심에 근접하는 수면형상곡선을 얻었다. M3 및

A2 수면곡선의 경우 사류의 발행으로 인하여 상류단에 수심

조건, 하류단에 유량조건을 입력하여야 올바른 형상을 얻을

수 있었다. 급격히 하상고가 감소하거나 증가하는 수로에서

도 수위가 증가하거나 감소하다가 정상수심에 근접해가는 경

향을 잘 나타내었다. 위어의 높이가 0.2 m인 경우 위어 상

부의 수위가 약간 낮아지다가 위어를 통과한 이후 정상수심

에 접근해 가는 경향을 잘 나타내었다. 위어의 높이가 1.0

m인 경우 위어 상류 구간에서 M1곡선이 나타나고 위어를

지나면서 수위 하강이 나타난 후 도수가 발생고 다시 정상

수심으로 근접해가는 결과를 얻을 수 있었다. 위어를 통과한

이후에 약간의 수치진동이 발생하였는데 이는 도수에 의해

수리학적으로 불안정한 파가 하류방향으로 전달되어 발생하

는 것으로 판단된다.
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