
한국소음진동공학회논문집 제 20 권 제 11 호, pp. 1052~1057, 2010.

DOI : 10.5050/KSNVE.2010.20.11.1052

1052/한국소음진동공학회논문집/제 20 권 제 11 호, 2010년

중력의 영향이 고려된 회전 블레이드의 동적 안정성 해석
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ABSTRACT

Dynamic stability of rotating blade considering gravity effect is investigated in this paper. 
Equations of motion for the beam is derived by employing hybrid deformation variable method and 
transformed into dimensionless form. The present modeling method is verified by RecurDyn. Stability 
diagrams are presented to show the influence of the configuration of the beam and angular velocity 
on the dynamic stability by applying Floquet's theory. Since the natural frequencies are varied when 
the blade has rotating motion, it is found that relatively large unstable regions exist approximately 
1.1 times as high as the first bending natural frequency and half of the sum of first and second 
bending natural frequency.

* 
1. 서  론

최근 세계적으로 그린에너지에 대한 관심이 점증

함에 따라 풍력 터빈을 이용하는 발전기에 대한 관

심과 연구가 널리 이루어지고 있으며, 풍력 발전기

술의 진보에 따라 발전기당 전력 생산량 또한 10
MW급까지 등장하고 있다. 이러한 변화는 필연적으

로 풍력 터빈 블레이드의 크기와 중량의 증가를 가

져올 수밖에 없었다. 그런데 풍력 터빈 블레이드는 

그 회전 평면이 중력방향과 평행하므로 중력의 영

향이 고려되어야 하며 아울러 중량이 매우 크므로 

고유진동수가 낮고 회전수도 비교적 낮아 그 영향
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이 함께 고려되어야 한다. 
풍력 발전용 블레이드의 안정성 해석에 대해 

aeroelastic적 방법에 의한 접근으로 여러 연구들이 

진행되어왔다(1,2). 하지만 이러한 방법은 공기역학적 

특성이 고려되었다는 장점이 있지만 정확한 동적 

모델링이 포함되지 않았다는 한계를 가진다. 또한 

회전하는 블레이드의 경우 회전에 의한 원심력이 

발생하여 시스템의 강성이 증가하고 그에 따라 고

유진동수들이 증가하게 된다. 참고문헌 (3), (4)는 

이러한 회전운동을 하는 구조물의 강성변화운동에 

관한 연구 중 일부이다. 따라서 이 연구에서는 회전

하는 블레이드를 대상으로 정확한 보 모델링 방법

을 사용하여 모델링 하는 것에 초점을 두고 안정성 

해석을 수행하려 한다. Kane 등이 제시한 보 모델

링 방법(5,6)은 선형 탄성 변형과 비선형 강체 운동

으로 구성되어 강체 운동이 큰 경우에도 정확한 해

석 결과를 얻을 수 있는 방법이다. 이 방법은 강체 

운동을 수반하는 보 구조물에 관한 여러 연구들에
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서 사용되었는데, 회전 구조물에 관한 동적 해석 및 

진동 해석(7), 축 방향 운동을 하는 보 구조물에 대

한 연구(8)와 같은 연구에 사용되었다. 최근에는 이 

방법을 이용하여 시스템의 동적 안정성을 해석하는 

연구들도 진행되었는데 축 방향 가속을 받는 보 구

조물의 동적 안정성 해석(9), 주기적 하중을 받는 축 

방향 왕복 운동 외팔보에 대한 동적 안정성 해석(10) 
등이 그에 해당된다. 

이 연구에서는 풍력 터빈 블레이드를 회전하는 

외팔보로 가정하고 이 보 모델링 방법을 적용하여 

선형 운동방정식을 유도하고 동적 안정성 해석 모

델을 제시하였다. 지금까지 수행되었던 동적 안정성 

해석 연구의 운동방정식은 대부분 제차 미분방정식

(homogeneous differential equation)이거나 혹은 가

정하였다. 이러한 경우 다중 시간 척도법(multiple 
time scales method)이나 Floquet’s theory 등을 이

용하여 시스템의 안정성 여부를 확인할 수 있다(11). 
하지만 이 연구에서 적용된 모델의 운동방정식은 

비 제차 미분방정식(nonhomogeneous differential 
equation)인 경우여서 Floquet’s theory를 사용할 경

우 안정한 영역에서도 매우 큰 변위를 갖는 경우들

이 생기는데, 이러한 영역이 안정한 영역이긴 하나 

그 결과를 무시할 수는 없다. 따라서 이 연구에서는 

안정성 해석 결과를 변위의 크기에 따라 등고선 그

래프(contour graph)로 나타내고 결과를 분석하였다.

2. 운동방정식

2.1 운동방정식 유도과정
이 절에서는 중력의 영향이 고려된 회전 블레이

드의 운동방정식을 유도하려 한다. 실제 풍력 터빈 

블레이드는 단순한 구조가 아니지만, 이 연구에서는 

블레이드의 주요 인자들이 동적 안정성에 미치는 

영향을 먼저 파악하고자 하여 블레이드를 2차원 평

면 운동을 하는 외팔보로 가정하였다. Fig. 1은 허브

에 고정되어 있는 변형된 외팔보의 형상을 나타낸다. 

0P 는 외팔보상의 임의 질점의 변형 전 위치를 나타

내며 P는 변형 후의 위치를 나타낸다. 여기서 1̂n 과 

2n̂ 는 절대 좌표계의 서로 수직인 두 개의 단위벡터

를 나타내고 1â 과 2â 는 강체 A에 부착된 서로 수

직인 단위벡터들을 나타내는데, 1â 은 변형되지 않은 

보의 축 방향과 평행한 벡터이다. 또한 x는 보의 고

정 O점 로부터 변형 전 임의 점 0P 까지의 거리를, u
는 탄성변위벡터를, s는 P위치에서 보가 인장된 길이

를 각각 나타낸다. 강체 운동을 하는 외팔보의 운동

방정식을 유도하기 위해 Rayleigh-Ritz 가상 모드 방

법을 사용하여 s와 2u 를 다음과 같이 근사화한다. 

1

1 1
1

( ) ( )i i
i

s x q t
μ

φ
=

=∑ (1)

2

2 2 2
1

( ) ( )i i
i

u x q t
μ

φ
=

= ∑ (2)

여기서 1 ( )i xφ 와 2 ( )i xφ 는 보의 인장방향과 굽힘 방

향 모드함수들을 나타내며 1 ( )iq t 와 2 ( )iq t 는 시간

의 함수인 일반좌표들이고 1μ 과 2μ 는 각 방향 별 

모드함수의 개수이다. 변형이 일어날 때 보의 임의 

점 P점의 속도 Pv 는 다음의 관계를 이용하여 구할 

수 있다.

/P O P Av v v= + (3)

여기서 Ov 는 외팔보의 축 방향으로 운동을 하는 

강체로 가정한 허브 A상의(외팔보의 고정단) O점

의 속도이며 /P Av 는 강체 A에서 관찰한 P점의 속

도를 나타내는데 이들은 다음의 식과 같이 1â 과 

2â  방향 성분으로 나타낼 수 있다.

1 1ˆ
Ov v a= (4)

/
1 1 2 2ˆ ˆP Av u a u a= + (5)

따라서

( )1 1 1 2 2ˆ ˆPv v u a u a= + + (6)

또한 P점의 가속도 Pa 는 Pv 를 시간으로 미분하여 

Fig. 1 Configuration of a rotating cantilever beam
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구할 수 있는데 식 (6)에 나타난 1u 은, 앞에서 1u 이 

근사화되지 않으므로, s와 2u 로 표시되어야 한다. 이

를 위해 필요한 관계식은 다음과 같이 주어진다(5).

1/ 22 2
1 2

0
1

x u ux s dσ
σ σ

⎡ ⎤∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ (7)

Taylor 급수전개를 이용하여 식 (7)을 2차항까지 

전개하여 정리하면

2
2

1 0

1
2

x us u dσ
σ
∂⎛ ⎞= + ⎜ ⎟∂⎝ ⎠∫ (8)

식 (8)을 미분하여 정리하면

2 2
1 0

x u uu s dσ
σ σ

∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞= − ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠∫ (9)

식 (8)은 1u 이 s와 2u 에 의해 구해질 수 있으므

로 Pv 를 구할 수 있게 되고, 식 (9)를 이용하여 편

속도를 구하면 다음과 같다.

1 1
1

ˆ
P

i
i

v a
q

φ∂
=

∂
(10)

( )
2

2 , 2 , 2 1 2 20
12

ˆ ˆ
P x

i j j i
ji

v d q a a
q

μ

σ σφ φ σ φ
=

∂
= − +

∂ ∑∫ (11)

이상에서 구한 식들을 이용하여 운동방정식은 다

음과 같은 형태로 구해진다(12).

* 0i iF F+ = 1 2( 1,2, , )i μ μ= ⋅⋅ ⋅ + (12)

또한 일반관성력은 다음 식에 의해 구해질 수 있다.

*

0

PL P
i

i

vF a dx
q

ρ ∂
= − ⋅

∂∫ (13)

여기서 L과 ρ 는 각각 외팔보의 길이와 단위길이

당 질량을 각각 나타낸다. 일반작용력은 탄성에너지

와 중력의 영향에 의해 결정되는데 보의 인장과 굽

힘 효과만 고려한 탄성에너지는 다음과 같이 나타

낼 수 있다.

22 2
2

20 0

1 1
2 2

L Ls uU EA dx EI dx
x x

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞= + ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫ (14)

여기서 E 는 영률, A는 단면적, I 는 단면 2차모

멘트를 나타낸다. 식 (14)와 다음 식을 이용하여 일

반작용력을 구할 수 있다. 

( )2
0

ˆ

i i

U G
i

L
p

i

F F F

U v gn dx
q

ρ

= +

∂
= − + ⋅ −

∂ ∫
(15)

이상의 결과들을 종합하여 중력의 영향을 고려한 

회전하는 외팔보의 운동방정식은 다음과 같이 유도

할 수 있다.

( )

( )

1

2

11 2 11
1 1 1

1
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2
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여기서,

0

Lab
ij ai bjm dxρφ φ≡ ∫ (18)

1 , 1 ,0

LS
ij i x j xk EA dxφ φ≡ ∫ (19)

2 , 2 ,0

LB
ij i xx j xxk EI dxφ φ≡ ∫ (20)

2 , 2 ,0
( )

LGA
ij i x j xk L x dxρ φ φ≡ −∫ (21)

2 2
2 , 2 ,0

1 ( )
2

LGB
ij i x j xk L x dxρ φ φ≡ −∫ (22)

.0

L

i iP dxα αρφ≡ ∫ (23)

.0

L

i iQ x dxα αρ φ≡ ∫ (24)

일반적으로 보의 인장방향 고유진동수는 굽힘 방

향 고유진동수에 비해 매우 높고, 두 방향 간 모드

들이 서로 간섭효과를 가지지 않는다고 가정하면 
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두 방향간 연성효과를 무시할 수 있다. 또한 일반적

으로 보는 굽힘 방향의 운동이 지배적으로 나타나

므로 굽힘 방향 운동만 고려하면 식 (17)은 다음과 

같이 나타낼 수 있다.

2
2 22

22
2 22

1

2 2 2

sin

cos 0 ( 1,2,...., )

B
ij ij

ij j jGA GB
j ij ij

i i

k m
m q q

g k k

g P Q i

μ ω

θ ω

θ ω μ

=

⎡ ⎤⎛ ⎞−
⎢ ⎥⎜ ⎟+

⎜ ⎟⎢ ⎥− +⎝ ⎠⎣ ⎦
+ + = =

∑ (25)

2.2 운동방정식 검증
식 (25)를 통해 구한 운동방정식의 정확성을 검증

하기 위하여 방정식을 직접 수치적분하여 얻은 결과

를 상용프로그램인 RecurDyn으로 검증하여 Fig. 2로 

나타내었다. 이때 적용된 외팔보의 물성치는 Table 1
과 같다.

2.3 운동방정식 무차원화
또한 일반적인 해석 결과를 얻고자 운동방정식

을 무차원화하기 위해 다음의 무차원 변수들을 정

의한다.

3gL
EI
ρε = (26)

Fig. 2 Verification for the equation of motion

Table 1 Numerical data for the simulation
Notation Description Numerical data

L Length 10 m

A Cross section area 4.0 E-4 m2

I Area moment of inertia 2.0 E-7 m4

 Mass per unit length 1.2 kg/m

E Young´s modulus 7.0 E10 N/m2

4mLT
EI

= (27)

Tγ ω= (28)

t
T

τ = (29)

x
L

ξ = (30)

2i
i
q
L

η = (31)

위의 무차원 변수들을 이용하면 무차원 운동방정

식은 다음과 같이 나타낼 수 있다.

2

2 22

22 22 2
1 sin

2
cos 0

B
ij ij

ij j jGA GB
j ij ij

i

M K
M

K K

P

μ γ
η ηγε γτ

ε γτ

=

⎡ ⎤⎧ ⎫− +
⎢ ⎥⎪ ⎪+ ⎨ ⎬⎢ ⎥

− +⎪ ⎪⎢ ⎥⎩ ⎭⎣ ⎦
+ =

∑ (32)

3. 안정성 해석

시스템의 동적 안정성을 판단하는 대표적인 방법

으로 Floquet's theory을 이용한 안정성 해석이 있는

데, 이 방법은 시스템의 운동방정식이 제차 미분방

정식일 때 적용할 수 있다. 하지만 이 연구의 시스

템에서 얻은 운동방정식의 경우 식 (32)에서 볼 수 

있는 것과 같이 비 제차 미분방정식인 것을 알 수 

있다. 비 제차 항은 안정성에 영향을 미치지 않으므

로 무시하고 안정성 해석을 수행하면 Fig. 3과 같이 

안정성 도표를 구할 수 있다. 안정성도표에서 파란 

부분은 안정한 영역, 붉은 부분은 불안정한 영역을 

나타낸다. 이 중 한 데이터세트에 대해 각각 안정, 
불안정한 결과들을 살펴보았다. Fig. 4에서 붉은색 

그래프는 Floquet's theory에 따라 불안정하다고 판

단된, 시간이 지남에 따라 발산하는 그래프이고 파

란색 그래프는 Floquet's theory에 따른 결과로는 안

정하다고 판단된 그래프이다. 하지만 Fig. 5를 보면 

알 수 있듯이, 안정하다고 판단된 결과에서 시간이 

지남에 따라 발산하지는 않지만 무차원 변위 값이 

매우 큰 값을 갖는 것을 볼 수 있다. 따라서 운동방

정식이 비 제차 방정식인 경우에 대해서 안정성을 

판단하기 위한 추가적인 척도가 필요한 것을 알 수 
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있다. 비 제차 방정식을 풀어 구한 무차원 변위 값이 

주기적 함수 형태로 나타나기 때문에 이 연구에서는 

무차원 변위 그래프의 진폭을 사용하여 진폭의 범위

에 따라 안정성 척도를 규정하는 기법을 제안하고자 

하며 그 결과로 Fig. 6과 같이 등고선 그래프를 구하

였다. 진폭의 범위에 따라 11단계로 범위를 나누었고, 
그에 따라 구한 환산 값은 Table 1에 나타내었다. 이 

Fig. 3 Stability diagram by Floquet's theory

Fig. 4 Transient analysis of two cases

Fig. 5 Transient analysis of case A

범위는 설계자의 기준에 따라 다르게 적용될 수 있다.
Fig. 6에서 가로축은 정규화된 무차원 회전 각속

도이고 세로축은 식 (26)에서 정의된 바와 같이 중

력 및 외팔보의 제원과 관련된 값이다. 전체적으로 

낮은 무차원 회전 각속도에서 불안정한 영역이 존

재하고 이 그래프를 통해 불안정한 영역이 어떤 조

건에서 나타나며 그 영역이 어떻게 확대되는지를 

알 수 있다. 일반적으로 축 방향 왕복운동을 하는 

경우 불안정한 영역이 주파수가 외팔보의 첫 번째 

고유진동수인 1γ 일 때, 첫 번째 고유진동수와 두 

번째 고유진동수 합의 반에 해당하는 
1 2

2
γ γ+

일 지

점을 중심으로 나타나는데 비해 회전하는 외팔보의 

경우는 각각 약 1.1배 높은 주파수를 중심으로

Table 2 Conversion tables
Dimensionless

u2 max 0~0.05 0.05~1 0.1~0.15 … 0.5~

Conversion 
value 0 1 2 … 10

Fig. 6 Stability contour graph

Fig. 7 Variation of first natural frequency
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나타난다. 이러한 이유는 식 (25)에서 볼 수 있는 

것처럼 강성 항에 각속도가 포함되어 있어 회전함

에 따라 외팔보의 고유진동수가 변하기 때문이다. 
회전 각속도 변화에 따른 첫 번째 고유진동수의 변

화를 Fig. 7에 나타내었다. 회전하지 않을 경우 첫 

번째 고유진동수의 값이 3.798이지만 회전함에 따

라 약 1.1배 증가한 4.178이 된다. 또한 이 안정성 

해석 결과는 터보 기기류를 비롯한 회전 구조물은 

낮은 ε 값을 갖고 높은 회전 각속도로 작동하기 때

문에 중력의 영향을 고려하여도 대부분 안정한 영

역에서 작동하지만, 이 연구에서 대상으로 한 풍력 

터빈의 블레이드는 높은 ε 값을 갖고 낮은 회전 각

속도로 작동하므로 중력의 영향이 고려되어야만 한

다는 것을 보여준다.

4. 결  론

이 논문에서는 중력의 영향이 고려된 회전하는 블

레이드의 모델링 및 동적 안정성 해석을 수행하였으

며 상용 프로그램을 사용하여 운동방정식을 검증하

였다. 중력의 영향으로 인해 시스템의 운동방정식이 

비 제차 미분방정식이 되었고, 유도된 운동방정식을 

Floquet's theory를 적용하여 안정성 해석을 수행하였

으며 안정하지만 매우 큰 변위를 갖는 영역들이 존

재하기 때문에 최대변위에 따라 등고선 그래프로 안

정성 해석 결과를 나타내는 방법을 제안하였다. 해석 

결과 무차원 회전 각속도 γ 가 정확히 1γ , 1 2

2
γ γ+

인 지점이 아닌 약 1.1배 높은 지점에서 심한 불안정

성을 나타내는 것은 블레이드가 회전함에 따라 고유

진동수가 변하기 때문이며, stability contour graph를 

통하여 블레이드의 물성치와 회전 각속도가 안정성

에 미치는 영향을 확인할 수 있다. 
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