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ABSTRACT

Finite element models of dynamic systems can be updated in two stages. In the first stage, mass and 
stiffness matrices are updated neglecting damping. In the second stage, a damping matrix is estimated with 
the mass and stiffness matrices fixed. Methods to estimate a damping matrix for this purpose are proposed 
in this paper. For a system with proportional damping, a damping matrix is estimated using the modal 
parameters extracted from the measured responses and the modal matrix calculated from the mass and 
stiffness matrices from the first stage. For a system with non-proportional damping, a damping matrix is 
estimated from the impedance matrix which is the inverse of the FRF matrix. Only one low or one 
column of the FRF matrix is measured, and the remaining FRFs are synthesized to obtain a full FRF 
matrix.  This procedure to obtain a full FRF matrix saves time and effort to measure FRFs.

* 
1. 서  론

요즘 동적 하중을 받는 복잡한 기계시스템이나 

구조물의 응답을 예측하는 것은 설계단계에서 필수

적이 되었으며, 이 목적을 위하여 유한요소해석

(FEA : finite element analysis)이 널리 이용되고 있

다. 그러나 이 방법을 사용하여 예측한 응답과 실제 

실험으로 측정한 응답 사이에는 차이가 있을 수 있

으므로 이 두 응답을 일치시키기 위하여 유한요소

모형을 개선하는 방법에 관한 연구가 활발히 수행

되어왔다. 관련된 연구들은  참고문헌에 조사, 요약

되어 있다(1,2). 모형 개선(model updating)에의 접근 

방법의 하나로 감도 해석(3)이 있다. 감도 해석에서
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는 모형의 응답, 예를 들면 고유값과 고유벡터의 개

선변수(updating variable)에 대한 감도를 구하고, 
이 감도에 따라서 개선변수를 변화시킨다. 또 다른 

접근방법은 Lin(4)과 Imregun(5)이 개발한 주파수응

답함수(FRF : frequency response function)법이 있

다. 이 접근방법에서는 측정한 FRF와 유한요소모형

으로부터 예측한 FRF를 일치시키기 위해서 요소수

정계수를 계산하고, 이 요소수정계수를 요소의 강성

행렬과 질량행렬에 곱함으로써 유한요소모형을 개

선한다.
일반적으로 유한요소모형을 개선할 때 감쇠는 고

려하지 않고 있으며, 감쇠를 포함한 모형 개선은 소

수의 연구에서 수행되었다. 구조 매개변수와 감쇠비

를 함께 개선하는 2단계 신경회로망 방법(6)이 개발되

었고, 앞에서 언급한 FRF법은 구조물의 질량행렬과 

강성행렬뿐만 아니라 감쇠행렬도 규명할 수 있도록 

발전되었다(7). 제어 이론에서 도입된 eigenstructure 
assignment법(8)은 유한요소모형을 개선하는데 사용

되고 있는데 그 이름이 의미하는 것처럼 측정된 고



이 건 명 ․김 경 주 ․주 영 호

1022/한국소음진동공학회논문집/제 19 권 제 10 호, 2009년

Fig. 1 Comparison of the measured (solid line) and 
analytical (dashed line) FRFs before updating

유값과 고유벡터를 재생한다. 
이 논문에서는 2 단계로 유한요소모형을 개선하

는 방법을 제안하였다. 첫 단계에서는 감쇠를 무시

하고 유한요소모형의 질량과 강성행렬을 최적화 기

법을 이용하여 개선한다. 두 번째 단계에서는 질량

행렬과 강성행렬을 고정하고, 감쇠행렬을 구한다. 
감쇠행렬은 계가 비례감쇠(proportional damping) 
특성을 갖는 지의 여부에 따라 각각 다른 방법으로 

구해진다. 비례감쇠인 경우 감쇠행렬은 실험데이터

로부터 추출된 모드매개변수와 첫 단계에서 구한 

질량과 강성행렬로부터 구한 모드행렬을 사용하여 

구한다. 비례감쇠가 아닌 경우에는 FRF행렬의 역행

렬인 임피던스 행렬을 이용하여 감쇠행렬을 추정한

다. 이 논문에서는 감쇠를 추정하는 이 두 가지 방

법의 타당성과 문제점을 시뮬레이션 데이터를 사용

하여 고찰하고자 한다.

2. 유한요소모형 개선 첫 단계

유한요소모형으로부터 예측한 응답과 실제로 측

정한 응답을 일치시키려는 유한요소모형의 개선은 2
단계로 나누어 수행될 수 있다. 첫 단계에서는 감쇠

를 무시하고 계의 질량행렬과 강성행렬을 최적화 기

법을 이용하여 개선한다. 최적화 기법을 적용하기 

위하여 목적함수는 FEA로 예측한 응답과 실험으로 

측정한 응답의 차이로 이루어진다. 응답의 형태로 

고유진동수와 모드형을 선택하였고, 모드형 사이의 

차이는 MAC(modal assurance criterion)값을 이용한

Table 1 Modal parameters estimated from the canti-
lever beam

Mode Natural frequency (Hz) Damping ratio (%)

1 15.86 1.78

2 97.76 0.69

3 281.37 0.52

4 548.75 0.66

5 907.80 0.20

다. 이때 목적함수는 다음 식과 같이 나타난다.
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위 식에서 ω 는 고유진동수를, 하첨자 ‘a’와 ‘e’ 
는 각각 FEA와 실험으로 구한 값을 의미하고, ‘i’
는 모드번호를, ‘n’은 포함된 모드수를 나타낸다. 
개선변수로는 Young계수 등 재료의 특성을 나타내

는 변수, 두께 등의 치수, 응답을 측정하기 위하여 

부착한 센서의 부하영향을 나타내는 변수 등을 선

택할 수 있다. 최적화 과정은 목적함수를 최소화하

는 개선변수를 찾는 과정으로 이 과정을 위하여  

MATLAB의 Optimization Toolbox(9)에 있는 함수

를 사용할 수 있다.
위에서 설명한 유한요소모형 개선 방법을 길이 

0.27 m, 폭 0.034 m, 두께 0.0015 m, 밀도 7850
kg/m3의 강철 외팔보에 적용하였다. 적용 과정 및 

결과는 이 논문의 주된 관심사가 아니므로 간략하

게 설명하겠다. 외팔보의 FEA를 위하여 외팔보를 

같은 길이의 5개의 보요소로 나누었다. 이와 같이 

하면 외팔보는 5개의 절점을 갖게 되고, 각 절점은 

병진자유도와 회전자유도를 가지므로 외팔보는 총 

10개의 자유도를 갖게 된다. 외팔보의 실험데이터는 

고정단으로부터 두 번째 절점에 가속도계를 부착하

고, 각 절점에 충격해머로 충격력을 가하여 측정한 

5개의 FRF이다. 측정 주파수 범위는 0~1200 Hz이
고, 데이터 사이의 주파수 간격은 1 Hz이다. 이 5개

의 FRF로부터 추정한 모드매개변수는 Table 1에 수

록되어 있다. 
식 (1)을 목적함수로 하고, 개선변수로 재료의 

Young 계수, 응답을 측정하기 위하여 외팔보에 부착

한 가속도계의 질량과 질량관성모멘트를 선정하였다. 
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Fig. 2 Comparison of the measured(solid line) and 
analytical(dashed line) FRFs after updating

Fig. 1은 개선변수들의 초기값을 각각 210×109 N/m2, 
0.0021 kg, 1.826×10-7 kgm2로 하였을 때 감쇠를 고려

하지 않은 유한요소모형으로부터 예측한 FRF와 충

격시험으로 측정한 FRF를 비교하고 있다. MATLAB
의 최적화 함수 중의 하나인 ‘fminunc’를 사용하여 

도달한 최적점에서의 개선변수값은 각각 초기값의 

0.8807, 0.8788, 6.4513배였다. 최적점에서 Young 
계수의 감소는 유한요소모형의 강성이 작아져야 한

다는 예상과 일치한다. 가속도계의 질량과 질량관성

모멘트는 가속도계에 연결된 케이블의 영향으로 최

적점에서 증가할 것으로 예상하였었다. 그러나 가속

도계의 질량은 초기값보다 작은 값이 얻어졌고, 이

는 도달한 최적점이 매우 정확하지는 않다는 것을 

의미한다. Fig. 2는 최적점에서의 두 FRF를 비교하

고 있다. 두 FRF의 피크의 위치는 잘 일치하고 있

으나 감쇠를 고려하지 않았으므로 피크의 크기에는 

많은 차이가 있음을 볼 수 있다. 

3. 모형 개선 두 번째 단계

유한요소모형 개선의 두 번째 단계에서는 첫 단

계에서 구한 질량행렬과 강성행렬을 고정하고, 감쇠

행렬을 구하는데 계의 감쇠 특성이 비례감쇠인지 

아닌지에 따라 서로 다른 방법을 적용한다. 

3.1 비례감쇠인 경우
비례감쇠 계에서는 모드의 직교성으로부터 다음 

관계가 성립한다.

Fig. 3 A 4 dof system with lumped parameters

][]][[][ ii
T CXCX = (2)

위 식에서 [C]N×N는 감쇠행렬이고 [X]N×N는 모드

형으로 이루어진 모드행렬이며, 모형 개선 첫 단계

에서 구한 질량행렬과 강성행렬로부터 고유치문제

의 해로서 구해지므로 행과 열의 개수가 같다. N은 

계의 자유도를 의미한다. [Cii]N×N는 대각행렬이며 i

번째 요소가 niiωζ2 의 값을 갖는다. 그리고 측정 주

파수 범위밖의 모드에 해당하는 대각선 요소는 영

의 값을 갖는다. iζ 와 niω 는 i번째 모드의 감쇠비

와 고유진동수이고, 이 모드매개변수들은 측정한 

FRF로부터 complex exponential법(10) 등의 모드매

개변수 추출 방법을 사용하여 구할 수 있다. 식 (2)
로부터 감쇠행렬 ][C 는 일반적인 경우 다음과 같이 

나타낼 수 있다. 

11 )]][([]][][[)]][([][ −−= TT
ii

T XXXCXXXC (3)

][X 의 행과 열의 개수가 같은 경우 위 식은 다

음과 같이 간단해 진다.

11 ]][[)]([][ −−= XCXC ii
T (4)

점성감쇠를 갖는 계의 FRF 행렬은 다음과 같이 

구할 수 있다.

12 ])[][]([][ −+−= CiMKH ωω (5)

위 식에서 ][H 는 FRF행렬, ][K 와 ][M 은 모형

개선 첫 단계에서 구한 강성행렬과 질량행렬을 의

미한다. 이렇게 구한 FRF를 실험으로 측정한 FRF
와 비교함으로써 추정한 행렬의 정확도를 평가할 

수 있다.
위 감쇠행렬 추정 방법의 특성을 고찰하기 위하

여 이 방법을 Fig. 3과 같은 4자유도계에 적용하였

다. 이 계는 질량 m1=m2=m3=m4=1 kg이고, 강성 

k1=k2=k3=k4=10000 N/m, 감쇠 c1=c2=c3=c4=5 Ns/m인 
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비례감쇠 계이다. 이 계의 감쇠행렬은 다음과 같다.
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이 계의 FRF는 식 (5)를 이용해서 구할 수 있고, 
그 중의 하나인 H11은 Fig. 4와 같다. 모드매개변수

는 complex exponential법을 이용하여 FRF로부터 

추출하여 Table 2에 나열하였다. 모형개선의 첫 단

계에서 정확한 질량행렬과 강성행렬이 구하여졌다

는 가정하에, 식 (4)를 이용하여 추정한 감쇠행렬은 

다음과 같다.
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추정된 감쇠행렬을 식 (6)에 나타난 원래의 행렬

과 비교해보면, 정확한 감쇠행렬이 구하여졌음을 알 

Fig. 4 A FRF of the 4 dof system

Table 2 Modal parameters estimated from the simu-
lated FRFs

Mode Natural frequency (Hz) Damping ratio (%)

1 5.53 0.87

2 15.92 2.50

3 24.38 3.83

4 29.91 4.71

수 있다. [M], [K]와 [C]estimated을 이용하여 식 (5)
로부터 구한 FRF는 원래의 FRF와 완벽하게 일치

하였다. 
비례감쇠가 아닌 계에 위의 감쇠행렬 추정 방법

을 적용하였을 때의 정확도를 고찰하기 위하여 이 

방법을 비례감쇠가 아닌 계에 적용하였다. Fig. 3의 

4자유도계에서 c3와 c4의 값만을 c3=c4=10 Ns/m로 

바꾸어 비례감쇠가 아닌 계로 만들었다. 이 새로운 

계의 FRF를 구하고, 계가 비례감쇠라는 가정하에 

이 FRF로부터 모드매개변수를 추출한 다음 식 (4)
를 사용하여 감쇠행렬을 구하였다. 이 때에도 계의 

질량행렬과 강성행렬은 정확한 값을 알고 있다고 

가정하였다. 새로운 계의 원래의 감쇠행렬과 추정된 

감쇠행렬을 아래에 나타내었다. 
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두 감쇠행렬을 비교하면 그 차이가 작지 않음을 

알 수 있다. 그리고 이 계의 원래의 FRF와 추정된 

Fig. 5 Comparison of the original(solid line) and 
analytical(dashed line) FRFs for the 4 dof 
system with non-proportional damping
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감쇠행렬을 사용하여 예측한 FRF를 Fig. 5에서 비

교하였다. 이상의 결과로써 이 감쇠행렬 추정 방법

을 비례감쇠가 아닌 경우에 적용하면 추정 결과에 

큰 오차가 있을 수 있으므로 비례감쇠가 아닌 경우

에 적용할 수 있는 다른 감쇠행렬 추정 방법이 필

요함을 확인할 수 있다.
이 감쇠행렬 추정 방법을 실제 계인 앞에서 다룬 

외팔보에 적용하였다. 모형개선 첫 단계에서 추정한 

질량행렬과 강성행렬, 그리고 이 감쇠행렬 추정 방

법을 사용하여 추정한 감쇠행렬로부터 예측한 FRF
를 Fig. 6에 나타내고, 측정한 FRF와 비교하였다. 
Fig. 6을 관찰하면 두 FRF가 잘 일치하고 있어 모

형 개선이 성공적으로 이루어졌다고 판단할 수 있

으며, 외팔보 재료가 비례감쇠 특성을 지닌다고 할 

수 있다. 0 Hz 부근의 저주파수 대역에서 두 FRF
가 잘 일치하지 않는 것은 압전식 센서의 고유의 

특성으로 인하여 이 주파수 대역에서 정확한 FRF
가 측정되지 않았기 때문인 것으로 판단된다.

3.2 비례감쇠가 아닌 경우
비례감쇠가 아닌 계의 감쇠행렬을 추정하기 위하

여 아래의 관계식을 이용한다. 

12 ][][][][ −=+− HCiMK ωω (10)

즉 FRF 행렬의 역행렬인 임피던스 행렬의 허수

부는 계의 감쇠행렬에 관한 정보를 포함하고 있으

Fig. 6 Comparison of the measured(solid line) and 
analytical(dashed line) FRFs when the 
damping matrix was obtained from the 
estimated modal parameters

므로 이로부터 감쇠행렬을 추정할 수 있다. 이 방법

은 계의 감쇠행렬을 추정하는데 이미 이용이 되고 

있다(11). 이 방법에서는 FRF 행렬의 역행렬을 구하

기 위하여 FRF 행렬의 모든 요소를 측정하여야 한

다. 예를 들면 3.1절에서 다룬 4자유도계에 이 방법

을 적용하기 위해서는 아래와 같이 16개의 FRF를 

측정하여야 한다.
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FRF 행렬의 모든 요소를 측정하여야 하는 번거

로움을 피하기 위하여 본 논문에서는 FRF 행렬의 

한 행이나 열만을 측정하고, 이로부터 나머지 요소

들을 예측하는 방법을 고안하였다. 하나의 FRF는 

다음 식과 같이 모드매개변수의 식으로 나타낼 수 

있다.
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위 식에서 nζωσ = 이고, nd ωζω 21−= 이며 

ii jba + 는 모드 i의 복소 레지듀(residue)를 의미한

다. 이러한 레지듀로 이루어진 레지듀 행렬은 각각

의 모드에 대하여 쓸 수 있고, 4 자유도계인 경우 

각각의 모드에 대하여 다음과 같은 레지듀 행렬을 

구할 수 있다. 
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한편 레지듀 행렬 [R]은 식 (14)와 같이 모드형의 

정보를 포함하고 있다. 이 식에서 Q 는 어떤 상수이

고, iu 는 i점에서의 모드형 성분을 의미한다. 이 관

계를 이용하면 레지듀 행렬의 한 행이나 열로부터 

전체 행렬을 구할 수 있다. 예를 들면 식 (14)에서 

레지듀 행렬의 두 번째 행을 알고 있다면 r12=r21, 
r11=r12r21/r22 등과 같이 레지듀 행렬의 나머지 요소

들을 구할 수 있다. 레지듀 행렬의 모든 요소를 구
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한 다음 식 (12)를 이용하여 FRF 행렬의 측정하지 

않은 요소들을 합성할 수 있다. 이렇게 함으로써 

FRF 행렬이 구하여졌고, 식 (10)을 이용하면 감쇠행

렬을 구할 수 있다.
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이 감쇠행렬 추정 방법을 감쇠행렬이 식 (8)과 같

은 Fig. 3의 4 자유도계에 적용하였다. 이때 식 (5)
로 구하여지는 FRF행렬은 한 행만을 구하고, 나머

지는 위에서 설명한 방법으로 합성하였다. 이와 같

이 구한 FRF 행렬에 식 (10)을 적용하여 구한 감쇠

행렬은 식 (8)과 거의 일치하였다. 
노이즈가 이 감쇠행렬 추정 방법의 정확도에 미

치는 영향을 고찰하기 위하여 FRF 행렬을 식 (5)를 

이용하여 구하는 대신 시뮬레이션을 수행하여 구하

였다. Fig. 3의 질량 m1에 sweep sinewave 형태의 

힘이 작용할 때의 각 질량의 응답을 Runge-Kutta 
법으로 구하고, 힘과 응답 데이터에 FFT를 취한 다

음, 그 비로서 FRF를 구하였다. 이렇게 구한 FRF
가 오차를 포함하도록 하기 위하여 averaging, 
windowing 등의 신호처리를 수행하지 않았다. Fig. 
7은 이와 같은 방법으로 구한 FRF와 이로부터 추

출한 모드매개변수를 사용하여 합성한 FRF를 비교 

Fig. 7 Comparison of the simulated and synthesized 
FRFs of the 4 dof system

하고 있는데 시뮬레이션으로 구한 FRF가 노이즈를 

포함하고 있는 것을 볼 수 있다. 이와 같이 시뮬레

이션으로 구한 FRF에 이 감쇠행렬 추정 방법을 적

용하여 추정한 감쇠행렬은 다음과 같다. 
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896.8876.10705.0487.0
876.10974.18678.10179.0
705.0678.10915.14639.5
487.0179.0639.5233.10

][ estimatedC   

(15)

이 행렬을 원래의 행렬인 식 (8)과 비교해 보면 

약간의 차이를 볼 수 있다. 이와 같은 추정 오차를 

정량적으로 나타내기 위하여 다음과 같은 추정 오

차를 정의하였다.

100×
Δ

=
∑
∑

ij

ij

e

e
error (16)

위 식에서 ije 는 행렬 내의 각각의 요소를 의미하

고, ijeΔ 는 각각의 요소의 오차를 의미한다. 추정 

오차를 이와 같이 나타내었을 때 식 (15)로 나타난 

감쇠행렬의 추정 오차는 9.1 %이다. 식 (10)에서 보

는 바와 같이 이 감쇠행렬 추정 방법은 감쇠행렬 

뿐만아니라 두 개 이상의 ω 값을 사용하면 질량행

렬과 강성행렬도 추정할 수 있다. 이 방법으로 질량

행렬과 강성행렬을 추정하였을 때 그 추정 오차는 

각각 1.38 %와 1.06 %이었다. 이 방법은 감쇠행렬

을 추정하기 위하여 사용되었지만 질량행렬과 강성

행렬은 더 높은 정확도로 추정할 수 있음을 알 수 

있다. 
시뮬레이션으로 FRF를 구할 때 작용하는 힘과 응

답에 각각 1 %의 노이즈를 포함시켰다. 이 때 노이

즈 레벨은 노이즈의 rms값과 원래 신호의 rms값의 

비로서 정의한다. 노이즈를 포함한 데이터에 본 감쇠

행렬 추정 방법을 적용하여 추정한 감쇠행렬의 추정 

오차는 32.1 %나 되었다. 이로서 이 감쇠행렬 추정 

방법은 노이즈에 매우 민감한 것을 알 수 있다. 질량

행렬과 강성행렬의 추정 오차는 각각 5.70 %와 2.59
%로서 감쇠행렬의 추정 오차에 비하여 훨씬 작은 

값을 나타내었다.
이 감쇠계수 추정 방법을 비례감쇠가 아닌 실제 

계에 적용하여 그 특성을 고찰하는 것은 향후 연구
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에서 수행할 예정이다. 비례감쇠계는 비례감쇠가 아

닌 계의 특별한 경우이므로 향후 연구를 통하여 이 

추정 방법이 개선이 되면 이 방법을 비례감쇠계의 

감쇠행렬 추정에도 적용할 수 있을 것이다.

4. 결  론

유한요소모형의 개선은 2단계로 나누어 수행될 

수 있다. 첫 단계에서는 감쇠를 무시하고 계의 질량

행렬과 강성행렬을 개선하고, 두 번째 단계에서는 

첫 단계에서 구해진 질량, 강성행렬을 고정시키고 

감쇠행렬을 구한다. 이 논문에서는 이러한 2단계 모

형 개선과정의 두 번째 단계에 적용할 수 있는 감

쇠행렬 추정 방법을 제안하였다. 
감쇠행렬 추정을 위하여 계의 감쇠 특성에 따라 

서로 다른 방법을 적용하는데, 비례감쇠 계인 경우

에는 모형개선의 첫 단계에서 구한 질량과 강성행

렬로부터 구한 모드행렬과, 계의 측정한 응답으로부

터 추출한 모드매개변수를 사용하여 감쇠행렬을 추

정한다. 이 방법은 계가 비례감쇠인 경우에는 높은 

정확도로 감쇠행렬을 추정할 수 있다.
비례감쇠가 아닌 경우에는 FRF행렬의 한 행이나 

열을 측정한 다음 이를 모드해석하여 각 모드에 대

한 레지듀를 구하고, 이로부터 측정하지 않은 FRF들

을 합성함으로써 전체 FRF 행렬을 구한다. 그런 다

음 이 FRF 행렬의 역행렬인 임피던스행렬로부터 감

쇠행렬을 추정한다. 이 방법을 사용하면 감쇠행렬뿐

만아니라 질량, 강성행렬도 추정할 수 있으나 이 방

법은 노이즈에 매우 민감하다는 단점을 지니고 있다. 
특히 감쇠행렬의 추정 정확도가 더욱 민감하다.  
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