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A Compact Divide-and-conquer Algorithm fbr Delaunay Triangulation with an 
Array-based Data Structure
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ABSTRACT
Most divide-and-conquer implementations for Delaunay triangulation utilize quad-edge or winged- 

edge data structure since triangles are frequently deleted and created during the merge process. How­
ever, the proposed divide-and-conquer algorithm utilizes the array based data structure that is much sim­
pler than the quad-edge data structure and requires less memory allocation. The proposed algorithm has 
two important features. Firstly, the information of space partitioning is represented as a permutation 
vector sequence in a vertices array, thus no additional data is required for the space partitioning. The 
permutation vector represents adaptively divided regions in two dimensions. The two-dimensional parti­
tioning of the space is more efficient than one-dimensional partitioning in the merge process. Secondly, 
there is no deletion of edge in merge process and thus no bookkeeping of complex intermediate state 
for topology change is necessary. The algorithm is described in a compact manner with the proposed 
data structures and operators so that it can be easily implemented with computational efficiency.
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1.서 론

점 집합으로부터 들로네 삼각화(Delaunay triangula­

tion)# 구하기 위한 방법으로써의 divide-and-conquer 
(이하 D&C) 방법은 사이트 집합 尸에 대해서 |P|가 

1이나 적절히 작은 수가 될 때까지 부분 집합들로 분 

할하고, 부분 집합들에 대해서 삼각화를 수행한 후 역 

순으로 병합하여 전체 집합 尸에 대한 삼각화를 구성 

하는 방법이다. 이 방법은 사이트 분포에 상관없이 좋 

은 성능을 보여주나 일반적으로 구현하기가 까다롭다 

고 알려져 있다叫

D&C 방법을 이용한 보로노이 다이어그램의 구성 

은 Shamos와 Hoey〔기가 처음으로 제시하였으며 이차 

원 평면에서 그 시간 복잡도(time complexity)가 

O(nlogw) 임을 보였다. 보로노이 다이어그램을 구흐卜지 

않고 사이트 집합으로부터 들로네 삼각화를 직접 구 

성하는 방법은 Lee와 Schachter国가 처음으로 소개하 

였으며 이후 Guibas와 Stolfi曲는 quad-edge 기반의 

데이터 구조를 정리하고, 데이터 구조와 관련된 기본 

연산을 이용한 정형화된 방법을 이용한 알고리즘을 

제안하였다. 초기의 알고리즘들은 좌표계의 한 축의 

방향으로 공간을 분할했지만, 이후 병합시 계산의 안 

정성을 높이고 중간 단계에서의 에지의 생성 및 삭제 

의 회수를 줄이기 위하여 다차원 공간 분할에 대한 연 

구가 이루어졌다. Ohya 등同과 Maus〔6J는 버켓(bucket) 
을 이용한 이차원 공간 분할로 평균(expected running 
time) 0("), 최대。成)의 알고리즘을 제안하였으며 

DwyerE는 Guibas와 Stolfi의 방법을 수정하여 행과 

열로 영역을 분등하게 분할하여 이차원 균등 분포 점 

들에 대한 평균 O(Hlog(logM)), 최대 O(nlogn) 알고리 

즘을 소개하였다.
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Kat^ainen과 KoppinerW은 이차원 공간을 사분 트 

리 (quad-tree™)를 이용하여 분할하였으며, Adam 등伽 

은 적응적 이차원 트리를 이용하여 공간 분할의 효율 

을 높였다. 비교적 최근 연구로는 Lemaire1'* 11가 kd트 

리를 이용하여 공간을 분할할 때 개연론에 근거한 수 

행 시간 예측을 차원에서 정리하고, 이차원 삼각화 

에 적용하는 연구를 수행한 바 있다.

제안하는 알고리즘은 이차원 공간의 사이트 집합 V 

로부터 들로네 삼각화 70^를 구성하기 위하여 이차 

원 공간분할을 통해서 D&C 방법을 수행한다. 제안하 

는 알고리즘은 크게 두 가지 새로운 특징을 가진다’ 

첫번째로, 공간을 효율적으로 분할하기 위해서 

Lemaire㈣의 방법과 마찬가지로 殉-트리와 같은 공간 

분할을 사용한다. 그러나 실제로 사이트들을 위한 트 

리를 구성하지 않고도 배열과 인덱스를 사용하여 빠 

르게 분할된 공간 객체들을 다룰 수 있다. 또한 트리 

데이터 구조를 위한 별도의 정보를 저장하지 않음으 

로써 메모리를 사용을 최소화한다. 둘째로는, 병합 과 

정이 에지나 삼각형의 삭제 없이 이루어진다. 전통적 

인 방법의 D&C 알고리즘의 병합 과정에서는 두 삼각 

화를 병합하여 새로운 삼각화를 구성할 때 기존 삼각 

화에서 에지들이 제거되어야 하는데, 제안하는 방법 

에서는 기존 삼각형이나 에지가 제거되지 않고 플립 

연산의 전파에 의해서 들로네 특성을 유지한다. 이로 

써 성능의 저하없이 D&C 삼각화의 구현을 매우 간단 

하게 할 수 있고, 계산과 구현 코드의 안정성을 기대 

할수있다.

2. 배열기반 데이터 구조와 연산자

2.1 배열기반 데이터 구조

일반적으로 삼각화 알고리즘의 구현을 위해서 그에 

적합한 데이터 구조를 채택하여 사용한다. 예를 들 

어, D&C 알고리즘의 병합 괴정에서는 에지의 생성과 

삭제가 빈번하게 일어나는데, 이를 위하여 대부분의 

알고리즘에서는 에지 데이터를 중심으로 인접 토폴로 

지의 정보를 검색할 수 있는 quad-edge 데이터 구조 

를 사용하고 있다风. 또한 점진적 구성 방법에서는 에 

지 보다는 삼각형의 분할과 플립 오퍼레이션으로 삼 

각화를 진행하기 때문에 구성된 삼각형들의 트리를 

표현할 수 있는 데이터 구조를 사용한다网.

본 논문에서는 배열 기반의 매우 간단하고 효율적 

인 데이터 구조를 이용하여 직접 삼각화를 수행한다. 

제안하는 데이터 구조는 색인된 삼각형(indexed 
triangle)의 형태로 버텍스와 삼각형의 배열만을 저장 

하지만 삼각화 과정에서 필요한 인접 정보의 검색과 

순회 (traversal)가 가능하다.

Kim卩3〕등은 보로노이 다이어그램의 듀얼로 정의 

될 수 있는 3차원 공간의 구들의 삼각화(quasi, 

triangulation)를 위한 배열 기반의 interworld 데이터 

구조를 소개하였으며 [14]에서는 interworld 데이터 구 

조를 보다 간단히 변형하여 경계기반의 삼각화(CDT; 

Constrained Delaunay triangulation)를 이차원 매개변 

수 공간에 활용하기 위한 자료구조를 정의하였다. 여 

기서는 CDT가 아닌 일반적인 들로네 삼각화를 다루 

므로 구속조건 정보가 없는 간단한 삼각화 데이터 구 

조를 설명한다.

이차원 공간상에서 하나의 버텍스를 V라고 하면, n 

개의 버텍스 집합 X와 卩에 의해 생성되는 들로네 삼 

각화 끼(7)는 다음과 같이 표현될 수 있다.

»= {v} = M, V],vq (1)

= {t} = {奴 th Ml} (2)

여기서 m은 삼각형의 개수이다. V와 /는 각각 버텍스 

배열과 삼각형 배열의 요소이며 , 각 요소는 다음과 같 

이 표현될 수 있다.

v^(x,y,L) (3)
(4)

식 (3}의 X와 j는 버텍스의 직교 좌표 값을 나타내 

며, Z은 网 연결된 여러 삼각형들 중 임의의 한 삼 

각형의 인덱스를 나타낸다. V를 참조하고 있는 삼각형 

은 동시에 여러 개가 될 수 있지만 V의 측면에서는 

최소한 하나의 인접한 삼각형만 알 수 있다면 V를 참 

조하는 모든 삼각형을 순회할 수 있다. 식 (4贸 M는 

삼각형 * 구성하는 세 버텍스의 인덱스를 나타내며 

그 버텍스들은 집합 f의 요소이다. 心와 阙, M에 

의해 참조되는 점들의 좌표는 이차원 공간에서 반시 

계 방향(CCW)으로 삼각형을 이룬다. N는 삼각형 

I에 인접한 세 삼각형의 인덱스를 나타낸다. 凡에 의 

해 참조되는 삼각형은 f와 에지를 공유하는 인접 삼 

각형이면서 醐에 의해 참조되는 버텍스와 연결되지 

않는 삼각형이다. Fig. 1의 예를 보면, 색칠된 삼각형 

은 捉=(场=2, 肱 = 6, M2=5, N§=6, N、= l N2=3) 
으로 표현될 수 있다. M가 가리키는 삼각형 弟는 f의 

인접 삼각형이며 M가 가리키는 버텍스 攻에 연결되 

어 있지 않다. 1= 1의 경우 M-V6, Ni로 攻와 h 
이 연결되지 않으며 7= 2의 경우도 마찬가지이다. 직 

관적으로 이야기하면, 한 삼각형에 있어서 한 버텍스 

의 인덱스에 대응하는 삼각형은 해당 버텍스의 반대
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Fig. 1. An example of triangles adjacency.

편에 있다고 할 수 있다.

Fig. 2는 버텍스 집합 F■에 대한 들로네 삼각화 

町润 한 예를 보여 주고 있으며, V= (v0, vi, 
V8｝와 T(F)=｛£, h, 如｝로 이루어져 있다. 각 버

텍스의 화살표는 식 (3)에서 나타난 삼각형에 대한 레 

퍼런스를 의미한다.

Fig. 2. An example of Delaunay triangulation.

Table 1 은 Fig. 2에 대한 삼각형 배열의 각 요소 

값들을 보여주고 있다.

Table 1. Array data for the triangles in Fig. 2

t Mo Mt m2 M Ni
而) 5 0 1 0 7 6

和 0 4 8 5 0 10

h 3 2 1 7 0 3

t3 6 2 3 2 4 8

以 7 6 3 3 0 9
8 4 7 9 0 1
6 0 5 0 8 10
5 1 2 2 8 0

& 5 2 6 3 6 7

女) 6 7 5 5 10 4

6o 6 4 0 1 6 9

테이블과 그림에서 모든 삼각형은 각 점들이 CCW 
방향이 되도록 참조하고 있으며, 해당 버텍스에 대응 

하는 인접 삼각형은 기준 삼각형의 반대편에 있음을 

확인할 수 있다. 전체 삼각화의 컨벡스 폴리곤을 구성 

하는 최외곽의 삼각형들의 경우 인접 삼각형이 없을 

수 있는데, 이 때 인덱스로써 0 혹은 nil을 이용하여 

표현한다. Fig. 2를 보면 々의 경우,(V,, V6, V3)으로 

이루어져 있고, 각각의 대응 삼각형이 仏, 0, 私)이며 

이는 Table 1의 다섯 번째 항목에 나타나 있다.

2.2 삼각화를 위한 연산자

D&C 삼각화 연구에서 널리 인용되고 있는 

Guibas回의 연구는 보로노이 다이어그램 계산을 위 

한 형상 및 위상 정보를 위한 데이터 구조로서 

quad-edge 데이터 구조를 소개하고 기본적 연산 

(manipulation)을 이용하여 알고리즘을 설명하였다. 이 

렇게 연산자에 기반한 알고리즘 기술은 알고리즘을 

구조적(hierarchical)으로 분리하여 기술할 수 있게 하 

므로 간략하면서 이해하기 쉬운 서술을 가능하게 하 

고, 구현 또한 용이하게 해준다. 이 절에서는 2.1 절에 

서 정의된 데이터 구조를 기반으로 삼각화 데이터의 

정보를 검색하고 수정할 수 있는 기본 연산자들을 정 

의한다. 정의된 연산자들은 3절의 삼각화 알고리즘에 

서 사용된다.

2.2.1 인접 정보 조회와 순회

아래에서 정의되는 verf와 tri 연산자는 각각 버텍스 

와 삼각형을 조회 (retrieval)하기 위한 연산자이다. 이 

연산자를 이용하여 Fig. 2와 Table 3의 예를 살펴보 

면, vert(t3, 2)은 V3이 되고, tri(t3, 2)은 演 된다. 참 

고로 相 N느 별다른 표기가 없는 한, /의 버텍스 

인덱스와 인접 삼각형 인덱스를 의미한다. 肱0)로 표 

기된다면 4의 인덱스를 의미하며 鸟怎)의 경우

4의 用 인덱스를 의미한다. 두 번째 tri 연산자는 Fig. 

2에 나타난 화살표와 같이 식 (3)缶로부터 V가 참조하 

는 삼각형을 얻는다. 얻어진 삼각형은 V를 공유하는 

여러 삼각형 들 중 하나이다•

vert(t, i0) = vM, where vM e K and z = z0 mod 3 

tri(t,jo) = tNj, where tNj e T and j =j0 mod 3 

tri(v)F= tL, where tL & T

와 m•의 입력 파라메터로 오는 인덱스가 어떤 

정수이든지 3으로 나눈 나머지를 취하므로 M와 叫의 

인덱스 값은 항상 0, 1, 2가 된다. 다음의 연산자는 

버텍스와삼각형의 인덱스를 조회한다.

한국CAD/CAM학회 논문집 제 14 권 제4 호 2009년 8월
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idx(t, vfl) = i, where, vMi= vae V and( = 0, 1, 2 

idx(t, Q =j, where, tNj = e T and j = 0, 1, 2

저〕안흐｝는 삼각화 데이터 구조에는 에지를 위한 데 

이터가 정의되어 있지 않다. 그러나 에지는 다음과 같 

이 삼각형과 그 에지를 공유하는 인접 삼각형 의 인덱 

스의 쌍(pair)으로 기술할 수 있다.

edg攻,k) = the edge shared by t and tri(t, k)

Fig. 2와 Table 1 의 예에서 edge(岛, 1)은 fg과 化 사 

이에 있는 에지를 가리킨다. 테이블로부터 耳의 인접 

삼각형 인덱스를 찾아보면 tri臨 1) = /임을 알 수 

있다.

식 (3)에서 버텍스는 인접한 삼각형의 참조를 단 하 

나 가지는 것으로 정의되어 있다. 따라서 하나의 버텍 

스로부터 인접 삼각형들을 얻어내기 위해서는 순회 

(traversal)가 필요하다. 연산자 饥讨와 ccw?는 다음과 

같이 정의된다.

cwl(v, I) = tri(t, idx(t, v) + 2),
where / is an adjacent triangle of v 

ccwtfy, t) = tri(t, idx(t, v) + 1),

where t is an adjacent triangle of v

Fig. 2에서 旳의 경우 牘 참조하고 있는데, 扬의 기 

준으로 血의 CCW 방향의 삼각형을 찾으려면 ccwt 연 

산자를 사용할 수 있다. 즉, ccwt(ys, 4) = idxQs, 

Vs)+1) = 4이 된다. 마찬가지로 cw의 경우에는 cwt 
연산자를 이용하면 cwt(y5, 4) = tri(ts, idx(tt, v5) + 2) = 弓 

이 된다. ccW나 cwt 연산자를 반복 사용하면 버 텍스 

1에 인접해 있는 모든 삼각형을 순회할 수 있다 N
삼각형 f를 기준으로 V의 선행 버텍스와 V의 후행 

버텍스를 얻는 步rev와 tnexv 연산자는 다음과 같이 

정의 된다.

tprev(t, V)= vert(t, idx(t, v) + 2)
tnexv(t, v) = verl(t,记x也 v) + l)

컨벡스 폴리곤을 이루는 외곽의 버텍스 网서 컨벡 

스의 경계를 따라 선행 버텍스와 후행 버텍스를 얻기 

위해서는 경계상의 삼각형들을 먼저 검색해야 하는 

데, 이를 위한 연산자 와 mccwt^r 다음과 같이 

재귀적으로 정의된다.

mcw^y,f) = ^cwKy, t), then mcwt(y, cwt(t)), else t 

mccwt(y,f)= Bccw^y, i), then mccwtfy, ccwAff), else t

mcwt 연산자는v를 기준으로 하고 r를 시작으로 해 

서 CW 방향으로 더 순회할 수 없는 끝 삼각형이며 

mccw 연산자는 CCW 방향으로 더 순회할 수 없는 

끝 삼각형이다.

외곽 컨벡스 폴리곤 상의 버텍스 V로부터 CW 방향 

의 외곽 버텍스를 얻는 연산자」”印와 CCW 방향의 

외곽 버텍스를 얻는 연산자 는 다음과 같다.

previy) = tprev(mccwt(y,抨好)),v)

nexvfy) = tnexv(mcwt(y,而(卩))，v)

Fig. 2에서 说의 경우 식 夕g(加)와 犀遍(的)는 다음 

과 같이 전개된다.

prev(v^) = tpiw(rnccwt(y, ”(％)), v3))
=tprev(mccwt(y3t 金)，巧))

=tprev(t2, v3)

=Vj
nexviy^ = tn^cv(mcwt(y3f £rz(v3)), v3))

=tnexv(mcwt(y3> /4), v3))
a tnexv(t^,旳)

=v?

2.2.2 삼각형 수정 연산

다음의 연산자 ctneighb어는 존재 하는 삼각형 A와 t 
외부의 점 u로부터 /에 인접한 새 삼각형을 만든다.

ctneighbor(t, v, z) = a new triangle tm
where z) = tn, tri(tm z^xfv)) t 

if tri(y) = 0 then set tri(y) ™ t„

Fig. 3(b)와 ©는 각각 Fig. 3(a)의 예로부터 

ctneighbor(tf v, 1)와 ctneighbor(t, v, 0) 연산이 수행 

된 결과를 보여주고 있다.

Fig. 3* Examples of applying ctneighbor operator.

다음의 연산자 mate^ 실제로 두 버텍스를 공유하 

지만 토폴로지의 연결이 되어있지 않은 두 삼각형 如 

政가 있을 경우, 서로 이웃하는 정보를 가질 수 있도록 

토폴로지를 수정한다. 연산자力汙은 edge。, 滑 플립 

하여 辫 의 토폴로지를 갱신한다.
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mate(tXy 矽)：

set ij) = t2 and tri(t2,毎)=/b

where vert(t], ij)宅 t2 and vert(t2,诺)宅 tx

，伽偽i)：

let t、드 tri(t, z), Z] = 泌0, t), t2= tri(t, 汁2), 
，3=颇仇，讨2).

set vert(t,讦1)=四〃佰，ij), vert(t^ 祝+1) = vgg i).

mate(t, Z3), Z2) rnate(t, 4).
if tri(yert(t^ Zj+2)) = t then set tri(yert(t]9 方+2)) = tx. 

if tri(yert(t, z+2)) = tx then set tri(yert(t, z+2)) = t.

Fig. 4는 flip 연산의 시작과 끝 시점에서 토폴로지 

를 보여주고 있다. 연산 중에 삼각형 이나 버텍스 객체 

의 생성과 삭제는 없으며, 기존 삼각형들의 토폴로지 

를 변경함으로써 flip 연산을 수행한다.

Fig. 4. Topology change in a flip operation.

3. 배열 데이터를 이용한 D&C 
알고리즘

3.1 제안 알고리즘의 특징

제안하는 알고리즘은 同-트리에 의한 이차원 공간 

분할을 표현하기 위하여 실제로 트리를 구성하지 않 

고 배열 요소를 정렬한다. 이렇게 트리 데이터 구조를 

위한 별도의 정보를 저장하지 않음으로써 메모리를 

사용을 최소화한다. 또한 병합 과정이 병합 대상 삼각 

화의 삼각형이나 에지의 삭제 없이 플립 연산의 전파 

에 의해서 들로네 특성을 유지하며 진행된다. 이로써 

성능의 저하 없이 D&C 삼각화의 구현을 매우 간단하 

게 할 수 있고, 계산과 구현 코드의 안정성을 기대할 

수 있다. 제안하는 삼각화 알고리즘은 플립 기반의 

D&C 방법이라는 의미에서 FBD&C(Flip Based 

D&c)라고 명명되었다网.

3.2 공간분할
Fig. 5의 (b＞와 (c), (d)는 (a)에 나타난 이차원 공간 

의 점 집합 f = {Vo, 的,. . ., V* 에 대하여 공간을 분 

할하여 그룹을 나누는 과정을 보여주고 있다. 공간의 

분할은 영역에 두 개 이하의 점이 존재할 때까지 재귀 

적으로 반복된다.

FBD&C에서 공간을 분할하는 과정은 최적화된 

(optimized 혹은 balanced) kd-트리를 구성하는 알고 

리즘问과 동일하다. 그러나 실제로 트리를 구성하는 

것이 아니라, 배열로 저장된 점들을 최적화된 窟一트리 

의 순서로 정렬하여 permutation vector"1 형태로 사 

용한다. 이로써 공간 분할 트리를 위해 별도로 추가되 

는 데이터 구조 없이 점들의 원래 배열 안에서 순서만 

으로 공간의 분할 정보가 구성된다.

Fig. 5(d)의 이차원 공간에서 최종 분할된 정보는 

정렬된 점 배열 Va= (v2, V5, V3, V|, v0, v6, v7, v4, 
%}의 형태로 정리되며, 배열 요소의 순서는 이들 점 

집합을 최적화된 加-트리로 구성했을 때, 중위 운행 

(in-order traversal)하는 순서와 동일하다.

정렬된 배열 匕의 요소들을 반씩 나누어 살펴보면 

각각의 깊이 (depth)에 해당하는 분할을 나타냄을 알 수 

있으며 이 분할은 Fig. 5의 각 단계의 공간 분할과 일 

치함을 확인할 수 있다. 예를 들어 匕를 좌우 방향으 

로 이등분한 四과 四은 각각 Ku = {%, v5, v3, 的, 

vo}, 4r={% v7, v4, %}이며 이는 Fig. 5(b)의 분할 

과 일치한다. 또한 을 상하 방향으로 반으로 나눈 

匕 IL2B 과 匕 IR2T 은 각각 J41L2B= {v2, v5, E;1L2T =

(v„ %}이며 이는 각각 Fig. 5(c)의 좌측의 아래, 위 

영역과 일치한다. 즉, 정렬된 별도의 데이터 구조를 준 

비하지 않고 배열의 요소 순서 만으로 최적화된 紀-트 

리와 같은 공간 분할정보를 나타낼 수 있다.

•% -v7

(a) depth=0

vi v0

* M
均.

卩2

-3

V6

'V7

V1 V。
.V5 -

V4 v8

V1 v0

V4
V5

v2'

(c) depth=2 (d) depth=3

Fig. 5. Space partitioning with balanced M-tree.

3.3 구성 및 병합

D&C 방법은 기본적으로 분할된 영역에 대해서 삼 

각화를 수행하고, 각 영역을 합하면서 삼각화를 병합 

한다. Fig. 6은 FBD&C의 병합과정을 보여준다. 분할 

한국CAD/CAM학회 논문집 제 14 권 제 4 호 2009년 8월



222 양상욱,최 영

된 각각의 영역에서 삼각화를 수행한 후 영역을 통합 

하면서 삼각화를 병합하는 과정을 보여주고 있다.

V! Vo

卩4 •卩8
V5I 
V2

均

%

.기7

Fig. 6. Merging triang마ations.

병합 과정은 두 삼각화 과 观4)를 병합하

여 夂“)를 구성하는 과정이다. 과 外(*) 은 들

로네 삼각화이며 T(V)또한 들로네 삼각화이다. 기존 

의 D&C 알고리즘은 Fig. 7(a)와 같이 7**) 과 

次4)의 삼각형들이 병합 후에도 들로네 삼각형 특성 

을 만족할 수 있을지 검사한 후 만족시키지 못하는 삼 

각형들을 제거하고 두 삼각화를 병합한다• Fig. 7(b)는 

?!(*) 과 京4)의 일부 에지가 제거된 후 병합하는 

과정을 보여주고 있다. 이러한 동작의 구현을 위해서 

에지 단위의 연산이 가능한 데이터 구조가 필요하며 

따라서 대부분의 D&C 알고리즘들에서 quad-edge 기 

반의 데이터 구조를 사용하고 있다.

(a) Test empty circle property (b) Delete and merge

Fig. 7. Conventional merge process.

FBD&C 알고리즘은 2절에서 제안한 배열 기반의 

간단한 데이터 구조를 이용하여 삼각화를 수행한다. 

이때 데이터 구조 내에서 에지 정보를 가지고 있지 않 

기 때문의 기존의 방법과는 다른 방식으로 병합을 수 

행한다. 전통적인 방식阳1과는 달리 幻0[)과 "r) 
간의 empty circle 특성을 미리 검사하지 않고 일단 

병합을 수행한다. Fig. 7의 예와 비교하면 Fig. 7(a)의 

단계가 생략되고 (b)의 단계에서 바로 병합을 시작하 

는 것이다.

기존 삼각형의 삭제없이 일단 병합이 바로 시작되 

고 두 71(H)과 T"r) 사이에 새로운 삼각형이 생성 

되면, 새 삼각형이 L(K) 혹은 办(*)과  인접한 에지 

를 대상으로 empty circle 특성을 조사하고, 이를 만 

족하지 못하면 그 에지를 시작으로 기존 삼각화 

71(H) 혹은 7奶) 중 한 방향이나 양쪽 방향으로 

플립의 전파가 수행된다. 이는 점진적 구성(incremental 
construction) 방법에서 한 점이 삼각형의 내부에 추가 

되었을 때 수행되는 플립의 전파四와 유사하며 보다 

자세한 내용은 [15]에 기술되어 있다.

4. 성능 시험

FBD&C 의 평균 수행시간 분석을 위하여 랜덤 생 

성 포인트의 수를 변화시키면서 삼각화의 수행 속도 

를 측정하였다. 데이터 구조 및 알고리즘은 C++ 언어 

로 구현하고, 매번 같은 랜덤 포인트 셋을 얻기 위하 

여 랜덤 시드를 고정하여 랜덤 포인트를 생성하였다. 

Fig. 8은 2.4 GHz의 Intel Core2 Quad CPU와 3 
GB 메모리를 가진 Windows XP SP 3 운영체제의 

데스크탑 PC 상에서 수행한 결과이다.

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000

Number of points

Fig. 8. Running time of FBD&C on 2.4 GHz CPU.

Fig. 8의 실행 결과를 보면 사이트의 수 ”이 늘어남 

에 따라서 수행 시간 g은 선형으로 증가함을 볼 수 

있다. 수행 시간을 보면 20,000 포인트에 대한 삼각화 

수행 시간이 93 ms, 즉 0.093초이며, 30,000 포인트 

에 대한 삼각화 시간이 0.141 초이다. 예전의 연구 결 

과들이 수행된 컴퓨팅 환경과는 다르고, 다른 삼각화 

방법을 같은 컴퓨터에 구현 및 수행하지 않아서 공정 

한 비교는 어렵다. 다만 사이트 수에 대해서 선형 증 

가 함을 고려하여, 보다 많은 사이트에 대해서 2000 

년에 Convex C3 슈퍼 컴퓨터에서 수행한 Lemarie의 

결과에 비교해 본다면 느리지 않거나 더 빠르다고 판 
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단되는데, 구현의 계산의 안정성을 좀 더 보완해서 

100만 사이트 이상의 수행 결과를 가지고 비교해 볼 

필요가 있을 것으로 사료된다.

Fig. 9는 "의 수를 100에서 1,000까지 100씩 변화 

시키면서 랜덤 분포사이트에 대한 일차원 분할 및 이 

차원 분할의 D&C를 수행함에 있어서 플립연산이 일 

어나는 총 회수를 세어본 결과이다. 가로 축은 사이트 

의 개수를 나타내고 세로 축은 해당 사이트에 대한 삼 

각화를 구성할 때의 플립 연산이 일어나는 희수이며 

이차원 공간분할의 경우 플립 회수가 월등히 적음을 

보여주고 있다.

Fig. 9. Counting flip occurrences.

지는 모든 관계 검색의 기능을 수행할 수 있다. 이를 

이용하여 병합시 공통 컨벡스를 찾는 과정에서 효율 

을 향상 시키는 데도 도움이 된다. 또한 적응적 이차 

원 공간 분할은 D&C의 병합 과정에서 일차원 분할에 

비해서 보다 적은 수의 토폴로지 변화를 가져오므로 

수행 속도 향상에도 도움이 된다. 두 번째, 병합 과정 

에서 에지의 삭제 추가가 일어나지 않고 플립에 의해 

서 들로네 특성을 유지한다. 이로 인해서 수행 속도를 

떨어뜨리지 않고 간단하고 쉬운 구현이 가능하게 되 

었다.

FBD&C는 수행 속도 분석에 있어서 아직 lower- 
bound^ 정교한 분석이 이루어지지 않았고, 다른 삼 

각화 알고리즘과의 실험을 통한 비교가 이루어지지 

않았는데 향후 연구에서는 이러한 점들이 보완되어야 

할 것이다. 또한 현재 구속조건 들로네 삼각화 

(Constrained Delaunay Triangulation)가 아닌 일반적 

인 들로네 삼각화를 수행하는데, 향후 연구를 통해 

서 FBD&C에서 CDT를 지원할 수 있도록 확장될 

것이다.

후 기

이 논문은 2007년도 중앙대학교 학술연구비 지원에 

의해서 수행되었습니다.

5.결 론

배열 기반의 자료 구조는 선행 연구冋에서 CDT를 

위한 점진적 구성 방법에 사용하기 위하여 제안되었 

으며 본 논문에서는 이러한 자료구조를 이용하여 

D&C 방법으로 삼각화를 수행하는 과정을 설명하였 

다. 배열 기반 자료 구조는 가장 기본적인 요소인 점 

과 삼각형의 최소한의 연결 관계만을 기술하기 때문 

에 매우 컴팩트하게 정의된다. 자료 구조 자체는 기본 

적이고 간결하지만 삼각화에 필요한 모든 정보를 제 

공할 수 있도록 토폴로지의 조회와 순회 , 삼각화의 수 

정 등에 필요한 연산자들이 정의된다.

FBD&C는 일반적으로 수행 효율은 좋지만 구현이 

복잡하다고 알려져 있는 D&C의 단점을 보완하여 쉬 

운 구현이 가능하도록 하는 알고리즘이다的. 제안 알 

고리즘이 기존의 D&C방법과 다른 점은 크게 두 가지 

로 요약할 수 있다. 첫 번째, 공간을 적응적으로 이차 

원 분할하며 분할된 공간 정보는 순열벡터 안에서 버 

텍스의 순서만으로 표현된다. 따라서 공간 분할을 위 

한 별도의 정보를 따로 가지지 않으면서 强트리가 가
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