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PAST (projection approximation subspace tracking)는 여 러 연구자들에 의해 비교 연구가 되는 대표적인 신호 부공간을 

추정하는 알고리즘이다. 이 방법은 신호 부공간 추정에 있어 상대적으로 낮은 계산 복잡도를 요구하기 때문에 인기가 있는 

방법이 되었다. 그러나 이 방법은 개선의 여지가 많아서 추정 정확도나 공간의 직교성 등에서 계속 개선된 알고리즘이 

연구되고 있다. 본 논문은 기존에 연구된 PAST 알고리즘의 추정 정확도 개선을 위해 연구된 알고리즘 중 하나인 理-PAST 

(Forward-Backward PAST) 알고리즘에 사용할 직교성 알고리즘을 제안한다.

핵심용어: 정사형 근사화, 신호 부공간 추정

투고분야: 음향통신기술 분야 (6.4)

The projection approximation subspace tracking (PAST) is one of the attractive subspace tracking algorithms, because 
it estimates the signal subspace adaptively and continuously. Furthermore, the computational complexity is relatively 
low. However, the algorithm still has room for improvement in the subspace estimation accuracy. FB-PAST 
(Forward-Backward PAST) is one of the results from the improvement studies. In this paper, we propose a new 
algorithm to improve the orthogonality of the FB—PAST (Forward-Backward PAST).
Keywords： Subspace Estimation, Projection Approximation
ASK subject classification： Acoustic Commxmication (6.4)

L 서론

최근 안테나나 소나의 배열 신호처리 기술이 발달되 

고, MUSIC, ESPRIT 같은 신호 부공간을 이용하는 기술 

이 실제 적용되는 예가 점점 늘어남에 따라서 신호 부공 

간 추정 알고리즘은 많은 연구자들에게 관심을 끌어 왔 

고 필요성이 증대되고 있다. 이에 따라서 신호 부공간 

추정 알고리즘에 대한 계산량 면이나, 시변 신호 부공간 

추정 등의 다양한 분야에 대한 연구가 이뤄지고 있다. 

특히 시변 신호 부공간 추정 방법에서는 한번에 전체 신 

호 부공간을 추정하는 대신, 점진적으로 부공간을 추정 

해 나가는 신호 부공간 추적 기법이 발달하고 있다.
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이런 방법은 전통적인 ED (eigenvalue decomposition) 

방법이나, SVD (singular value decomposition) 보다 더 

효율적인 형태로 발달하고 있다. 이런 특징을 지닌 빙법 중 

대표적인 것인 PAST (projection approximation subspace 

-tracking) 방법이다 [1], PAST 알고리즘의 핵심은 입력 

데이터 벡터와 추정된 신호 부공간으로 정사형을 내린 

결과의 자승 평균값이 최소화되도록 신호 부공간을 매 

시간 새롭게 갱신 하는데 있다. 그러나 [1]에서 제안된 

PAST 알고리즘은 여전히 추정 부공간의 정확성 면에서 

개선할 여지를 가지고 있었다. 이에 따라 성능을 개선하 

기 위해서 많은 개선된 알고리즘들이 제안되었다. 그 중에 

는 Jung-Lang Yu에 의해서 제안된 COPAST (correlation 

-based projection approximation subspace tracking) 

의 경우는 신호 부공간 추정에 사용되는 공분산 행렬의 

품질을 높여 알고리즘의 성능을 개선하는 방법을 제안 
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하였다 ⑵, Abed-Meraimfe 추정된 부공간의 직교성을 

제고하기 위한 알고리즘을 발표하였다 [3], 이 알고리즘 

은 OPAST (orthonormal PAST) 이라고 불리고, 이 후에 

나오는 다른 직교성 알고리즘의 연구에 기반을 제공하였 

I氷 그 외에 본 논문의 저자도 참고문헌 ⑷에서 신호 부공 

간 추정에 사용되는 행렬의 품질을 제고하여 추정 성능을 

높이는 다른 알고리즘을 제안하였는데, 이 알고리즘은 

통상적인 PAST 알고리즘이 시용하는 데이터 벡터 외에 

그의 공액 복소수이면서 원래 배열을 시간적으로 거꾸로 

배열한 벡터를 동시에 사용하는 방법을 사용하였다. 이 

방법을 본 논문에서는 ⑷에서 소개한 것과 같이 FB- 

PAST (Forward-Backward PAST) 라고 표기하기로 한 

다. [4]의 논문에서는 추정에 사용되는 행렬을 이상적인 

공변산 행렬이 갖는 성질인 toeplitz이고 persymmetry한 

좋은 성질을 가지도록 만들어서 추정 결과의 정확도 향상 

을 시킬 수 있었다. 그러나 이 FB-PAST 알고리즘은 최초 

제안된 알고리즘인 PAST고｝ 마찬가지로 신호 부공간을 

이루는 각각의 성분 벡터간의 직교성이 충분히 보장되지 

않았다. 뿐만 아니라 FB-PAST알고리즘은 성분 벡터간 

직교화를 위해서 ⑶에서 저]안된 직교화 방법을 사용할 

수 없다. 그 이유는 ⑶의 방법은 입력 데이터의 형태가 

벡터일 때만 사용할 수 있는 방법인데 비해서, FB-PAST 

의 경우는 두 개의 열을 갖춘 행렬을 기본 데이터 단위로 

다루기 때문이다.

본 논문은 앞서의 FB-PAST에 직교성을 더한 새로운 

알고리즘을 제안한다’ 따라서 제안된 이 알고리즘은 

FB-PAST가 가지고 있는 향상된 부공간 추정 정확도 뿐 

만 아니라 그 공간을 이루는 각각의 벡터 사이도 직교성 

을 충분히 갖도록 한다. 이 같은 장점을 갖춤으로써 SVD 

처럼 개개의 구성 벡터가 서로 직교인 신호 부공간에 대 

응하는 품질을 갖는 신호 부공간을 제공하게 될 것이다. 

이를 위해서 [5]에 제안된 직교화 방법을 이 논문에 적용 

하였다. 제안된 알고리즘의 성능을 보이기 위해서 시뮬 

레이션을 통해서 전통적인 PAST, 이의 직교성 알고리즘 

인 OPAST 및 [4]에 제안된 FB-PAST와 함께 추정 부공간 

의 정확도 및 그 직교성을 서로 비교한다.

II. Forward Backward PAST Algorittan 
(FB-PASI)

PAST (Projection Approximation Sxibspace Tracking) 

알고리즘은 다음과 같은 목적 함수를 최소화하는 데에 

근간을 두고 있다.

/(U(r)) = t H게x⑺ - 亏(顶戸 ⑴珀)『 , ⑴

1=1

여기서 x = [e ... X」는 입력 신호로 된 벡터이고, 0 

는。에서 1의 사F 값을 가지는 망각인자이다. 또 命) 는 

Nxr 인 신호 부공간을 나타내는 행렬이디-. tT시간에 

구한 신호 부공간 U(r -1) 로부터 새로운 시간 t에서의 신 

호 부공간。⑺ 를 얻기 위해서 Yang은 [1]에서 식 ⑴의 

讲(tW) 를 y(f) = (/ - 1)x(7) 로 근사하는 빙법을 사용

하였다. 이로써 다음과 같은 새로운 목적함수를 얻는다.

J'(U(r)) = £設卜(i) - (에2 . ⑵

1=1

위 목적 함수는 적응 신호 처리 분야에서 많이 사용하 

는 일종의 지수 함수적으로 가중된 오차 에너지를 목적함 

수로 취한 형태이다. 위 목적함수 丿'(＜毎))를 최소화 하는 

해는 최소 자승 해를 구하는 빙법을 통하면 다음과 같다.

U(t) = Cxy0)C^(t),

Cxy(r) = #/舟 x(i)y %) = 系-1) + x(f)" (0, ⑶

C„(0 = £"iy0)yH(/)=逐成-l) + y(/)yW).

식 ⑶에서 C“(/)는 식 ⑵에서 쓴 Yang의 근사관계를 

사용하면, 식 ⑷에서와 같이 샘플 공분산 행렬 畠고卜 신 

호 부공간 행렬 女，)로 이뤄져 있다.

Cyy(e) = Ufl(t)Ro(0U(0, (4)

여기서 r„(o = ”畠&-i)+x("¥%)이다.

일반적으로, 이상적 인 공분산 행렬 R“ 는 toeplitz이 

며 persymmetry 이다 ⑷[6丄 그러나, 식 ⑸에서와 깉'이 

추정된 공분산 행렬 R„(0은 위와 같은 이상적인 성질을 

다 보장하지는 못한다. 그 이유는 식 ⑸와 같이 추정된 

공분산 행렬은 persymmetry한 성질을 만족할 수 없기 

때문이다. 즉 負) 이기 때문이다 여기서

「0

J 二
[1 ' 0」는 역전 행렬이다 [4〕[6].
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저자는 ⑷에서 샘플 공분산 행렬을 toeplitz이고 per- 

symmetry하게 하기 위해서 수정된 공분산 행렬로 만들 

었다. 그 수정된 샘플 공분산 행렬, Rxx, 은 다음과 같다.

瓦”)=!(顽)+成叩)， ⑸

-o r

j =
여기서 " ' 이 이다. 위의 수정된 샘플 공분산 행 

렬 R„(Z) 을 식 ⑷에 있는 샘플 공분산 행렬 구성식을 고 

려 하면, 정상적인 순서로 구성된 데이터 벡터와 그의 역 

순으로 구성된 데이터 벡터가 동시에 필요하게 된다. 그 

러므로, RXI(0 를 전후방 공분산 행렬이라고 할 수 있다. 

위의 전후방 공분산 행렬을 PAST에 적용하기 위해서 ⑷ 

에서는 식 ⑷의 갱신식을 다음과 같은 축차적인 갱신식 

으로 바꿨다.

서。) 对⑺]「r、
Ee瓦(1)+ ::輩…¥ .

시" … 曜)」

⑸

[4]는 식 (5)를 근간으로 수정된 PAST를 FB-PAS闵라고 

하였고, 그 알고리즘의 전부를 아래 표 1에 정리하였다.

표 1. FB-PAST (forward-backward PAST) 의 요약 정리

Table 1. Summary of the FB-PAST (forward-backward

PAST).

「1 0 ■■- 0-
〜 0 1 :
皿=:

0 0 JjLxr]

-1 0 o-
〜 0 1 0
P(°)=:

0 0 I -[rxr]

Do / = 1,…

g = [x*)X「(圳 (T2.1)

l)x(r) (T2.2)

h(z) = P(/-l)y(f) (T2.3)

g« = +y^(Oh(O) (T2.4)

P(f) = l[p((-l)-g(Ohfi(y)] (T25)

s(r) = x(z)-U(f-l)y(O (T2.6)

U(/) = U(r-l) + c(/)g//(0 (T2.7)

END

여기서 x(o = xf(;) = k(0>^2(0,• • • (Of, x4(0 = [xt(0, 

xL_} o, …, X](or 그리고 x, (t) 는 i 번째 센서의 t 시각의 스 

냅샷 신호이다.，번째 신호 부공간 벡터는 U(f) 의 j 번째 

열벡터 이다. 행렬。(/) 의 크기는 [Lxr] 이다. r은 신호 

부공간의 차원 값이다. X*은 X의 공약 복소수이다. I은 

센서의 수 이다.

III. 직교성 FB-PAST (Orthonarmal 
FB-PAST)

⑷의 결과에 의하면, 앞 장의 FB-PAST는 추정 부공간 

의 정확도가 향상되는 것으로 나타났다. 하지만 직교성 

은 전통적인 PAST와 같은 수준이다. 따라서 알고리즘의 

성능 향상을 위해 직교성을 더할 필요가 있다. 이를 위해 

서 다음과 깉은 직교화 과정을 전 장의 FB-PAST 알고리 

즘에 추가한다.

U(0 = R*如)W(l- 1)(W(/-i)hr，*)w(f-1))1.⑹

W(0 = U(Z)S(r), (7)

이 때 ew)= s(r)s(泸 =&(冲如))T 이라고 한다면, 

결과적으로, W。) 는 식 ⑻과 같이 직교성을 갖게 된다 [7].

w(oHw(o =附5(泸％)卯)

=(並产 洲)"(/))&(泸 ®沪2 . ⑻

앞 장의 FB-PAST에 직교화 과정을 추가하기 위해서, 

(况。)와 C,0) 같은 공분산 행렬을 추정할 때 앞 장과 

같이 y⑴ = 讨 (/ - 1)x(0 를 사용하는 대신 y⑺ = W" (i -1) 

x(i) 를 사용한다. 이를 사용한 직교화 과정은 ⑸에 소개 

된 Badeau의 방법을 적용한다. FB-PAST 알고리즘의

= (死)& U(z) 은 표 1에 정리한 FB-PAST 알고리즘 중 

의 U(z) = U(?-1) + E(z)gff (t)를 이용하면 다음과 같이 변 

형 가능하다.

<0(/) = 0>(f -1) + F(Z) J (OF (0^ , (9)

여기서 了(/)는 다음과 같은 4x4 크기의 non-singular 

인 hermitian 행렬이다.
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J(o =
£(泸£(7) i2x2

【2x2 °2x2
(10)

그리고 F(/)도 다음과 같은 rx4 크기의 행렬이다. 여 

기서 r은 신호 부공간의 차원이다.

F(0 = [g(Z)；Ua-l)//s(0]. (11)

식 ⑺에서와같이 舛-1)를 <1>(/-1) 의 역행렬의 자승 

근 행렬이라고 하고, S(—1)hf(/) 의 SVD를 생각하면 다 

음과 같다.

S(Jl)HF(f) = Q(gg(f)H, (12)

여기서 Q(r)는 rXp 크기의 직교 행렬이고, £(/)는 pXp 

크기의 양의 값으로 이뤄진 대각 행렬 이며, O。) 는 4Xp 

크기의 직교 행렬이다. 여기서 L(/) = O(/)£(/) 로 대입하 

면, S(—MF(r) = Q(/)L(泸이 된다. 이와 함께 다음의 

p X p 크기의 행렬 T (t)를 함께 고려하면, T(') =(I时 

+ L(/)hj(/)l(/))袞-1，冲 , 다음과 같은 顿)t 의 자승근 

행렬을 구할 수 있다 [5].

跄)=S(Z -1)(侦 + Q(/)T(f)Q(/)”). (13)

또 n X p 크기의 행렬인 哗) = [明 皿引顷)과 식 

(T2.7)과 식 (7)과 식 (10) 및 식 (11)을 함께 고려하면, 

다음과 같은 식을 얻을 수 있다.

飾)S(—l) = W(Jl) + P0)Q(f)H. (14)

위 식 (13) 과 식 (14)를 식 ⑺에 대입하면, 다음과 같은 

신호 부공간 갱신식을 얻을 수 있다.

W(/) = W("l) + P"(g)H, (15)

여기서 P")는 n X p 크기의 행렬이며 다음과 같다.

P"(f) = W(/ - l)Q(/)T(0 + P'(t)(Ipxp + T(0). (16)

위에서 유도된 새로운 알고리즘을 정리하여 표 2에 나 

타내었다.

표 2. 제안된 직교성 FB-PAST 알고리즘 요약 정리

Table 2. Summary of the proposed orthonormalized forward 

-ba아(wa「d PAST (OFB-PAST).

*1 0 …o-
〜 o 1 ；
w(o)=：

o 0 ■■■ ； ,dim=[Lxr],

1 0 …o'
〜 0 1 0
P(°)= : : •.:

o o -■ i]-dim=[rxr]-

Do / = 1,…

文。) 드

泠=并％-1)榆

표 1°| T2.3에서 T2.7까지 사용

F(0 = [g(0: UD*o]s(I)"F。) = Q(Z)L(Z)O(0ff 

L(0 = 0(02(0

旳)=[明“璀。)

T(/) =(L，+"J(/)W-L 

so = S(" l)(k“+Q(河)qc)h )

P"(t) = W(r - l)Q(r)T(O + P'(顷I 쯔, + T(f))

두，O = w(f — 1) + P”)Q(f广
END

여기서 x(0 = xf(t) = (Z),x2(t),(f)f , 尊(f) = [*(f), 

如。),…,/)]7. r은 신호 부공간의 차원 값이다. X*은 

脾 공약 복소수이다. L号 센서의 수 이다.

IV. 시뮬레이션을 통한 성능 검증

이 장에선 앞 장에서 제안된 알고리즘의 성능을 알아 

보기 위해 추정된 신호 부공간의 직교성과 추정 정확성을 

알아본다. 이를 위해서 8개의 선형 배열을 가정하고, 평 

면파 신호가 이 배열에 도래 한다고 가정한다. 이 때 서로 

상관 관계가 없는 두 신호가 각각 T0°와 -40。로부터 도 

래 한다고 가정한다.

알고리즘의 성능을 비교하기 위해서 전통적인 PAST 

알고리즘과 ⑷에서 제안한 전후방 공분산 행렬을 사용 

한 PAST (FB-PAST)와 ⑶에서 제안한 PAST에 직교성 

을 부여한 OPAST를 제안된 알고리즘 및 [5]에서 제안한 

Sliding window orthonormal PAST 알고리즘과도 비교 

하였다. 알고리즘을 운영할 때 망각인자는 0.98로 동일 

하게 고정하였다. 그리고 직교의 성능을 측정하기 위해 
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서 다음과 같은 기준치를 사용하여 그 성능을 비교하였다 

[3],

術느文 ||【-W，W， (17)

여기서 는 i번째 추정 결과의 직교 정도들 의미하고, 

W.⑺ 는 신호 부공간 행렬의「번째 열 벡터를 의미한다. 

식 (17) 살펴보면 직교성이 좋을수록 '0'에 가까운 값을 

나타내야 함을 알 수 있다. 직교성 비교의 결과는 그림 

1에 나타내었다. 그림 1을 보면, 전통적인 PAST와 [4] 에 

서 제안된 FB-PAST은 직교성 면에서 유사하였고, 제안 

된 알고리즘은 직교 성능면에서 이 둘보다 월등히 우수하

0 100 200 300 400 ―500
Time Step

그림 1. 추정된 신호 부공간 벡터간 직교성 비교. (-0-： 제안한 

알고리즘, 실선 OPAST, 점선: PAST, 일점쇄선: FB- 

PAST, - X-： Sliding window orthonormal PAST)

Fig. 1. The orthonormality performance for (-0-： the pro­

posed algorithm, solid line： OPAST, dotted line： 

PAST, dash and dotted line： FB-PAST, - x-： Sli­

ding window orthonormal PAST).
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그림 2. 추정된 신호 부공간 정확성 비교 (-X-： 제안한 알고리 

즘, -O-： OPAST, 점선: PAST, 일점쇄선: FB-PAST, 

점선선과 서 Sliding window orthonormal PAST)

Fig. 2. The subspace estimation accuracy comparisons. 

(-O-： the proposed algorithm, solid line： OPAST, 

dotted line： PAST, dash and dotted line： FB-PAST, 

dotted and * line： Sliding window orthonormal

PAST). 

며 OPAST 및 Sliding window orthonormal PAST 알고리 

즘과 그 성능이 유사함을 알 수 있다.

그림 1을 통해서 서론에서 언급한 통상적인 OPAST방법 

으로 직교 알고리즘을 만들 수 없었던 FB-PAST 알고리즘 

을 제안된 알고리즘으로 직교성을 갖도록 할 수 있음을 

보였다. 그 성능은 OPAST에 견줄 만큼 우수함도 보였다.

다음 그림은 제안된 알고리즘의 신호 부공간 추정 정확 

도를 알아보기 위해서 참 신호 부공간과 추정된 신호 부 

공간 간의 거리를 서로 비교하였다. 부공간 간의 거리를 

표현하기 위해서 다음 식을 사용한다 [4][7]_

sin 樂, §)』(I-P)헤. (18)

여기서 S 는 참 신호 부공간을 의미하고, § 는 추정된 신 

호 부공간이다. 또 P는 참 신호 부공간 S 로의 정사형 

행렬이고, P는 추정된 신호 부공간 S 로의 정사형 행렬 

이다.

그림 2를 보면 전통적인 PAST와 OPAST 및 Sliding 

window orthonormal PAST 알고리즘보다는 전후방 공 

분산 행렬을 사용하는 FB-PAST나 본 논문에서 제안한 

알고리즘이 공히 우수한 추정 정확성을 나타내고 있다. 

그러므로 그림 1과 그림 2로부터 제안된 알고리즘이 

FB-PAST의 정확성과 함께 신호 공간 벡터 사이의 직교 

성까지 지니고 있음을 알 수 있다.

V. 결 론

본 논문은 직교성은 갖춘 전후방 공분산 행렬을 이용하 

는 PAST알고리즘을 제안하였다. 기존의 PAST 알고리즘 

의 직교화를 위해 사용되던 OPAST로는 전후방 공분산 

행렬을 사용하는 PAST알고리즘 (FB-PAST)을 직교화 할 

수 없는데 반해서, 본 논문에서 제안한 방법으로 직교성 

을 갖는 알고리즘으로 만들 수 있음을 보였다. 시뮬레이 

션 결과에서 보인 것처럼 제안된 알고리즘은 향상된 추정 

정확성도 갖추고 있다. 그러므로 본 논문에서 제안한 알 

고리즘은 추정 정확도 와 직교성을 동시에 갖춘 알고리즘 

임을 알 수 있다.
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