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Abstract 

This paper investigates the feasibility of the Bayesian discrete time approximation method to estimate the 

parameters of Weibull distributions of failures for two non-identical components connected in series system. A 

Bayesian model based on the discrete time approximation method is formulated to infer the Weibull 

parameters of two non-identical components with the failure data of the virtual tests. The study of this paper 

comes to a conclusion that the method is feasible only for some special cases under the given constraints on 

the concerned parameters.

1. 서 론 

하나의 고장을 유발하는 비동일한 2 개의 부품

이 직렬로 연결된 시스템에서 고장 데이터를 사용

하여 2 개의 부품의 와이블 모수를 추정해야 하는 

필요가 있는 상황이 있을 수 있다. 예를 들어 직

렬로 연결된 2 개의 전자부품으로 이루어지는 전

력 출력단의 고장이 각 구성 부품의 독립적인 고

장에 의해서 발생되는 경우를 생각할 수 있다. 실

제적인 한계로 인하여 고장을 유발시킨 부품의 선

별이 곤란할 경우에는 고장 데이터에 의해서 각 

부품의 수명을 예측해야 한다. 

직렬계에서의 고장에 대한 통계적 처리 방법은 

구성 부품의 고장이 지수 분포를 따르는 경우에 

대해서는 체계적 이론이 정립되어 있다.(3) 그러나 

각 부품의 고장이 독립적인 와이블 분포를 갖는 

경우에 대해서는 그 모수에 대한 분석에 한계가 

있다. 특히 2 개 이상의 다수의 비동일 분포를 갖

는 부품들의 직렬계에 대해서는 통계적 추론이 어

려운 경우가 대부분이다. 본 연구에서는 비동일한 

2 개의 부품의  형상모수와 척도모수에 대해서 기

존의 경험적 정보에 의해 제한조건이 주어지는 상

황에서 현실적으로 통계적 모수 추정이 가능한 경

우에 대한 타당성 조사를 시도한다. 즉, 모수 간의 

상관 관계등이 알려진 경우에 모수의 추정 가능성

을 조사한다. 여기서 사용된 방법은 베이시안 모

델을 이용하여 이산 시간 정의에 의한 조건부 확

률과 신뢰도 함수, 확률밀도함수를 사용한다. 이산 

시간은 사건 발생의 초기점으로 부터의 시간 경과

를 연속적 시간이 아닌 이산 시간 구간의 인덱스
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로 지정되며 각 시간 구간별로 조건부 확률을 주

어지며 이에 따른 확률밀도함수와 신뢰도함수를 

계산한다. 이 때 각각의 시간 구간의 크기는 임의

로 설정할 수 있으나 본 연구에서는 모델링의 단

순화를 고려하여 일정 시간 구간으로 설정한다. 

이산 시간을 사용하는 경우의 이점은 각 구간 별

로 신뢰도함수를 설정할 수 있어 확률밀도함수를 

각 구간별 비연속 함수로 표현할 수 있다. 이 점

은 베이시안 모델을 사용하는 경우에 특히 유리하

다. 또한, 사건의 발생에 의한 초기점으로부터 경

과된 시간에 따른 누적 손상을 표현할 수 있다. 

      

2. 이론적 전개을 위한 가정 

본 논문에서 제기된 문제에 대한 이론 전개를 

위해서 다음의 전제 조건을 설정한다. 

① 직렬계는 2 개의 비동일 부품으로 구성되며 각

각의 고장의 .확률 분포는 와이블 분포로 표현할 

수 있으며 이 분포의 형상모수와 척도모수는 상수

이다. 

② 케이스 스터디에서 사용되는 고장 데이터는 임

의로 설정된 와이블 분포 모수에 의해 발생된 것

이다. 이것은 베이시안 모델링에 의해 추정된 모

수와 미리 설정된 모수에 의한 결과의 차이를 평

가하기 위해서 기지(predetermined)의 모수를 사용

할 필요가 있기 때문이다. 

 

3. 기본 개념 및 이론  

3.1 직렬계 2개의 비동일 부품에 의한 확률분포 

 

본 연구에서는 2 개의 비동일 부품이 직렬계를 

구성할 때의 확률분포의 고장률 함수, 확률밀도함

수 및 신뢰도함수를 먼저 설정해야 한다. Fig. 1 에 

개념도가 나타나 있다. 여기서 ih 는 각 부품의 고

장률 함수(hazard function)이고 iλ , iγ 는 각각 척

도모수(scale parameter)와 형상모수(shape parameter)

를 나타낸다. 또한 이때의 각 부품의 특성수명

(characteristic life) iη 는 식 (1)로 표현된다. 
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Fig. 1 two-component non-identical series system 

 

이 경우의 확률밀도함수와 신뢰도 함수를 다음과 

같이 도출할 수 있다. 먼저 직렬계의 고장률 함수

는 각 구성 부품의 고장률 함수의 합으로 식 (2)

로 표현된다.(2) 

)()()( 21 ththth += 1

22

1

11
21 −− += γγ γλγλ tt     (2) 

고장률 함수를 적분하면  

∫=
t

duuhtH
0

)()(  

( )∫ −− +=
t

duuu
0

1

22

1

11
21 γγ γλγλ  

21

21

γγ λλ tt +=    

으로 표현된다. 

따라서 직렬계의 신뢰도함수와 확률밀도함수는 

다음의 식 (3)과  식 (4)으로 표현된다.  

( ))(exp)( tHtS −= ( )[ ]21

21exp
γγ λλ tt +−=    (3) 

dt

dS
tf −=)(  

( ) ( )[ ]2121

21

1

22

1

11 exp
πγγγ λλγλγλ tttt +−+= −−

  (4) 

 

3.2 이산 와이블 고장률 모델 

본 연구에서는 와이블 분포에 대한 확률밀도함

수와 신뢰도 함수를 시간에 대한 연속 함수에서 

일정 단위시간으로 분할된 이산시간구간(discrete 

time interval)으로 변경하여 이론을 전개한다. 이 

방법을 사용하는 이유는 2 개의 부품에 의한 직렬

계의 수명 분포는 정형적인 형태의 확률밀도함수

를 갖지 않기 때문에 시간구간확률을 정의할 수 

있는 이산시간접근방법이 적절하다고 판단하기 때

문이다. 즉, 원점으로부터 경과한 실제의 시간 

∞<<<<< Laaa L210  을 이산 분할하고 구

간 j 는 원점으로부터 출발한 시간 1−ja 와 ja 의 

시간 구간을 인덱스로 나타내고 이 두 시점의 차

이를 jd 로 표현할 수 있다. 모든 시간구간이 동

일하면 constdd j == 의 관계가 성립된다. 그리

고 원점으로부터의 경과 시간은 jda j ⋅= 로 표

현된다. 어떤 객체가 이전의 ( 1−j )개의 구간에서 

1h 2h

),( 11 γλ ),( 22 γλ
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고장이 발생하지 않고 j번째 구간에서 생존할 조

건부 확률은 식 (5)로 표현된다. 







−= ∫

−

j

j

a

a
j duuhq

1

)(exp    

( ) ( ){ }[ ]2211

1211exp
γγγγ λλ −− −+−−= jjjj aaaa     (5) 

여기서 jda j ⋅= 이면  

11 )1(1

γγϕ −−= jjj , 22 )1(2

γγϕ −−= jjj  

으로 정의하면 조건부 확률은 

( ){ }jjjj ddhq 2211
21exp1 ϕλϕλ γγ +−=−=  

으로 나타낼 수 있다. 따라서 이 j구간에서 i객

체가 고장이 날 확률 )( jij h=π 는 식(6)로 된다. 

( ){ }jjjij ddq 2211
21exp11 ϕλϕλπ γγ +−−=−=   (6) 

다시 식 (7)과 같이 변형되면 베이시안 모델링에

서 로짓 함수를 사용할 경우에 유리하다. 

( ){ })log(expexp1 2211
21

jjij dd ϕλϕλπ γγ +−−=   (7) 

여기서 ( )jjj dd 2211
21log ϕλϕλ γγ +=Φ 로 정의하

면 ( ) jij Φ=−− )1log(log π 로 표시된다. 

여기서 보수 로그-로그 함수를 식 (8)의 로짓(logit) 

함수로 변환시키면 수렴성에 유리하다. 

j

ij

ij

ijit Φ=










−
=

π

π
π

1
log)(log  

          ( )jj dd 2211
21log ϕλϕλ γγ +=       (8) 

또한 j구간에서의 신뢰도 함수는 식 (9)과 같다. 

( )k
j

k
j hS −=Π

−

=

1
1

1

 

 ( ){ }kk

j

k

dd 2211

1

1

21exp ϕλϕλ γγ +−=Π
−

=

        (9) 

따라서 j 구간에서의 확률밀도함수를 식 (10)으로 

표현할 수 있다. 

 jjj Shf =  

 ( ){ }[ ]jj dd 2211
21exp1 ϕλϕλ γγ +−−=  

   ( ){ }kk

j

k

dd 2211

1

1

21exp ϕλϕλ γγ +−×Π
−

=

     (10) 

 

3.3  WINBUGS를 이용한 베이시안 모델링 

본 논문에서는 이산시간접근방법(Discrete Time 

Approximation Method)를 사용하여 베이시안 모델

링에 의한 고장 데이터를 분석한다. 이 모델링의 

개념을 요약하면 초기로부터 순차적으로 구분된 

시간 구간 j 에서의 i 객체의 사상(event) 확률을 

ijπ 라 하고 객체의 고장이 관찰된 구간 인덱스를 

ir 로 표시한다. 여기서 척도모수 1λ  과 2λ 는 상수

라고 가정한다. 구간 j에서의 객체 i의 사상 확률 

ijw 는 구간 j 에서 고장이 발생하면 1 로 정의되

고 생존하면 0 으로 정의된다.(1) 

즉, )(~ ijij Bernoulliw π   

여기서  객체 인데스 i , 구간 인덱스 j의 범위는 

ni ,...,2,1= ,   irj ,...,2,1=  

( )jjij ddit 2211
21log)(log ϕλϕλπ γγ +=  이고 

11 )1(1

γγϕ −−= jjj , 22 )1(2

γγϕ −−= jjj
로  

정의된다. 여기서 n은 총 객체수이다. 또한 각 모

수에 대한 사전분포는 식 (11 )과 같이 설정된다. 

),(~ iii N ταλ ,  )01.0,1(~ Gammaiγ      (11) 

여기서 척도모수의 확률분포의 iα 와 iτ 는 적절한 

임의의 값으로 설정되나 iα 는 예상되는 평균과 

같은 차수를 갖도록 하는 것이 수렴에 유리하다. 

본 논문에서 사용하는 예제는 모두 가상의 시험 

데이터이고 이 데이터는 미리 선정된 모수를 사용

하여 정의된 이산 확률 분포(discrete density 

distribution)를 계산하고 이 분포에 의한 난수를 발

생시켜 얻은 고장 데이터이다. 여기서 j 구간의 

이산확률밀도는 jjj Shf = 의 관계식을 사용하여 

구한다. 따라서, 2≥j 이면 식 (12)로 계산된다 

( ){ }kk

j

k
j ddf 2211

1

1

21exp ϕλϕλ γγ +−=Π
−

=

   

  ( ){ }kk

j

k

dd 2211
1

21exp ϕλϕλ γγ +−−Π
=

       (12) 

한편 최초값 1=j 의 경우는 식 (13)로 표현된다. 

( ){ }21

211 exp1
γγ λλ ddf +−−=              (13) 

2 개의 비동일 부품에 대한 모수는 2 개의 형상 

모수와 2 개의 척도모수가 미지의 모수가 된다. 즉 

직렬계의 고장률 함수를 나타내는 식 (2)의 

121 ,, γλλ  및 2λ 가 미지의 모수이다.  이 때의 기

본적 형태의 베이시안 모델링은 아래과 같다.(4) 

 
Model : Weibull mixture distribution of 2 priors in series 

for ( Ni ,1= ) { 
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  iri failw
i
=,  

for ( 1,1 −= irj ) { 0=ijw  } 

for ( irj ,1= ) { 

 )(~ ijij Benroulliw π  

  jijit Φ=)(log π  

  )1log()1()log( ijijijijij wwLL ππ −−+= } 

Priors: 

    ),(),(~ 2111

*

1 ccIN ταλ  

    ),(),(~ 2122

*

2 ccIN ταλ  

    )01.0,1(~1 Gaγ  

    )01.0,1(~2 Gaγ  

)exp( *

11 λλ =  

    )exp( *

22 λλ =  

for ( ){,1 Mj =  

      
22

11

)1(

)1(

2

1

γγ

γγ

ϕ

ϕ

−−=

−−=

jj

jj

j

j
  

[ ]jjj dd 2211
21log ϕλϕλ γγ +=Φ  } 

    } 

여기서 N 은 고장 또는 관측중단 데이터 갯수, 

M 은 시간구간의 총 개수다. 한편, 1α 와 2α 는 

경험적 정보에 의해 평균값, 21,ττ 는 분산의 역수 

에 대한 임의의 상수이다. 이 모델링에서 사전 분

포의 범위를 나타내는 임의의 상수 1c 과 2c 는 

)log( 1

*

1 λλ = 과 )log( 2

*

2 λλ = 의 분포 한계를 제

한하여 WINBUGS 의 연산 과정에서의 발산을 방

지한다. 즉, 정규 분포로 표현되는 
*

1λ 과 
*

2λ 의 난

수가 너무 크거나 작은 값을 갖게 되면 베이시안 

모델링에 의한 추정값이 수렴하지 않을 경우가 발

생하여 난수의 범위를 제한할 필요가 있다.  그러

나 임의로 설정된 경계값 1c 과 2c  사이의 구간에  

*

1λ 과 
*

2λ 의 추정값이 존재하도록 1c 과 2c 의 차

이는 가능한 최대가 되도록 설정하는 것이 필요하

다. 본 논문에서 사용된 
*

1λ 과 
*

2λ 의 분포 구간은

[ 20, 5]− − 이고 이 구간의 상한값과 하한값에 의한 

특성 수명의 비율는 500 배가 넘도록 설정되어 있

다. 따라서 특성 수명에 대한 최소한의 사정 정보

만 있어도 실제적인 구간 설정은 상당히 용이하다

고 예상된다. 

4. 가상 시험에 의한 타당성 분석  

베이시안 모델링의 WINBUGS 프로그램을 실행

할 때 초기값에 따라 모수의 계산 결과에 상당한 

차이가 나타날 수 있다. 따라서 베이시안 모델에 

의한 모수의 추정치가 초기값에 따른 모수의 분산

이 일정 한계를 벗어나면 합리적인 모수의 추정이 

곤란하다고 판단해야 한다. 여기서 4 개의 미지의 

모수의 상호 관계에서 특정한 제한 조건이 주어지

면 이산시간접근방법을 사용하는 베이시안 추정이 

가능한 것으로 예상된다. 다음의 2 가지 경우에 대

해서 모수 추정의 적합성을 조사한다. 

4.1  Case 1: 2개의 형상 모수가 동일하고 특성

수명의 비율이 알려진 경우 

와이블 분포를 갖는 2 개의 비동일 부품의 고장

에 대해서 두 부품의 형상 모수가 동일하며 미지

값이고 두 개의 척도모수는 미지값이나 두 척도모

수의 비율을 아는 경우의  베이시안 추정을 하는 

예를 생각한다.  이 경우의 50 개의 가상 시험에 

의한 고장 데이터를 얻기 위해서 4 개의 모수를 

5

1 105.2 −×=λ ,
5

2 100.1 −×=λ  및 1.221 == γγ
로 미리 설정한다. 또한, 두 부품의 특성수명의 관

계를 12 ηη c= 으로 가정하면 4038.0=c 이 된다.  

Fig. 2 에 이 설정 조건에 대한 확률밀도함수(PDF)

와 누적분포함수(CDF)가 나타나 있다.  

여기서 적색과 청색 점선은 각각의 비동일 부품

의 PDF 와 CDF 이고 흑색 실선이 2 개의 독립된 

부품의 직렬계의 확률밀도함수와 누적분포함수이

다. 

와이블 분포를 갖는 2 개의 부품의 형상 모수는 
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Fig. 2  PDF & CDF of series system of Case 1 
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Fig. 3  Means of 1γ  and 
*

1λ  of  Case 1 

 

동일한 미지수이므로 척도 모수의 비가 알려져 있

으므로 베이시안 모델링에서  
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 으로 조건식이 주어진다. 

또한 )log( 1

*

1 λλ = , )log( 2

*

2 λλ = 로 정의하고 이

값들에 대해서 사전분포와 초기값을 각각 다른 값

을 갖도록 설정한 11 가지 경우에 대해서 베이시

안 모델링에 의해서 계산된 1γ 와
*

1λ 의 평균값 분

포를 Fig. 3 에 나타나 있다  

따라서 베이시안 모델링의 추정에 의한 형상 모수

는 3998.221 == γγ , 9475.11*

1 −=λ  이라고 추정

된다. 즉 
6

1 10475.6 −×=λ , 
6

2 10590.2 −×=λ 으

로 추정된다. 가상 시험의 데이터에 대한 베이시안 

추정에 의한 결과의 적합성를 판단하는 것이 필요하

다. 관측된 데이터와 추정에 의한 모수를 근거로 계

산된 신뢰도 함수와의 차이의 절대값에 대한 신뢰도 

분포의 편차를 정의하는 것을 생각할 수 있다 .따라

서 메디안 랭크 법을 사용하면 관찰된 시간 구간별 

신뢰도은 식 (14)와 같이 계산된다. 
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여기서 jF 와 jR 는 각각 j 구간에서의 누적분포

함수와 신뢰도함수를 나타낸다. 한편, 관측된 데이

터에 의한 신뢰도와 모수 추정에 의한 신뢰도의 

차이의 편차를 식 (15)과 같이 정의한다.  

 

Table 1 Comparison of Deviances of Case 1 

Parameters Deviance 

pre-determined 0.2598 

estimated 0.2036 
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Fig. 4 PDFs and reliability functions due to pre-

determined and estimated parameters of Case 1 
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여기서 kestimatedS , 는 베이시안 추정으로 구해진 모

수에 의한 k 번째 고장 데이터에서의 신뢰도이고 

kobservedS , 는 관측된 k 번째 고장 데이터에서의 메

디안 랭크 법에 의한 신뢰도를 의미한다. 이 가상 

시험의 경우 미리 설정된 모수와 베이시안 추정에 

의한 모수를 비교하기 위해서 시간구간에 대한 확

률 분포와 신뢰도 함수를 Fig. 4 에서 보여주고 있

다. 베이시안 추정값에 의한 확률밀도함수와 신뢰

도 함수는 적색 실선, 설정된 모수에 의한 확률밀

도함수와 신뢰도함수는 청색 점선 그리고 가상 시

험의 고장 데이터의 신뢰도함수는 타점 포인트로 

나타나 있다 

이 때의 적합성 분석을 위한 미리 설정된 모수

에의한 편차와 베이시안 추정에 의해서 구한 모수

로 식 (15)로 계산한 각각의 편차가 Table 1 에 나

타나 있다.  

관측된 가상 시험의 신뢰도에 대해서 사전에 설정

된 모수로 계산된 신뢰도 함수보다 추정에 의한 

얻어진 모수로 계산된 신뢰도 함수가 더 적합성이 

우수한다는 것을 보여주고 있다. 



이산 시간 접근 방법을 사용하는 2 개의 직렬계 비동일 부품 고장의 와이블 분포 모수의 … 
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 Fig. 5  PDF and CDF of series system of Case 2 

 

 

4.2  Case 2 : 2개의 부품의 형상모수와 특성수

명의 비율이 알려진 경우 

이 조건에서의 모수 추정의 타당성을 조사하기 

위해서 미리 설정된 4 개의 척도모수과 형상모수

는 
4

1 105.2 −×=λ ,
5

2 100.1 −×=λ , 6.11 =γ  및 

2.22 =γ 이고 50 개의 가상 시험 데이터를 사용

한다. 이 조건에서 05.1=c , 375.1=p 이고 설

정된 모수들에 의한 확률밀도함수와 누적분포함수

가 Fig. 5 에 나타나 있는데  흑색 실선이 2 개의 

부품으로 구성된  직렬계의 확률밀도함수와 누적

분포함수를 나타낸다.  

와이블 분포를 갖는 2 개의 부품의 형상모수의  

비율 p 를 가정하면 12 γγ p= 이고 특성수명의 관

계식 12 ηη c= 에서 척도모수의 관계를 나타내는 

식 (16 )을 구할 수 있다. 

p

c
12

2
1

λλ
γ








=                         (16) 

이 때 1

*

1 logλλ = , 2

*

2 logλλ = 를 사용하여 베이

시안 모델링에 사용되는 식 (17)을 얻을 수 있다. 

cp log2

*

1

*

2 γλλ −=                     (17) 

이 관계식을 사용하여 1γ , 
*

1λ 의 평규값의 히스토

그램으로 표현된 분포가 Fig. 6 에 나타나 있다.  

따라서 이 경우에서의 직렬계의 2 개 부품의 형상

모수는 각각 886.11 =γ  , 593.212 == γγ p 으로 

추정되며 척도모수에 로그를 취한 추정값은 각각

7959.9*

1 −=λ ,  5975.13*

2 −=λ 으로  예측되어  
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Fig. 6  Means of 1γ  and 
*

1λ  of Case 2 
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Fig. 7 PDF and survival functions due to pre-

determined and estimated parameters of 

Case 2 

 

두 개의 부품의 척도모수는  
5

1 105685.5 −×=λ , 

6

2 102458.1 −×=λ 로 계산된다.  여기서 두 개의 

형상모수의 관계와 두 개의 척도모수의 관계는 일

정 비율로 표현되었으며 하나의 모수가 다른 모수

의 함수식로 표현하여 베이시안 모델링에 제한 조

건을 삽입하여 모수 추정을 한다. 

이 때의 확률밀도함수와 신뢰도함수는 Fig. 7 에 

나타나 있다.. 여기서 청색 점선은 설정된 모수에 

의한 함수, 적색 실선은 베이시안 추정에 의한 함

수이고 타점 포인트는 관측 데이터에 의한 신뢰도

함수를 나타낸다.  

관측된 고장 데이터와의 적합성을 비교하기 위

해서  미리  설정된  모수에  의한  신뢰도  함수와  
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Table 2 Comparison of Deviances of Case 2 

Parameters Deviance 

pre-determined 0.4408 

estimated 0.3326 

 
베이시안 추정에 의한 신뢰도 함수의 편차를 식 

(15)에 의해서 계산하여 비교한 결과가 Table 2 에 

나타나 있다.  

이 결과에서 설정된 모수의 신뢰도함수보다 베

이시안 추정에 의한 신뢰도함수가 관측된 고장 데

이터에 의한 신뢰도 타점 포인트에 더욱 적합되는 

것을 보여주고 있다. 

5. 결 론 

  와이블 분포를 갖는 2 개의 부품으로 구성되는

직렬계에서의 고장 데이터에 대해서 이산시간접근

방법(discrete time approximation method)에 근거한 

베이시안 모델링으로 각 부품의 모수를 추정할 수 

있는 경우는 제한적이다. 모수를 합리적인 수준에

서 추정할 수 있는 경우는 아래와 같다. 

(1) 2 개의 부품의 형상 모수가 동일하고 두 부

품의 척도 모수의 관계에 대한 정보가 알려져 있

다.  

(2) 2 개의 부품의 형상모수가 기지값(known 

value)이고 2 개의 부품의 척도 모수의 관계에 대

한 정보가 알려져 있다. 

(3) 2 개의 부품의 형상 모수의 관계에 대한 정보

와 척도 모수의 관계에 대한 정보가 알려져 있다. 
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