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Abstract 

In this paper, the estimation method of C(t)-integral for combined mechanical and thermal loads is 

proposed for elastic-plastic-creep material via 3-dimensional FE analyses. Plasticity induced by initial loading 

makes relaxation rate different from those produced elastically. Moreover, the interactions between 

mechanical and thermal loads make the relaxation rate different from those produced under mechanical load 

alone. To quantify C(t)-integral for combined mechanical and thermal loads, the simplified formula are 

developed by modifying redistribution time in existing work done by Ainsworth et al.. 

기호설명 

 

C(t) : 천이영역에서의 크리프 매개변수  

(non-steady creep characterizing parameter) 

C* : 광범위크리프에서의 크리프 매개변수 

(wide-spread creep characterizing parameter) 

m, A : 소성 응력 지수 및 재료 상수, 식 (1) 

n, B : 크리프 응력 지수 및 재료상수, 식 (2) 

J-integral : J-적분 

Je : J-적분의 탄성성분, =K2/E’ 

Jp : J-적분의 소성성분, 식 (3) 및 (4) 

K : 응력확대계수(stress intensity factor) 

KI
P, KI

S, KI
P+S : 기계하중, 열하중, 기계하중 및 열하

중의 복합하중에 대한 응력확대계수 

 
Lr : 소성붕괴에 대한 근접성, 식 (5) 

Kr(=f(Lr)) : 파괴에 대한 근접성, 식 (7) 

σref : 참조응력, 식 (8) 

β : 열응력 크기에 대한 특성 변수, 식 (9) 

t : 크리프 시간 

τ : 무차원 시간, 식 (12) 
tred : 재분배 시간, 식 (13) 

V-factor : V-계수, 식 (19) 

E, E’ : 탄성계수, 평변 변형률 조건에서의 E 

σo : 항복강도 

εp : 소성 변형률 

εc, cε&  : 크리프 변형률, 크리프 변형률 속도 

r : 배관의 평균 반경, Fig. 1 

w : 배관의 두께, Fig. 1 

a : 배관 균열의 깊이, Fig. 1 

θ : 배관 균열 원주 크기의 반각, Fig. 1 
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1. 서 론 

C(t)-적분은 고온 구조물 평가 시 필요한 매개 변

수로서 천이 크리프 영역에서의 균열 부근 응력장 

및 변형률 속도장의 크기를 나타내며 균열 진전 예

측 시 중요한 인자가 된다.(1~3) 이러한 이유로 C(t)-적

분 예측을 위한 다양한 연구가 수행되었지만 대부분

의 연구는 인장, 굽힘, 내압과 같은 기계 하중을 받

고 있는 균열 구조물에 국한되었다.(4~10) 

Riedel,(4) Ehlers(5) 및 Ainsworth(6,7)는 기계하중을 받고 

있는 탄성-크리프 재료에 대한 C(t)-적분 예측식을 개발

하였으며 Joch(10)는 기계하중을 받고 있는 탄-소성-크리

프 재료에 대한 C(t)-적분 예측식을 개발하여 초기 하

중에 의한 소성이 크리프 특성에 미치는 영향을 정량

화하였다. 그러나 일반적인 고온 구조물은 기계 및 열

하중의 복합하중을 받고 있다. 따라서 고온 구조물에서

의 크리프 평가 시 이와 같은 특성을 고려해야 한다.  

Joch 및 Ainsworth 는 복합하중에 대한 크리프 

특성을 연구하였지만 탄성재료에 대한 정성적인 

분석 수준이었다.(11) 또한 탄성 회복(elastic follow-

up) 개념을 도입한 Lei 의 연구는 탄성 회복에 대

한 매개변수인 Z-계수를 예측하지 못한다는 점에

서 예측식 사용에 한계가 있었다.(12) 

본 논문에서는 복합하중을 받고 있는 탄-소성-

크리프 재료의 균열 배관에 대한 C(t)-적분을 예측

하였다. 열응력이 C(t)-적분에 미치는 영향은 R6 

및 SINTAP 에서 제시하는 V-계수를 도입하여 정

량화하였다.(13,14) 본 논문의 결과와 상응하는 탄성-

크리프 재료의 균열 배관에 대한 C(t)-적분 연구 

결과는 동반 논문에서 확인할 수 있다.(15) 

2. 유한요소 해석 개요 

복합응력을 받는 탄-소성-크리프 재료에 대한 J-

적분 및 C(t)-적분 계산을 위해 본 연구에서 고려

한 형상, 재료물성 및 하중은 다음과 같다.  
 

2.1 해석 대상 

Fig. 1 은 본 연구에서 고려한 원주 방향 내면 

균열이 있는 배관으로서 360°표면 균열 및 부분 

표면균열을 보여준다. 배관의 반경 비(r/w)는 10을 

고려하였으며 다양한 균열 두께(a/w)및 균열 길이 

(θ/π)를 고려하였다. 표면균열에 대한 유한요소 망

은 Fig. 2에서 확인할 수 있다. 
 

2.2 재료 물성 

소성 및 크리프 재료 물성은 멱급수 법칙 

(power law)을 사용하였으며 식 (1) 및 (2)와 같다. 

 
(a) 

 
(b) (c) 

Fig. 1 (a) Schematic illustration for pipe with circumferential 

crack under tension. (b) 360°circumferential surface 

crack and (b) part-through surface crack were 

considered 

 
(a)  (b) 

Fig. 2 FE mesh for (a) 360°circumferential surface 

crack and (b) part-through surface crack 

   
(a)   (b) 

Fig. 3 Schematic illustration of type of thermal load. (a) 

Axial temperature gradient and (b) radial 

temperature gradient were employed 

 
Fig. 4 Comparison of J-integral results with estimating 

equation in failure assessment diagram. Various crack 

shapes were considered with mechanical load alone 
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p mAε σ=     (1) 

c nBε σ=&     (2) 

식에서 A 및 B 는 재료 상수이며 m, n 은 소성

응력 지수, 크리프 응력 지수로서 본 연구에서는 

m=n 을 고려하였으며 일반적인 응력 지수인 

m=n=5, 10 두 가지 경우를 고려하였다. 

 

2.3 작용 하중 (기계하중 및 열하중) 

배관에 작용하는 하중은 인장하중을 고려하였다. 

Fig. 3 은 본 연구에서 고려한 열하중 형태를 나

타내며 그림에서와 같이 축 방향 온도 구배(axial 

temperature gradient) 및 방사형 온도 구배(radial 

temperature gradient)를 고려하였다. 열하중 크기(β)
에 대한 설명은 3.2절에서 확인할 수 있다. 

3. J-적분 예측 

3.1 기계하중에 대한 J-적분예측 

식 (1)과 같이 정의한 소성재료에 대한 J-적분은 

GE/EPRI 핸드북(16,17) 또는 R6 코드(13)에 적용된 참

조응력법(reference stress method)을 통해 구할 수 

있으며 각각 식 (3) 및 (4)와 같다.  

( )( ) 1
1 / , /

m
p o oJ AGh a w m P Pσ +=   (3) 

2

'

ref
p

ref

EK
J

E

ε

σ

 
=   
 

   (4) 

식 (3)에서 G 는 형상변수이며 h1 은 형상 및 m

에 대한 무차원 함수로서 핸드북에서 확인할 수 

있다.(16,17) 그리고 P 는 작용하중이며 σo 는 재료의 

항복응력, Po는 무차원 하중이다. 식 (4)에서 σref는 

참조응력으로서 식 (5)에서와 같이 균열구조물의 

한계하중(PL)을 통해 구할 수 있다. 식 (3) 및 (4)

는 선행연구결과 10%내외의 비슷한 값을 제시하

며(18) 본 연구에서는 다양한 형상 및 재료에 적용

가능한 참조응력법을 통해 J-적분을 계산하였다   

참조응력에 대한 정의는 일반적으로 균열 구조물

의 한계하중을 사용하며(식 (5)), R6 의 option 2 에

서 제시하는 J-적분은 식 (6)과 같다. 

ref
r

L o

P
L

P

σ

σ
= =     (5) 

( )
2

2

2

ref refr
r

e ref ref

E LJ
f L

J E

ε σ

σ ε
− 

= + =  
 

  (6) 

 

Fig. 4 는 다양한 구조물에 대한 J-적분 해석 결과

를 파손평가도(FAD, Failure Assessment Diagram)에 

Table 1 Correction factor for optimized reference stress 

θ/π a/w m=5 m=10 

0.3 0.79 0.90 

0.5 0.80 0.91 0.125 

1.0 0.76 0.86 

0.3 1.03 1.14 
1.0 

0.5 1.16 1.28 

    

 

 
Fig. 5 V-factor calculated by FE analysis under combined 

mechanical and thermal load 
 

 
Fig. 6 Stress distribution along the ligament. Note that 

elastic-creep and elastic-plastic-creep material 

were considered 
 

나타낸 그림이다. 그림에서 Kr은 식 (7)과 같이 정

의된다. 본 연구에서는 보다 정확한 J-적분 예측을 

위해 식 (8)과 같이 한계하중에 대한 형상보정계

수(γ)를 도입하였으며 Fig. 4의 Lr은 식 (8)을 통해 

정의되었다. 각 형상 및 m 에 대한 보정계수는 

Table 1에서 확인 가능하다. 
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( )e
r r

J
K f L

J
= =    (7) 

ref
r

o OR L

P P
L

P P

σ

σ γ
= = =    (8) 

 

3.2 복합하중에 대한 J-적분예측 

기계하중 및 열하중은 대표적인 1차 하중 및 2차

하중으로서 균열 평가 시 서로 다른 거동특성에 대

한 보정이 필요하며 본 연구에서는 R6 및 SINTAP

에서 제시하는 V-계수를 사용하였다.(19,20) R6 에서는 

단순계산법 및 상세계산법을 통해 V-계수를 제시하

나 저자들의 선행연구결과 코드 제시값은 다소 보수

적인 결과를 제시하므로(21) 본 연구에서는 유한요소 

해석을 통해 구한 정확한 V-계수값을 사용하였으며 

Fig. 5 에서 m=5 인 다양한 균열 크기에 대한 V-계수 

결과를 확인할 수 있다. 그림에서 β는 열하중의 크

기를 나타내는 계수로서 식 (9)와 같이 정의된다. 본 

연구에서는 β=0.5, 1.0, 2.0, 5.0 이 고려하였으며 Fig. 3

에서 ∆Tmax 크기 조절을 통해 β값을 조절 하였다. 식 

(9)를 포함한 본 논문의 표기에서 위첨자 “P”는 기

계하중을, “S”는 열하중을, “P+S”는 복합하중을 의미

한다. 따라서 식 (9)에서 KI
S 는 열하중만 작용하는 

경우에 대한 응력확대계수를 의미한다. 

/

S
I
P
I r

K

K L
β =     (9) 

4. C(t)-적분 예측 

4.1 기계하중에 대한 탄-소성 C(t)적분 예측 

Ehlers 과 Riedel 은 탄성-크리프 재료에 대해 식 

(10)과 같이 C(t)-적분 예측식을 제시하였으며(5) 

Ainsworth 와 Budden 은 식 (10)에 비해 천이구간 

크리프 거동 특성을 개선한 식을 식 (11)과 같이 

제시하였다.(6) 

( )
( )

1
=1+

* +1

C t

C n τ
    (10) 

( ) ( )
( )

1

* 1

1

1 1

n

n

C t

C

τ

τ

+

+

+
=

+ −

   (11) 

식 (10) 및 (11)에서 τ는 무차원 시간을 나타내며 

식 (12) 및(13)과 같이 정의된다. 여기서 Jo는 크리

프가 발생하기 직전의 J-적분에 해당한다.  

red

t

t
τ =

   

(12) 

2

* *'

o
red

JK
t

E C C
= =    (13) 

 
(a) 

 
(b) 

Fig. 7 Comparison of C(t)-integral of FE analysis with 

estimating equation, Eq. (18). (a) Various 

amplitudes of mechanical load were considered 

and (b) Various crack shape were considered 
 

Joch 및 Ainsworth 는 탄-소성-크리프 재료에 대해 

초기 하중에 의한 소성 영향을 확인하였다. 그 결과 

식 (14)와 같이 변수 φ를 도입하여 초기 하중에 의

한 소성이 C(t)-적분에 미치는 영향을 정량화하였

다.(10) 즉, φ=1 은 탄성-크리프 재료를 나타내며 하중

에 의한 초기 소성이 커질수록 φ가 감소하며 완전 

소성재료에 대해 φ=0 이 된다. 즉, 완전 소성재료에 

대해 C(t)=C*가 된다. 이는 광범위(wide-spread) 소성 

및 광범위 크리프에 대해 균열 끝단에 발생하는 응

력장이 HRR장 (Hutchinson, Rice and Rosengren field)

을 따르기 때문에 탄성에 비해 소성응력장이 크리프 

응력장과 비슷하기 때문이다.(6,7,10) 

( ) ( )
( )

1

* 1

1

1

n

n

C t

C

τ

τ φ

+

+

+
=

+ −
  

(14) 

( )
*

1   0 1
o

AC

BJ
φ φ= − ≤ ≤    (15) 
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(a) 

 
(b) 

Fig. 8 Variation of C(t)-integral for various β, β=0.5, 1.0, 
2.0, 5.0 under combined mechanical and thermal 

load. (a) Lr=0.3 and (b) Lr=1.0 

 
식 (16) 및 (17)은 소성 재료 및 크리프 재료에 

대해 균열 끝단에 발생하는 응력장을 나타낸다.(22) 

식에서 d, ζ는 균열 끝단을 중심으로 한 극좌표계

(polar coordinate)를 나타내며 In및 
( ),ij mσ ζ%

은 하중 

및 형상과 무관한 무차원 변수이다. 

( )

1

1
,

mo
ij ij

n

J
m

AI d
σ σ ζ

+ 
=  
 

%
  (16) 

( )

1

1( )
,

n

ij ij
n

C t
n

BI d
σ σ ζ

+ 
=  
 

%
  (17) 

식 (16), (17)은 log-log 비율로 나타내면 균열 끝단

에서의 응력은 균열 끝단에서의 거리(d)에 대해 

소성 재료에서는 –1/(m+1) (또는 -1/(n+1))기울기를, 

탄성재료에 대해서는 -1/2 기울기를 나타내며 이는 

Fig. 6에서 확인할 수 있다. Fig. 6은 탄성-크리프, 

탄-소성-크리프 재료에 대해 크리프 전 및 광범위 

크리프에서의 균열부근 응력분포를 나타낸다.  

 

(a) 

 

(b) 

Fig. 9 Variation of C(t)-integral for various β, β=0.5, 1.0, 
2.0, 5.0 under combined mechanical and thermal 

load. (a) Lr=0.3 and (b) Lr=1.0 

 

그림에서와 같이 탄, 소성에 관계없이 광범위 크

리프 조건에서는 식 (17)을 만족함을 알 수 있으

며 소성응력상태와 유사한 응력분포 및 크기를 나

타냄을 알 수 있다. 

Kim et al. 은 다양한 형상에 대한 탄성-크리프, 

탄-소성-크리프 계산결과 식 (11) 및 (14)는 n 에 

민감하지 않으며 따라서 식 (18)에서와 같이 n=3.5

를 적용한 C(t)-적분 평가식을 제시하였다.  

( ) ( )
( )

4.5

* 4.5

1

1

C t

C

τ

τ φ

+
=

+ −
   (18) 

Fig. 7(a)는 m=n=5, θ/π=1.0, a/t=0.3인 균열배관에 

대한 C(t)-적분 결과를 나타낸다. 다양한 기계하중

(Lr=0.3, 0.6, 1.0)이 고려되었으며 그림에서와 같이 

기계하중이 증가할수록 φ가 0 에 가까워짐을 알 

수 있다. 이와 같은 특성은 Fig. 7(b)에서와 같이 

균열 형상에 상관없이 공통적으로 나타났으며, 또

한 m=n=10에서도 확인할 수 있었다. 
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Table 2 Value of f for n=m=10 for various mechanical 

and thermal loading condition 

Lr Load type β φ (n=m=5) 

Mechanical only - 0.992 

0.5 0.999 

1.0 1 

2.0 1 

0.3 
Combined load 

(Axial temperature 

gradient) 
5.0 1 

Mechanical only - 0.558 

0.5 0.735 

1.0 0.815 

2.0 0.890 

1.0 
Combined load 

(Axial temperature 

gradient) 
5.0 0.958 

4.2 복합하중에 대한 탄소성 C(t)-적분 예측 

Fig. 8 은 인장 하중 및 축 방향 온도 구배가 작

용하는 배관에 대한 C(t)-적분 결과를 나타낸다. 

Lr=0.3, 1.0 에 대해 각각 β=0.5, 1.0, 2.0, 5.0을 고려

하였으며 무차원 시간(τ)은 식 (12) 및 (13)에 의해 

정의되었다. Fig. 8 을 통해 알 수 있는 사항은 다

음과 같다.  

1) 일반적으로 열하중이 증가하면 낮은 τ값에서 

C(t)-적분이 C*에 수렴한다. 그러나 β가 커질수록 

C(t)-적분이 C*에 수렴하는 실제 시간은 증가한다. 

이는 열하중이 C*에 영향을 미치지 않으며 열하중

이 증가할수록 Jo 값이 증가하므로 식 (13)에 따라 

tred 이 증가하기 때문이다. 따라서 Fig. 9 와 같이 

무차원 시간을 tC*/Jo
P 로 정의한다면 β가 증가할수

록 C(t)-적분이 C*로 수렴하는 시간이 증가하는 것

을 알 수 있다. 이와 같은 특성은 탄성-크리프 재

료에서도 확인할 수 있었다.(15) 

2) 하중이 증가하게 되면 초기 소성이 커지기 

때문에 φ값은 줄어든다. 그러나 복합하중에서 β가 

증가하면 C*-적분은 변함없이 Jo 값이 증가하므로 

식 (15)에서와 같이 φ값이 증가한다. 특히, 하중이 

커질수록 β증가로 인한 φ값 증가가 커져 Fig. 8(b)

에서와 같이 초기 크리프 구간에서의 C(t)-적분값

이 증가하게 된다. 각각의 하중에 대한 φ값은 

Table 2에서 확인할 수 있다. 

이와 같은 특성은 탄-소성-크리프 재료에 대해 

φ를 고려해야 되는 점을 제외하면 탄성-크리프 재

료에서 나타나는 특성과 일치한다. 따라서 복합하

중에 대한 무차원 시간을 재정의 함으로서 유한요

소 해석결과와 잘 일치하는 평가식을 제시할 수 

있음을 짐작할 수 있다. 

 
(a) 

 
(b) 

 
(c) 

Fig. 10 Comparison of C(t)-integral results with estimation 

eq., Eq. (23), for various β. Axial temperature 
gradient with mechanical load of (a) Lr=0.3, (b) 

Lr=0.6 and (c) Lr=1.0 are considered for m=n=5, 

θ/π=1.0 and a/w=0.3 
 

복합하중을 받고 있는 탄-소성 재료에 대한 응

력확대계수는 식 (19)와 같이 V-계수를 도입하여 

표현할 수 있다. 식 (19)는 식 (9)를 통해 식 (20)

과 같이 나타낼 수 있으며 식 (7)을 통해 초기 J-

적분(Jo)은 식 (21)과 같이 나타낼 수 있다.  
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(a) 

 
(b) 

Fig. 11 Comparison of C(t)-integral results with estimation 

eq., Eq. (23), for various β. (a) Another crack shape 
of θ/π=0.125, a/w=0.3 and (b) another stress index 
of m=n=10 is considered comparing with Fig. 10 
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본 연구에서는 복합하중에 대한 재분배 시간

(tred
P+S)을 식 (22)와 같이 제시하였다. 다양한 하중

에 대한 유한요소 해석 결과 식 (21)의 적용은 

[1+Vβ/Lr]
2f-2(Lr)≤10 에서와 같이 기계하중이 크고 

열응력이 작은경우였으며 [1+Vβ/Lr]
2f-2(Lr)≥10 에서

와 같이 기계하중이 적고 열하중이 큰 경우에는 

기계하중에 의한 J-적분(Jo
P)으로서 재분배 시간에 

대한 정의가 가능하였다. 따라서 복합하중에 대한 

C(t)-적분 예측식은 식 (22)를 통해 식 (23)과 같이 

정의할 수 있다.  

 
(a) 

 
(b) 

Fig. 12 Comparison of C(t)-integral results with estimation 

eq., Eq. (23), for various β. Radial temperature 
gradient was employed with (a) m=n=5 and (b) 

m=n=10 
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4.3 복합하중에 대한 탄소성 C(t)-적분 결과 

Fig. 10 은 축방향 온도 구배 및 인장하중을 받

고있는 m=n=5, θ/π=1.0, a/w=0.3 인 배관에 대한 

C(t)-적분 예측 결과를 나타낸다. 그림에서 실선은 

C(t)-적분에 대한 평가식인 식 (23)을 나타내며 심

벌은 C(t)-적분에 대한 유한요소 해석 결과로서 평

가식 및 해석 결과는 식 (22)에서 정의한 무차원

시간을 사용하였다. 그림에서와 같이 유한요소 해

석 결과 및 평가식은 잘 일치하고 있다. Fig. 10(c)
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와 같이 기계하중이 큰 경우(Lr=1.0) 평가식은 유

한요소 해석 결과에 비해 다소 보수적인 결과를 

나타내나 기존 평가식인 식 (14)와 비교하면 식 

(23)의 보수성이 줄어들므로 기존 평가식에 대한 

개선이 이루어졌다. 

제시한 C(t)-적분 평가식은 Fig. 11 에서와 같이 

θ/π=0.125, a/w=0.3 인 표면균열 및 m=n=10 재료에

서도 유한요소 해석 결과와 일치함을 알 수 있다. 

또한 Fig. 12 에서와 같이 방사형 온도구배에 대해

서도 정확한 결과를 제시하였다.  

5. 결 론 

본 논문에서는 복합하중을 받고 있는 탄-소성-

크리프 재료에 대해 C(t)-적분을 예측하였다. 본 

연구의 결과는 다음과 같다. 

1) 알려진 바와 같이 열하중은 C*-적분에 영향

을 미치지 않음을 확인하였다. 그러나 초기 J-적분

(Jo)값에는 영향을 미치며 β가 커질수록 재분배 시

간(tred)이 증가한다. 

2) 기계하중이 커지면 초기 소성이 커지게 되며 

φ�0 이 되어 짧은 크리프 시간에 대한 C(t)-적분

이 C*-적분에 가까워 진다. 그러나 β가 증가하면 

C*-적분은 변화없이 Jo 값이 증가하므로 식 (15)에

서와 같이 φ값은 증가한다. 따라서 초기 C(t)-적분

값이 커지게 된다. 

3) 1), 2)와 같은 특성을 바탕으로 본 논문에서는 

복합하중이 작용하는 경우에 대한 재분배 시간을 

식 (22)와 같이 정의하였다. 식 (22)는 기계하중이 

상대적으로 크고 열하중이 상대적으로 작은 경우 

V-계수를 도입한 J-적분을 통해 재분배시간을 정

의할 수 있으며 기계하중이 상대적으로 작고 열하

중이 상대적으로 큰 경우에는 기계하중만 작용할 

때의 J-적분으로 재분배시간을 정의할 수 있음을 

의미한다. 기계하중과 열하중의 크기에 대한 정량

적 기준은 식 (22)에서 제시하였다. 

4) 식 (22)에서 제시한 재분배시간을 사용한 식 

(23)은 복합하중에 대해 유한요소 해석과 잘 일치

하는 C(t)-적분을 예측하였다. 이와 같이 본 연구

에서 제시된 식 (23)은 기계하중만을 고려한 기존 

평가식에 비해 복합하중을 받고 있는 균열 구조물

에서 개선된 C(t)-적분을 예측하였다. 
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