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유한 대수의 다종 수송수단을 고려한 동적 생산-수송 모형

A DynamicProductionandTransportationModelwithFinite

NumberofMultipleTransportationModes
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Abstract

Thisstudy dealswiththesingle-productproduction andtransportation model

with dynamic demand over finite time horizon, in which the optimal

production(order)quantities,transportationmodesandthenumberofeachvehicles

aredeterminedsimultaneously.Thefinitenumberofidenticalvehicleswithcapacity

constraintisgiventoeachmode.Productionandtransportationcostsareassumed

to be concave function for generality.For a relevant mathematical model

formulated,the theorems and properties are discussed to presentthe efficient

algorithm.Anumericalexampleissolvedtoillustratethealgorithm developed.

키워드 :생산,수송,용량 제약,concave비용함수
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1.서론

물류비용의 비중이 커져가고 있는 현실에 생산

(발주)정책과 수송정책을 동시에 고려하여야만 진

정한 최적화를 이룰 수 있다.예를 들어 비용구조

가 다른 여러 수송수단이 존재하여 선택할 수 있

다면 구입량에 따라 적절한 수송수단을 결정할 필

요가 생긴다.이 경우 구입량을 결정한 후에 그 결

과에 의해서 수송수단을 결정하는 것은 최적화가

될 수 없다[14,15].특히 가용한 수송수단의 용량과

수가 한정될 때는 더욱 그러하다.

Aggarwal[1]은 수송정책의 중요성을 강조하고

현 재고체계의 개선을 위한 몇 가지 제안을 하였

으며 Baumol과 Vinod[3]는 하주들의 총 수송수요
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의 추정과 아울러 수송수단의 선택에 관한 모형을

다루었으나 정적인 상태에 국한되었다.Hwang과

Sohn[6]은 가격 및 수요가 변화하는 동적인 상황

에 적용 가능하고 수송과 저장과정에서 산화되는

팜유(Palm Oil)와 같은 진부화 제품에 대한 수송-

재고 모형에 관한 연구를 수행하였다.또 손권익

[14]은 구매 및 수송과정에서의 가격할인,가격할

인을 받기 위한 초과구입의 처분가능성 등을 고려

한 모형을 다루었다.이 두 연구는 각 수송수단의

수송량에 대한 용량의 제한이 주어지지 않음으로

써 결과적으로 일회의 구매량을 하나의 수송수단

으로 수송하는 것이 가능하고 그 경우가 최적이

되었다.그러나 현실적으로는 수송장비(예를 들면,

트럭 또는 컨테이너들)의 용량의 제약을 받는 경우

가 대부분이며 이 경우 한 종류의 수송수단일지라

도 여러 대의 수송장비를 이용하거나 여러 종류의

수송수단을 조합하여 선택하여야 할 경우가 생긴

다.Lippman[10,11]은 multipleset-upcostmodel
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을 다루었다.이는 결과적으로 수송부분만을 고려

한 것으로 수송수단이 하나이고 대수가 여럿인 경

우에 해당되는 것이다.그러나 그의 논문[10]에서

해법의 제시는 대수의 제한이 없는 경우로 국한하

였다.다른 하나의 논문[11]과 Aucamp의 논문[2]

은 EOQ모형에 주문비용을 multipleset-upcost로

적용한 것으로 정적인 모형이다.손권익과 안세희

[15]는 용량제한이 주어지는 동적롯트결정모형[4,

5,6,7,8,9,12,13]에 수송정책을 고려하여 최적

구매정책 뿐 아니라,수송정책을 동시에 결정하는

수송-재고 모형을 정립하여 유한 계획기간 내에서

최적해를 구하는 경우에 대하여 해법을 제시하였

다.여기서 다룬 모형은 비용함수의 형태가 구매와

수송비용은 고정비용 더하기 선형의 변동비용으로

가정하고 재고비용은 선형 변동비용을 가정하였다.

이운식[16]은 수송수단을 화물 컨테이너로 하여 여

러 컨테이너 형태가 주어졌을 때 매 기간마다 생

산량과 수송수단 및 대수를 선택하는 모형을 정립

하여 해를 구하였다.그의 논문에서는 비용함수를

고정비용 더하기 선형의 생산비용,고정비용만 있

는 수송비용 및 선형의 재고비용을 가정하고 문제

풀기를 용이하게 하기 위하여 매 기간에 오직 한

종류의 수송수단만 선택하도록 하였다.또한 해를

구하는 방법에 있어서 컨테이너 크기들의 최대 공

약수를 이용하여 해를 구하였으나 효율성이 최대

공약수의 크기에 크게 의존되고 전개해 나가는 과

정에서 경우의 수가 크게 늘어나는 단점을 가지고

있다.이에 본 논문에서는 비용함수를 고정비용 더

하기 선형의 변동비용 구조를 포함하는 보다 일반

화된 concave비용함수를 가정하고 매 기간에 선

택되는 수송수단의 종류에 제한을 두지 않는 일반

적인 모형을 정립하여 문제의 성질을 이용한 효율

적인 방법을 제시하고자 한다.

2절에는 수학적인 모형이 제시된다.3절에는 정

식화된 문제의 최적해의 특성을 규명하고 계산과정

상 유용한 성질을 이용한 효율적인 해법을 제시한

다.다음에는 제시된 해법을 이용하여 예제를 풀어

보이며 끝으로 결언이 뒤따른다.

2.모형의 정립

모형에 쓰이는 가정,변수설명과 정식화된 모형

은 다음과 같다.

가정

1)여러 종류의 수송수단이 이용 가능하며 각 수

송수단은 수송용량에 한계가 주어져 있다.

2)수송 소요기간은 무시한다.

3)계획기간 은 유한하다.

4)주문의 결정과 도착은 기간 초에 이루어진다.

5)주문량에 대한 제한은 두지 않는다.

6)재고부족의 발생은 허락되지 않는다.

7)기초와 기말재고는 없는 것으로 한다.

8)발주,수송,재고유지비용함수는 모두 감소하

지 않는(Non-decreasing)concave함수이다.

변수 설명

1) =기간 의 수요.

2) =기간 의 수송수단의 종류.

3) =기간 의 수송수단 의 총 수송용

량.

4) =기간 의 수송수단 으로 운반되

는 양.

5)  =기간  말의 재고량.

6)(·)=기간 의 생산(구매)비용 함수.

7)
(·)=기간 의 수송수단 의 수송비용

함수.

8)(·)=기간 의 재고유지비용 함수.

모형

(P0) MinQ(t,m) 
  



 
  




  

 




 

s.t. 
  

 

 

=,,···,.

≥ , =,,···,.

   .

≤ ≤ ,

=,,···,,=,,···,.

목적함수는 생산(구매)비용,수송비용,재고유지

비용을 나타내는 식으로 이루어져 있는데 모두

concave비용함수들이다.

모형(P0)을 변형하여 전체 수송수단의 종류는

개로 하고 각 수송수단은 한정된 수송용량을 갖

는 유한 대수의 동일한 수송장비로 이루어져 있다

고 하자.각 수송수단의 개별 용량과 장비 수를

다음의 기호로 정의한다.

 =수송수단 의 개별 용량.(기간에 관계

없이 일정한 것으로 한다.)

 =기간 의 수송수단 의 수송가능한

수송장비의 수.

그리고 기간 의 수송수단 으로의 수송량

을 될 수 있는 대로 만재하여 수송하면 만

재 장비 대수는 을 으로 나누어 버림

을 한 정수가 되고,을 으로 나눈 나

머지가 0보다 크면 나머지를 부분적재하여 수송하

게 된다.이렇게 수송하는 것이 최적이라는 것은
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뒤에 나오는 정리(정리 2)에서 보여줄 수 있다.이

를 토대로 모형(P0)를 다시 쓰면,

(P) MinQ(t,m) 
  



 
  





 
  






 mod 


 mod 

 

s.t. 
  



 

=,,···,.

≥ , =,,···,.

   .

≤ ≤ ,

=,,···,,=,,···,.

여기서 xmody는 x를 y로 나눈 나머지.

모형(P)는 모든 에 대하여 다음 조건을 만족하

기만 하면 최적해가 존재한다.


  




  



≥
  



.

여기서는 이 조건을 만족하는 것으로 가정한다.

3.해법의 개발

모형(P)를 동적계획법(Dynamic Programming)으

로 풀기 위한 반복식(RecursiveEquation)을 유도

하기 위하여 먼저 다음 정리를 증명을 생략하고

적는다.

정리 1(InventoryDecompositionProperty[5]):

어떤 (=,,···,)에 대하여   이고,


    




  



≥ 
    



,=,,···,

이면 본래 문제의 최적해는 두 개의 분리된 문제,

즉 처음  기간 동안의 문제와 나머지  기간

동안의 문제를 각각 풀음으로써 구할 수 있다.

정리 1을 이용하면,모형(P)는 다음과 같은 반

복식으로 나타낼 수 있다.

: 일 때,기간 ,,···,에 걸쳐서 최

적계획일 때의 비용.

그러면,



 min   =,,···,.
o≤u<v

여기서,는   이고 =,,

···,에 대하여는 >0일 때,기간 ,,

···,에 걸쳐서 최적계획을 따를 때의 비용이다.

의 계산이 전체 계산의 대부분을 차지하

기 때문에 효과적인 의 계산을 위하여 최적

해의 성질을 조사하여 이용한다.

정의 1:하나의 수송장비에 의해서 수송되는 양

이 그 수송장비의 용량을 다 채우지 못하는 경우,

그 수송을 “부분적재 수송”이라 한다.부분적재 수

송이 발생한 기간을 “부분적재 기간(Fraction

Period)”이라 한다.

정리 2:   이고 =,,···,

에 대하여는 이면, {,,···,}중에

기껏해야 하나의 부분적재 수송을 포함하는 최적

해가 존재한다.

증명:역으로,기간 ,,···,에 걸쳐서 부

분적재 수송이 여럿 있는 비용이 인 최적해를

가정하자.여럿 중 두 부분적재 수송의 기간을 ,

라 하고 각각의 수송수단을 과 라 하자.(여

기서 와 는 같을 수 있다.)그리고 두 부분적재

수송의 양을 과 라 하자. 그러면 0<

< ,0<< 이다.또,기간 와 기간 의

수송(구매)총량을 간결하게 각각 ,라

하자.

≠와  인 경우로 나누어 생각한다.

i)≠()인 경우

 


min{, ,, ,min}

a<t<b

라 하면  >0이다.

a) 시점의 수송수단 으로의 발주량을 +

으로 만큼 증가시키고 수송수단 로의 발주량

을 -으로 감소시킨다.이 새로운 계획은 모형

(P)의 제약조건을 만족한다.이때 총비용 은

   


  

  


  

 

  



 
  

  . (1)

b)반대로, 시점의 수송수단 으로의 발주량

을 만큼 감소시키고 수송수단 로의 발주량을

+으로 증가시킨다.이 새로운 계획도 가능해이

며 총비용 는

   


  

  


  

 

  
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

 
  

  . (2)

는 최적이므로  ,  이다.따

라서    이다.

식(1)과 식(2)를 더하여 2를 빼주고 정리를

하면,

   


  

  
 


  

 

   



 
  

  
 .(3)

식(3)의 5개의 중괄호를 하나씩 살펴보자.우선

첫 번째 중괄호

   가 0보

다 같거나 작은 것을 보여 보자.

(·)는 concave함수이므로  ′″≥



{ ′ ″}의 관계가 있다.

′,″ 이라 하면 ′″

가 된다.따라서 첫 번째 중괄호 안의 식의

값은 0보다 같거나 작은 값이 된다.나머지 중괄호

에 대하여도 같은 논리를 적용하면 식(3)의 좌변은

0보다 같거나 작은 값이 됨을 알 수 있다.이는 식

(3)의 관계와 모순이 된다.따라서 가 최적이라

는 가정은 맞지 않는다.

ii) 인 경우

 


min{,c()-,,c()-}라 놓고

같은 절차를 거치면 가 최적이 될 수 없음을

쉽게 보여 줄 수 있다. Q.E.D.

정리 2는 우선 모형(P0)를 모형(P)로 바꿀 수

있는 근거가 된다.또 이를 이용하여  계산

의 효과적인 방법을 제시한다.방법은 논문[15]에

주어진 방법을 기본 틀로 하여 현 문제에 맞도록

수정하고 추가적인 성질을 규명하여 효율적인 절

차를 제시하도록 한다.

먼저 다음의 변수들을 정의한다.

 =기간 1부터 기간 까지 누적수요,

즉 
  



.

 (t)=기간 1부터 기간 까지 누적 총 수송

용량

즉   
  




  



.

 =기간 1부터 따져서 기간 에서의 가능

누적생산(주문)수준의 집합.

 =의 요소.

또한,를 를 부분적재 기간으로 미리

정해 놓고 를 푸는 문제로 하고 를

이 문제의 최소값이라 하자.그러면,

 =mina .

를 푸는데 있어,각 기간의 가능 누적생

산(주문)수준의 집합은 다음과 같이 찾는다.

=에서,는 하나의 요소,즉  를

갖는다.

=,,···,에 대하여는 전진법

(Forward Recursion)으로 로부터 를

구한다.즉,

    
  



∆

∆∈

이때,max{,}≤
≤를 만족한다.여기서 은 매우 작은 양수를

나타낸다.

=,,···,에 대하여는 후진법(Backward

Recursion)으로 로부터 를 구한다.즉,

    
  



∆

∆∈

이때, ≤
 

= 에서는  .

집합 의 계산과 병행하여 각 요소들의 부분

비용 계산을 위해 다음의 변수를 정의한다.

 =기간 에서 가능 누적생산(주문)수준

이 일 때의 부분비용.

는 다음 반복식에 의하여 계산된다.

    .

=,,···,에 대하여

           
  



∆


  



∆


    ∆∈⋯.

=,,···,에 대하여,

             
  



∆


  



∆  
 

    ∆∈⋯.
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부분적재 기간 에서   ≤


을 만족하는 쌍 ( )들에 대하여,

의 총비용 를 다음과 같이 계산한

다.

부분적재 수송의 양을 라 할 때 다음 식을 만

족하는 모든 ∆()의 조합 및 와 해당 수송수

단 를 찾는다.

  
  



∆  

∆∈⋯},≠,

∆ ∈⋯ ,

여기서,≤    .



min           
 

 min {
  



∆


  }].

∆ 

그러면,   mina 이다.

전,후진법 과정에서,다음 성질들을 이용하면

계산량을 줄일 수 있다[15].

성질 1:i)전진법에서,의 요소    이

    ≥ max{,  }이면

의 요소가 된다.

ii)후진법에서는 의 요소는    ≤

  이면 의 요소가 된다.

성질 2:i)만일 전진법 사용 중에  ∅

이면 보다 큰 부분적재 기간에 대하여는 고려할

필요가 없다.

ii)만일 후진법 사용 중에  ∅,이면

보다 큰 부분적재 기간에 대하여만 고려하면 된

다.따라서  이하의 부분적재 기간 에서의 비용

계산은 필요 없어진다.

논문[15]에 제시된 위의 두 성질 외에 다음의 성

질을 사용하면 의 생성에 있어 요소의 수를

줄이는데 효과적이다.

성질 3:

i)전진법에서 
≤

인데 
≥



이면 
는 제외할 수 있다.

ii)후진법에서 
≥

인데 
≥



이면 
는 제외할 수 있다.

i)의 이유:
 

인 경우는 당연한 것이다.




인 경우는 기간 까지 
를 구입하는 것

이 
보다 전체 기간의 총비용이 더 적게 든다면

 이후의 소요 비용이 더 적다는 것이 된다.이

때는 모든 비용함수는 단조증가함수이므로 
를


까지 줄이고  이후에는 

와 같은 계획을 따

르면 현재의 
보다 더 좋은 해를 얻게 된다.줄

이는 방법은 에 가까운 시기부터 기간 1로 거슬

러 가며 줄여 나가 
를 만들어 주면 된다.

ii)의 이유:


인 경우 
를 구입하는 것

이 전체 기간의 총비용이 더 적게 든다면 기간 1

부터 까지 비용(기간 의 재고비용은 제외)에서


가 

 경우보다 더 작다는 것이 된다.이때 i)

의 경우와 같이 기간 1부터 까지 구매량 
를


까지 줄이고  이후에는 

의 계획을 따르면

현재의 
보다 더 좋은 해를 얻게 된다.

성질 3의 이용은 같은 종류의 수송수단이 여럿

있는 모형(P)의 경우 더욱 필요하다.또 논문[16]

의 해법에서 이용한 용량간의 최대공약수가 큰 경

우에도 큰 효과를 볼 수 있다.

많은 계산시간이 부분적재 기간 에서   

을 수송하는 방법을 찾는 것에 소비된다.이를 위

해 분지한계법(BranchandBoundAlgorithm)처럼

가지를 뻗어 감에 있어 하한값을 이용하여 가지를

자르는 방법을 이용한다.즉,후진법을 먼저 시행

하고 전진법으로 나가는 과정에서 미리 구한 비용

보다 예상 비용(하한값)이 크면 그 이하의 계산을

생략하여 계산시간을 줄여간다.

의 요소들이 크기의 오름차순으로 들어 있

다고 하자.성질 3을 이용하였다면 각 요소들의 부

분비용이 전진법의 경우는 오름차순이 될 것이고

후진법의 경우는 내림차순이 될 것이다.이를 이용

하는 부분적재 기간 a에서의 계산절차는 다음과

같다.

 {  
 ,···,  

 },   
 <···< 

 와

{
,···,

},
<···<

 외에 각 수송수단

의 조합이 만들어 낼 수 있는 크기와 수송비용을

사전에 만들어 놓는다.그 집합을 라 하자.

의 요소들의 순서는 비용의 오름차순으로 한

다.크기의 오름차순과 비용의 오름차순은 반드시

일치하지 않을 수도 있다.{
,···,

},여기

서 
≤···≤

이며  는 를 실현하

는데 드는 수송비용이다.들은 같은 크기일지라

도 수송수단의 구성이 다를 수 있다.이 는

전,후진법의 진행과정에서  및 의 계

산에도 유용하다. 종류의 수송수단의 수송용량

을 무리 없이 ≤···≤이라 가정하고 이상

의 부분적재 기간에서의 절차를 정리하면 다음과

같다.
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Procedure

For   
 to  

 do

begin

For 
 to

 do

begin

If    thengotoLoop_  

If   >maxk 
 thengotoLoop_ ①

If    then

begin

    

If min_valuethenmin_value

gotoLoop_ 

end

        

If ≥min_valuethengotoLoop_  

For  
 to

 do

begin

fraction 

Iffraction<0thengotoLoop_ ②

Iffraction≥ thengotoLoop_

   

If ≥min_valuethengotoLoop_

Iffraction then

begin

min_value

gotoLoop_ ③

end

For to1do

begin

If isnotavailablein thengotoLoop_ ④

Iffraction≥ thengotoLoop_

  
(fraction)

If min_valuethenmin_value

Loop_:end

Loop_:end

Loop_:end

Loop_  :end

수송수단의 조합이 많은 경우    의 계산

결과를 저장하여 두었다 비교하여 같은 값(기간 

의 생산/구매량)의 저장된 결과를 이용하면 계산시

간을 줄일 가능성이 매우 높으나 대신에 찾는 시

간이나 기억장소의 추가가 요구된다.

논문[10,16]에서와 같이 수송수단의 대수가 무한

하다고 가정하면 전,후진법에서 의 범위는 간

단히   ≤가 된다.부분적재 기간에서

의 처리에 있어서는 의 요소들은 크기와 비용

의 순서가 일치할 것이다.크기가 중복이 되는 경

우 비용이 제일 작은 것만 고르면 되기 때문에 중

복도 없앨 수 있다.따라서 절차 중 ②와 ③은

Loop_대신에 Loop_가 가능하다.모든 크기

를 감당할 수 있으므로 과정 ①과 ④는 필요 없어

진다.또한 논문[16]에서와 같이 수송비용을 오로

지 고정비용만 고려하거나,수송범위에 따라 최적

의 수송수단이 정해지게 되면 부분적재 수송량에

대해 최적의 수송수단을 정하는 부분이 간단해 질

수 있을 것이다.

4.예제

지금까지 개발한 해법을 이용하여 논문[16]에서

주어진 예제에다 컨테이너(수송장비)의 대수 제한

을 추가한 간단한 5-기간 예제를 풀어 비교해 보

기로 하자.

구입비용 함수: ,여기서

 이면  ,그 외는 ,

수송비용 함수:
  ,

재고유지비용 함수:  로 가정하면 논

문[15]의 형태가 되고  을 추가하면 논문

[16]의 목적식이 된다.

논문[16]의 예제에서와 같이 두 종류의 컨테이너

를 이용할 수 있는데 typeⅠ의 용량은 100,type

Ⅱ는 150이다.추가로 대수는 typeⅠ은 매기마다 2

대,typeⅡ는 매기마다 1대씩 이용 가능한 것으로

가정하자.나머지 관련된 비용은 표 1에 주어져 있

으며 표 2는 계산 결과를 요약한 것이다.

최적의 정책은 기간 1에 90을 생산하여 typeⅠ

로 수송하고 기간 2에 150을 typeⅡ로 수송하며

기간 3에 310을 생산하여 typeⅠ로 200,Ⅱ로 110

을 수송한다.이때의 최소비용은 4250이다.기간 1

과 기간 3에서는 각각 typeⅠ로 90,typeⅡ로 110

의 부분적재 수송이 존재한다.이 결과는 수송수단

(컨테이너)의 대수 제한을 두지 않고 한 기간에는

하나의 수송수단으로 제한한 논문[16]의 결과(최소

비용 4235,최적 수송량 (100,0),(0,150),(300,0),

(0,0),(0,0))와 약간의 차이를 보이고 있다.즉 기간

3의 300은 typeⅠ 3대분 또는 typeⅡ 2대분으로 용

량제한이 각각 2대,1대로 주어진 경우는 실현될

수 없는 것이다.참고로 대수 제한을 두지 않고 하

나의 수송수단이라는 제한을 없애도 논문[16]과 동

일한 결과가 얻어진다.다만,관련 비용 구조가 달

리 주어진다면 여러 수송수단을 혼성해 수송하는

편이 비용이 더 저렴할 수도 있다.
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\ 1 2 3 4 5


Ⅰ 100 90 90 100 100

Ⅱ 150 135 135 150 150

 7 6 6 8 7

 70 50 50 80 70

 1 1 1 1 1

 90 150 220 40 50

표 1예제 자료

  



 

1 0 800 800 800 (90,0)

2
0 1905 1905

1 1085 1885 1885 (90,0),(0,150)

3

0 3510 3510

1 2700 3500

2 1595 3480 3480 (90,0),(0,150),

(100,120)

4

0 3790 3790 3790 (100,0),(0,150),

(100,150),(0,0)

1 3015 3815

2 1965 3850

3 500 3980

5

0 4280 4280

1 3510 4310

2 2365 4250 4250 (90,0),(0,150),

(200,110),(0,0),

(0,0)

3 950 4430

4 520 4310

표 2계산 결과

5.결언

본 연구에서는 여러 수송수단의 수송장비의 대

수가 유한한 경우에 기별 생산(구매)량과 수송수단

을 함께 결정하여 생산-수송 계획의 최적화를 이

루었다.생산(구매)비용,수송비용 및 재고유지비용

은 고정비용 더하기 선형의 변동비용을 포함하여

다양한 비용구조에 두루 적용이 가능한 concave함

수를 가정하였다.여러 수송수단을 복수로 선택 가

능한 문제의 특성을 고려하여 유용한 성질들을 규

명함으로써 효율적인 해법을 개발하였다.개발된

모형과 해법은 수송비의 부담이 상대적으로 큰 업

체에서 생산(구매)계획에 이용하면 많은 도움이 될

수 있을 것이다.앞으로의 연구과제로는 기별 생산

량의 한계를 주거나 재고부족의 허용을 포함하는

보다 현실적인 문제의 해결을 들 수 있겠다.
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