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2  유연한 로  팔에 한 비선형 제어 

한종길* · 손 수*

Deterministic Nonlinear Control of Two-Link Flexible Arm 

Jong-kil Han* · Yong-su Son** 

요 약

2  유연한 로  팔는  축을 회 할 때 진동이 발생한다. 본 논문에서는 유연한 로 팔의 진동 동

력학은 bernoulli-Euler의 beam이론과 라그란지 방정식을 이용하여 구하 고, 가 skew symmetric이다

는 사실을 사용하여 계산량을 이는 단순한 구조의 새로운 제어기를 제안한다. Lyapunov 안정도 이론은 

을 조 하기 한 안정한 확정 인 비선형 제어기를 성취하기 하여 용된다. 

ABSTRACT

When two-link flexible arm is rotated about an joint axis, transverse vibration may occur. In this paper, vibration 

dynamics of flexible robot arm is modeled by using Bernoulli-Euler beam theory and Lagrange equation. Using the fact 

that matrixis skew symmetric, new controllers which have a simplified structure with less computational burden is 

proposed. Lyapunov stability theory is applied to achieve a stable deterministic nonlinear controller for the regulation of 

joint angle.
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Ⅰ. 서 론

 자동화 생산에 있어서 신속한 작업을 하기 해여 로

이 고속이며, 경제 인 측면에 있어서는 경량이며 유

연해야한다. 그러나 경량의 유연한 로 은 강체 로 에 

비해 강성이 작으므로 큰 하 을 다루거나, 고속 작업

시 구조 인 상에 의하여 기계 인 진동이 발생하게 

된다. 이러한 진동은 로 의 치제어에 있어서 정 도 

 안정도에 큰 향을 미치며 특히 고속의 움직임에 

있어서는 더욱더 심각하다. 이러한 사실은 유연한 로

에 한 동력학  방정식에 근거한 새롭고 강인한 제어

기의 개발을 요구한다. 국내외 로 의 제어 연구가 주

로 강체 로 의 움직임 제어  힘 토오크 제어에 한 

내용이며, 강체 로 의 동력학이 간단하고 기존의 제어 

이론을 용하기 쉽기 때문이다. 최근에 유연한 로 의 

제어에 많은 제어 알고리즘이 제시되었으나 부분 분

석 없는 PD 나 PID 제어방식에 근거하고 있다. 유연한 

팔의 동력학은 안정성을 분석하기에 복잡한 비선형 방

정식이기 때문으로 볼 수 있다.  

본 논문에서는 가정모드 방식과 Lagrange 방정식을 
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이용하여 임의의 모드 수를 갖는 2  유연한 로 팔

의 동력학  방정식을 유도하 으며, 유도된 동력학  

방정식에 근거하여 강체 로 팔의 제어에 있어서 

Spong  Ham 등이 제안한 Lyapunov-like 함수를 활

용하여 유연한 로  팔에 하여 새로운 일반화된 제어 

방법을 제안하고 제안된 제어방식의 안정도를 분석한

다. 행렬이 skew symmetric이다는 사실을 이용

하여 제어기 구조를 단순화하 다.  본 논문의 구성은 

II장에서는 가정모드  Lagrange 방정식을 이용하여 

 끝 부 에 부하하 을 갖는 2-  유연한 팔의 

동력학  방정식을 유도하 으며, III장에서는 조인트 

각을 원하는 각도로 제어하는 제어법칙을 Lyapunov 안

정도 이론을 활용하여 제안하 으며, IV장에서는 제안

한 제어법칙의 타당성  그에 한 성능을 분석하기 

하여 컴퓨터 시뮬 이션을 수행하 다.

II. 유연한 팔의 동력학  모델

 본장에서는 Bernoulli-Euler beam 이론  가정모드 

방식을 이용하여 2  유연한 로  팔에 한 동력학 

모델을 유도한다.

그림 1. 2-링크 유연한 로  팔
Fig. 1 Two-link flexible robot arm

는 기 좌표계를,  는 

각각의 에 한 좌표계이며, 로 팔의 

길이를  , 허 에서의 성을 , 링크에

서의 성을, 의 단  길이당 질량을 

, 의 Young의 계수를 , 의 횡면

을 , 횡면  성 모우멘트를 로 정의한다.

좌표계간의 변환행렬은 다음과 같다.
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기 좌표계에서 링크 끝 의 좌표는 다음과 같

다.
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  (2) 

 로  팔의 휨에 하여 Bernouili-Euler의 Beam 이론

을 용하면 에 한 방정식은 다음과 같이 표

될 수 있다. 





 




               (3)

여기서   은 의 길이를 정규화한 변수

이다. 

링크의 횡굴  는 시간과 공간함수의 곱

으로 다음과 같이 표 할 수 있다.

 


∞

                         (4)

각각의 시간함수 와 공간함수는 다음과 

같이 표 된다.

     
 
 


               

     

                                         (5)

의 경계조건을 만족하는 의 값은 무한히 

많으며 이들 각각은 의 변형에 한 공간상

의 형태함수를 특정 짓는다. 한 이러한 값에 
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응하여 의 시간에 한 함수의 고유진동 

주 수 가 결정된다. 의 hub 부   끝

의 하 에 한 경계조건으로부터 다음과 같은 

식이 만족된다.
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여기서  는 각각 끝 의 부하질량  

성모멘트를 나타낸다.

링크1의 휨은 식(6)과 식(7) 그리고 식(8)으로부

터 다음과 같이 표 할 수 있다.

                           (12)





 





                              (13)

여기서 의 값은 의 행렬식이 0이 되도록 

하는 다음 식을 만족하도록 찾으면 된다.
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 여기서     
이다.

링크2의 휨은 식(9)과 식(10) 그리고 식(11)으로

부터 다음과 같이 표 할 수 있다.
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여기서 의 값은 의 행렬식이 0이 되도록 

하는 다음 식을 만족하도록 찾으면 된다.
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 여기서  이다.

Lagrange 근방식을 이용하여 2-  유연한 

로  팔의 동력학 모델을 유도한다.

체 운동에 지 는 다음과 같이 표 한다.
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문제를 간단히 하기 하여 링크상의 운동에

지는 없다고 가정한다.

strain 에 지 는 다음과 같다.
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여기서 mode m는 2로 한다.

  감쇠 동안에 성력에 의하여 형성되는 가

상에 지 는 다음과 같이 표 된다.

 




                 (25)

여기서 는 성 마찰계수이다.

다음과 같이 Lagrange 방정식을 용한다.
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다음과 같은 동력학 방정식을 구한다.
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이다.

등가스 링 상수 행렬 와 핑 행렬 는 다

음과 같다.
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여기서 

 


 







 
     

 


 







 
     

 





      

 





      

행렬 는 교  정치행렬이다.

III. 조인트 각 변 의 확정  제어기 설계

 동력학 방정식에서 변수를 알고 있다고 가정할 

경우에 제어 문제는 가 0 벡터로 수렴하는 

동안 가 가능한 한 빨리 원하는 궤  

를 추 하는 입력 를 결정하는 문제이다.

식(27)에서 제어입력은 다음과 같이 놓는다.

  
                  (29)

다음과 같은 Lyapunov-like 함수를 사용한다.

  






 


 

 




 


 

 




 


 

 




 





   (30)

여기서 는 ×단 행렬이고, 는 ×  

symmetric positive definite 행렬이며,  


  이고, 이다.
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로 놓으면 식(30)는 다음

과 같다.
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를 미분하면 다음과 같다.
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안정 인 제어입력은 다음과 같다.

 






    
 




     (33)

식(32)에 식(33)을 용하면 는 다음과 같

다.

    





 




 
  

 
   (34)

가 skew symmetric 행렬이므로 식(34)은 

다음과 같다.

   




 




 
 

  ≤    

                                         (35)

의 안정도는 정상상태에서 가 로 수

렴한다고 가정하면, 동력학 방정식 는 다음

과 같다.

  

   


                  (36)

만약 식(36)이 불안정하면, 제안한 제어법칙은 

실행 불가능하다. 정상상태에서    이며 

 
  를 선정하면    가 

positive definite 행렬이므로 안정하다. 

IV. 결 론

본장에서는 제안한 확정  제어기를 사용하여, 

2-  로 팔의 제어를 통하여 제안된 제어기

의 성능을 분석하 다.  Table.1은 실험에 사용

된 제어기 라미터이다. 그림2와 3은 링크 1의 

허 와 끝 에서의 수렴속도에 따른 비교이며 

빠른 수렴을 할 때는 정상상태에서 진동이 크고 

느린 수렴을 할 때는 정상상태에서 진동이 느리

다는 것을 보여 다. 그림4와  5는 링크2의 허

와 끝 에서의 수렴속도에 따른 비교이며 링크1

의 결과처럼 빠른 수염일 때는 진동이 크고 느

린 수렴 일 때는 진동이 느리다. 실험을 통하여 

라미터에 설정에 따라 반응속도가 크게 다르

고, 허 의 원하는 각도로 빠른 수렴을 할수록 

끝 은 상 으로 진동이 큼을 찰할 수 있었

다.

앞으로 한 라미터의 설정을 통하여 최소

의 진동을 갖으면서 빠르게 수렴하는 알고리즘

을 계속 연구 정이다. 

표 1. 제어기 라미터 값
Table 1. Values of control parameter

    수렴특성

    느린수렴

    빠른수렴
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그림 2. 링크1의 허 와 끝  각도
Fig. 2 Angle of bub and tip for link 1

그림 3. 링크1의 허 와 끝  각도

Fig. 3 Angle of bub and tip for link 1

그림 4. 링크2의 허 와 끝  각도
Fig. 4 Angle of bub and tip for link 2

그림 5. 링크2의 허 와 끝  각도
Fig. 5 angle of bub and tip for link 2
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