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ABSTRACT

The purpose of this study is to implement variable selection algorithm which helps construct a reliable linear 
regression model. If we use all candidate variables to construct a linear regression model, the significance of the 
model will be decreased and it will cause 'Curse of Dimensionality'. And if the number of data is less than the 
number of variables (dimension), we cannot construct the regression model. Due to these problems, we consider the 
variable selection problem as a combinatorial optimization problem, and apply GA (Genetic Algorithm) to the 
problem. Typical measures of estimating statistical significance are  , F-value of regression model, t-value of 
regression coefficients, and standard error of estimates. We design GA to solve multi-objective functions, because 
statistical significance of model is not to be estimated by a single measure. We perform experiments using simulation 
data, designed to consider various kinds of situations. As a result, it shows better performance than LARS (Least 
Angle Regression) which is an algorithm to solve variable selection problems. We modify algorithm to solve 
portfolio selection problem which construct portfolio by selecting stocks. We conclude that the algorithm is able to 
solve real problems.
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요   약

본 논문의 목적은 신뢰성 있는 선형회귀모델을 구축하기 위하여 후보독립변수 중 유효변수를 선택하는 알고리즘을 구현하

는 것이다. 선형회귀모델을 구축하는데 있어서 데이터 상의 모든 후보독립변수를 포함하는 것은 모델의 통계적 유의성을 감소

시킬 수 있으며, 차원의 저주(Curse of dimensionality)를 유발할 수 있고, 데이터의 개수보다 변수의 개수가 많을 경우 모델의 

구축이 불가능한 문제점 등이 있다. 이와 같은 문제점을 해결하기 위하여 변수선택의 문제를 조합최적화의 문제로 보고 유전 

알고리즘(Genetic Algorithm)을 활용하였다. 일반적으로 선형회귀모델의 통계적 유의성을 평가하는 대표적인 통계량으로는 종

속변수에 대한 독립변수의 설명력을 나타내는 결정계수(), 회귀식의 통계적 유의성을 검정하는 F통계량, 회귀계수의 통계적 

유의성을 검정하는 t통계량, 잔차의 표준오차 등이 있다. 모델의 통계적 유의성은 하나의 통계량으로 표현될 수 없으므로 다양

한 기준을 고려한 다중목적식(Multi-objective function)을 가지는 유전 알고리즘을 설계하였다. 설계한 알고리즘의 성능평가를 

위하여 다양한 조건을 가정한 시뮬레이션 데이터에 적용하였다. 그 결과 구축한 알고리즘이 유효변수를 판단함에 있어 기존의 

대표적인 변수선택 알고리즘인 LARS(Least Angle Regression)에 비해 우수한 성능을 보임을 확인할 수 있었다. 또한, 주가 

데이터를 이용한 포트폴리오 선택에 적용해 본 결과 우수한 응용문제 해결 능력이 있음을 확인할 수 있었다.

주요어 : 변수선택, 유전 알고리즘, 회귀모델, 다중목적 유전 알고리즘
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그림 1. LARS와 Cp를 이용한 변수선택의 예

표 1. 조합최적화가 필요한 예

P({A}) = 60
P({B}) = 50
P({C}) = 40

P({A,B}) = 70
P({A,C}) = 50
P({B,C}) = 90

P({A,B,C}) = 80

1. 서  론

변수선택이란 입･출력 변수간의 예측모델을 구축하는

데 있어 후보로 존재하는 독립변수들 중 어떠한 독립변수

를 사용해야 하는 지를 결정하는 것이다. 변수선택은 회귀

분석(Regression), 기계학습 (Machine learning), 시계열 

예측(Time series prediction), 이진 및 다범주 분류(Two- 
class or multi-class classification) 등 다양한 예측모델에 

이용된다(Guyon 등, 2003).
변수선택의 목적은 예측의 정확성을 향상시키고, 연산

의 효율성을 증대시키며, 데이터에 대한 더 나은 이해를 

제공하는 것이다. 이러한 목적을 이루기 위하여 변수선택 

알고리즘이 고려해야하는 핵심적인 요소는 예측에 유효

한 변수들을 유지하면서 예측을 방해하는 유효성이 떨어

지는 변수들을 제거하는 것이다.
본 논문은 기본적인 예측모델 중 하나인 선형회귀모델

에 적합한 변수를 선택하는데 초점을 맞추었다. 선형회귀

모델의 구축에 사용하는 독립변수가 많아지면 종속변수

를 예측하는 능력은 향상될 수 있다. 그러나 유의하지 않

은 변수가 늘어난다면 회귀모델의 통계적 유의성이 오히

려 감소하는 결과를 초래할 수 있다. 통계적 유의성이 낮

으면 회귀모델을 모집단 수준으로 일반화시키기 어렵다

(김두섭 등, 2000). 또한 독립변수의 수가 데이터의 개수

보다 많은 경우는 회귀모델의 구축이 불가능하다. 그러므

로 변수선택을 통해 유의하지 않은 독립변수가 회귀모델

의 통계적 유의성을 감소시키는 것을 방지하고, 데이터가 

부족한 경우에도 모델 구축이 가능하다.
회귀모델에 있어서 통계적 유의성은 종속변수에 대한 

설명력을 나타내는 결정계수(R2), 회귀식의 통계적 유의

성을 검정하는 F통계량, 회귀계수의 통계적 유의성을 검

정하는 t통계량, 잔차(Residual)의 표준오차 등 여러 가지 

기준을 동시에 고려해서 판단해야 한다. 따라서 통계적 

유의성이 높은 회귀모델을 구축하는 변수선택을 위해서

는 앞서 언급한 기준들을 동시에 고려해야 한다.
회귀모델을 구축하는데 있어 일반적으로 사용하는 변수

선택 알고리즘에는 후진 제거법(Backward elimination), 
전진 선택법(Forward selection), 단계적 선택법(Stepwise 
method) 등의 휴리스틱 알고리즘이 있다(양경숙 등, 2007). 
전진 선택법의 하나인 LARS(Least Angle Regression)는 

우수한 변수선택 방법으로 알려져 있다(Hesterberg, 2008). 
그림 1은 6개의 후보독립변수에 LARS와 일반적으로 사

용되고 있는 변수 선택 기준 중 하나인 Cp(Efron 등, 
2004)를 적용하여 변수선택을 한 예이다. 그림 1에 적용

한 변수선택은 다음과 같은 과정을 따른다. 우선 종속변

수에 대한 영향력을 기준으로 후보독립변수들의 순위를 

계산하여 정렬한다. 그 다음, 순위가 가장 높은 하나의 독

립변수만을 사용하는 변수 조합에서부터 시작하여, 순위

가 높은 순서대로 독립변수를 하나씩 추가하며 변수 조합

을 만든다. 우선순위가 가장 낮은 변수까지 사용하는 변

수 조합을 생성하면 후보독립변수의 개수와 동일한 수의 

변수 조합이 생성된다. 그 다음, 생성된 각 변수 조합들의 

Cp(식 (17))를 구한다. 그림 1에서는 변수 X4, X5를 제거한 

{X1, X2, X3, X6}의 변수조합으로 구축한 모델의 Cp가 가

장 낮았기 때문에 최종적인 변수조합으로 결정하였다.
다음은 LARS와 같은 전진 선택법으로 최적의 변수조

합을 구할 수 없는 예이다. 종속변수와 함께 주어진 후보

독립변수 A, B, C가 있다고 가정하자. 종속변수에 관한 

변수 조합의 영향력을 P(변수 조합)으로 표시한다.
표 1과 같은 상황에 있어서 최적의 변수 조합은 {B,C}

이다. 그러나 LARS를 이용한 전진 선택법은 {A}, {A,B}, 
{A,B,C}의 순서대로 조합할 변수를 찾기 때문에 {B,C}
같은 변수 조합을 찾아내지 못한다. 이렇듯 개별적인 독

립변수의 영향력과 조합된 독립변수의 영향력이 다를 수 

있기 때문에 정확한 변수선택을 위해서는 조합최적화 문

제를 해결하는 알고리즘이 필요하다.
조합최적화 문제로 변수선택 문제에 접근한 알고리즘

에는 전역 탐색법(Exhaustive search)이 있다. 전역 탐색 

법은 특정 기준에 가장 최적화된 변수 조합을 찾을 수 있

다는 장점이 있으나 후보독립변수의 개수가 p인 경우 2p

개의 변수 조합에 대해서 판단을 해야 한다. 즉, 후보 변

수의 개수가 증가함에 따라 고려해야 하는 경우의 수가 

기하급수적으로 늘어난다. Furnival 등(1974)이 제안한 

분지탐색(Branch and Bound)도 있지만 이러한 방법도 

변수의 수가 어느 정도 이상 넘어가면 제한된 시간 안에 
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최적해를 찾아내는 것이 불가능해진다. 또한 앞서 언급한 

회귀모델의 통계적 유의성에 대한 여러 기준들을 동시에 

고려할 수 없다는 단점을 지닌다.
유전 알고리즘은 조합최적화 문제를 해결하는 기법 중 

하나이다. 유전 알고리즘은 결정론적 규칙에 따른 탐색이 

아닌 유전 연산자와 같은 확률적 변이규칙을 통해 부분 

최적 지점을 벗어나 전역 최적 지점을 찾을 수 있는 능력

을 가지고 있다(Goldberg, 1989). 또한 고려해야 하는 여

러 복잡한 상황을 적합도 함수로 단순화 시킬 수 있다

(Mitchell, 1997). 이러한 장점들로 인하여 유전 알고리즘

은 knapsack problem, TSP(traveling salesman problem), 
set covering 등 다양한 조합최적화 문제에 적용되고 있다

(Reeves, 1993)(Beasley 등, 1996).
다중목적 유전 알고리즘(Multi-objective genetic algo-

rithm)은 여러 가지 기준을 동시에 고려할 수 있는 최적화 

방법이다(Fonseca 등, 1993). 다중목적 유전 알고리즘을 

구현하면 회귀모델에서 통계적 유의성을 판정하는데 필

요한 여러 가지 기준을 동시에 고려할 수 있어 다양한 평

가기준을 고루 만족시키는 모델을 구축하는 변수선택이 

가능하다.
유전 알고리즘은 앞서 언급한 변수 선택 휴리스틱 알

고리즘들과 비교하여 알고리즘 수행에 오랜 시간이 걸린

다. 그러나 본 논문은 변수선택 알고리즘의 수행 속도보

다 모델의 통계적 유의성을 높이는 변수선택에 초점을 맞

추었다. 왜냐하면 변수선택은 모델을 구축하기 전의 선행 

과정(Pre-processing)으로 반복적으로 수행하는 과정이 

아니고, 일반적으로 변수선택 알고리즘을 수행할 수 있는 

충분한 여유시간이 주어지기 때문이다.
이에 따라 본 논문은 회귀모델의 통계적 유의성을 평

가하는 기준을 고루 만족시키는 변수 조합을 찾기 위하여 

다중목적식(Multi-objective function)을 가지는 유전 알고

리즘을 이용하여 MOVS(Multi-Objective Variable Selec-
tion)를 구현하였다. MOVS의 성능을 평가하기 위해 두 

가지 실험을 수행하였다. 
하나는 인위적으로 생성한 데이터를 이용한 LARS와

의 비교 시뮬레이션이다. 실제 데이터(Real data)에서는 

모델에 직접적으로 영향을 미치는 변수를 알 수 없다. 따
라서 유효변수를 판단하는 성능을 분석하기 위해서 유효

변수를 알고 있는 시뮬레이션 데이터를 활용하였다.
다른 하나는 주가 데이터를 이용한 포트폴리오 선택에 

대한 시뮬레이션으로, 응용문제에 대한 MOVS의 성능을 

검증하였다. 포트폴리오 선택은 자산을 투자할 주식과 해

당 주식에 투자할 자산의 비율을 결정하는 문제이다. 포

트폴리오 선택은 목표 수익과 위험 부담을 동시에 고려해

야 하는 특성을 가지고 있다(Luenberger, 1998). 본 논문

은 투자 목표 대비 위험부담을 최소로 하기 위한 포트폴

리오 선택을 위해 MOVS를 응용하였다. 주가지수에 영향

을 미치는 요인이 정확하게 밝혀지지 않아 인위적인 데이

터를 생성할 수 없기 때문에 주가 데이터는 과거의 데이

터를 사용하는 방식으로 시뮬레이션 하였다. 제안한 알고

리즘과의 성능 비교를 위해 포트폴리오 선택에 일반적으

로 사용되는 MAD (Mean-Absolute Deviation) 모형과 

성능을 비교하였다(Konno 등, 1991).
본 논문의 구성은 다음과 같다. 2장에서는 변수선택의 

목적 모델인 선형회귀모델에 관하여 설명한다. 3장에서는 

변수선택을 위한 다중목적 유전 알고리즘을 제시한다. 4
장에서는 실험을 통하여 제안한 알고리즘의 성능을 검증

한다. 5장에서는 결론을 기술한다.

2. 선형회귀모델

선형회귀모델이란 한 개 이상의 독립변수 X와 종속변

수 Y에 선형적인 상관관계가 있다고 가정하고 주어진 데

이터로부터 관계식을 찾아낸 모델이다. 선형회귀모델은 

독립변수와 종속변수와의 관계를 식 (1)과 같이 가정한다. 

   ⋯  (1)

이때 은 평균이 0, 표준편차가 인 정규분포를 따르

는 독립적인 오차항을 의미한다. 회귀분석을 위해 주어진 

데이터를 식 (2)와 같이 독립변수 X의 행렬과, 종속변수 

Y의 벡터로 정의하고, 회귀계수를 의미하는 값들을 벡

터로 나타낼 수 있다. p는 독립변수의 수, n은 데이터의 

수를 의미한다.












 ⋯ 
⋮ ⋱ ⋮
⋯ 

,










⋮


,  









⋮


 (2)

이를 식 (1)에 적용하면 다음과 같다.

 (3)

이때 오차를 최소화 하는 회귀계수들을 추정하는 방법

은 다음과 같다.

  (4)
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추정된 회귀계수 을 가지고 Y값을 추정하는 식은 다

음과 같다.

 (5)

회귀모델의 통계적 유의성을 검정하려면 분산분석을 수

행해야 한다. 추정값 과 관찰값 Y를 이용하여, 분산분석

을 수행하기 위해 필요한 총제곱합(SST : sum of squares 
of total), 회귀제곱합(SSR : sum of squares of regression), 
오차제곱합(SSE : sum of squares error)은 다음과 같다.

 ∥∥ (6)

∥∥ (7)

 ∥∥ (8)

선형회귀모델이 실제 모델을 예측하는데 적합한지에 

대한 판단은 분산분석을 통해 도출되는 여러 가지 통계량

을 고려해서 해야 한다.(김두섭 등, 2000). 대표적인 기준

으로 결정계수(R2), 수정결정계수(Adjusted R2), 회귀식에 

의한 추정값의 표준오차(SEE : standard error of the esti-
mate), 회귀식의 통계적 유의성(F통계량), 각 회귀계수에 

대한 통계적 유의성(각 회귀계수의 t통계량) 등이 있다.
결정계수는 종속변수의 총 분산 중 회귀모델로 설명되

는 분산의 비율을 나타내는 지수로서 회귀모델의 예측력

을 나타낸다. 결정계수는 0과 1 사이의 값을 가지고 1에 

가까울수록 회귀모델의 예측력이 높다고 판단할 수 있다. 
결정계수는 다음과 같다.

 
  (9)

수정결정계수는 표본 자료에서 얻어지는 결정계수가 

모집단의 결정계수보다 커지는 경향을 보정하기 위해 자

유도를 반영시킨 모결정계수에 대한 추정값이다. 수정결

정계수 
 는 다음과 같다.


  

   (10)

표준오차는 회귀모델로 설명되지 않는 편차의 크기를 

의미한다. 표준오차는 다음과 같다.





  (11)

추정한 회귀식이 통계적으로 유의한지 검정하기 위한 

가설은 다음과 같다.

     ⋯  
   

(12)

식 (12)의 가설을 검정하기 위한 F통계량은 다음과 같다.

 
  (13)

또한 독립변수의 회귀계수가 통계적으로 유의한지 검

정할 수 있다. i번째 독립변수에 대한 가설은 다음과 같다.

    
   ≠

(14)

식 (14)의 가설을 검정하기 위한 t통계량은 식 (15)과 

같다. 는 의 i번째 대각원소이다.

 

  (15)

회귀모델의 통계적 유의성에 대한 지표들은 앞에서 나열

한 식 (10), 식 (11), 식 (13), 식 (15)의 통계량들이며, 통계

적으로 유의한 모델은 위의 조건을 고루 만족시켜야 한다.

3. 변수선택을 위한 다중목적 유전 알고리즘

다중목적 최적화 문제는 다수의 목적함수가 상충관계

(Trade-off)를 가지는 상황에 있어서 최적해를 찾는 문제

이다. 유전 알고리즘으로 다중목적 최적화 문제를 다룬 알

고리즘으로는 VEGA(Vector Evaluated Genetic Algori-
thm)가 있다(Schaffer, 1985). VEGA는 각 목적에 대하

여 해집단을 나누어 탐색하는 방법으로, 각 목적에 적합

한 해를 동시에 찾아내지만 여러 목적에 동시적으로 적합

한 해를 찾지는 못한다(Murata 등, 1995).
Murata 등(1995)은 임의 가중치(Random weight)를 

이용해 여러 목적함수를 하나의 적합도 함수로 통일하는 

방법을 제안하였다. 그러나 가중합(Weighted sum)을 사

용하는 방법은 사용하는 목적함수의 특성에 따라 목적함

수의 변환이 필요하다. 또한 목적함수 공간의 인위적인 

변환으로, 특정한 해를 찾지 못할 가능성이 생긴다(Deb, 
2001).
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표 2. MOVS 수행과정

MOVS(s, q, P(s), P(c), P(m), E)
s : size of population
q : ranking weight
P(s) : gene selection rate used in initialization
P(c) : crossover rate
P(m) : mutation rate
E : the number used in stoping criterion

G(i, j) : j-th gene of i-th individual
N : non-changed iteration number of best solution
p : number of candidate variable

-initialization                                   ⋯ S1
  for( i = 1 to s )
    for( j = 1 to p )
      if( random(0,1) < P(s) )
        G(i, j) = 1
      else
        G(i, j) = 0 
while( N < E ) 
-evolution based on each criterion                ⋯ S2
  random sequence generation : criterion[n] = 0~5
  for( i = 0 to 5 )    
    -estimation based on each criterion            ⋯ S3

    criterion[i] = 1 : estimate Adjusted   ranking
    criterion[i] = 2 : estimate F-test p-value ranking
    criterion[i] = 3 : estimate t-test p-value ranking
    criterion[i] = 4 : estimate SEE ranking
    criterion[i] = 5 : estimate   ranking

    for( c = 0 to p )

          

        









    -reproduction                                ⋯ S4
    -crossover and mutation                      ⋯ S5
      for( i = 1 to s/2 )
          if( random(0,1) < P(c) )
            Two-point crossover
      for( i = 1 to s )
          if( random(0,1) < P(m) )
            Simple mutation
-evolution based on total criterion                ⋯ S6
  estimate ranking based on each 5 criterion
  estimate ranking based on summation of each ranking
  for( c = 0 to p )

        

      









  -find best solution of current iteration
  -check stopping criterion                      ⋯ S7
    if( current best solution = prior best solution )
      if( N = E )
        put out current best solution & finish
      else : N = N + 1
    else : N = 0
  -reproduction                                 ⋯ S8 
  -crossover and mutation                       ⋯ S9
    for( i = 1 to s/2 )
      if( random(0,1) < P(c) )
        Two-point crossover
    for( i = 1 to s )
      if( random(0,1) < P(m) )
        Simple mutation

따라서 본 논문에서는 선형회귀모델의 변수선택을 위한 

다중목적 유전 알고리즘인 MOVS를 설계하였다. MOVS
는 개별적인 목적함수를 이용한 진화단계와 통합적인 목

적함수를 이용한 진화단계가 나누어진 2단계의 진화 과정

을 가지는 특징을 가진다. 이때 통합적 목적함수의 구성

은 개별적 목적함수에 대한 유전자 개체의 순위를 기반으

로 이루어진다. 개별적인 목적함수를 이용한 진화단계에

서 각 기준에 대하여 취약한 변수조합이 도태되고, 통합

적인 목적함수를 이용한 진화단계에서 모든 기준에 대하

여 우수한 변수조합이 선택된다.
MOVS의 수행과정은 표 2와 같다.
다음은 알고리즘의 세부사항이다.

(1) 유전자 개체(해)의 표현 방식 : 변수선택 문제에 있

어서 개체의 표현은 전체 후보변수 p의 길이를 가지는 이

진수 표현(Binary encoding)이 적합하다(Beasley, 1996). 
선택된 변수는 1로 표기하고 선택되지 않은 변수는 0으로 

표현한다.
(2) 초기 해집단 생성 (S1) : 초기 해집단의 생성은 변

수에 대한 사전 지식이 없다고 가정하고 무작위 초기화

(random initialization)법을 이용한다. 이러한 방법은 다

양한 개체를 고려할 수 있다는 장점을 지닌다. 이때 해집

단의 크기와 각 변수가 초기 해집단 내에서 선택될 확률

을 설정해 줄 수 있고 각각 s, P(s)라 한다.
(3) 개별 기준별 진화 (S2) : 적합도 평가에 사용하는 

5가지 기준을 독립적으로 사용하여 한 번씩 진화과정을 
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그림 2. 이점 교배의 예

거친다. 이 과정에서 적합도 평가, 재생산, 변수 판단 및 

제거, 교배와 돌연변이 과정이 각 기준에 대해서 한 번씩 

수행된다.
사용하는 기준의 순서가 매번 같다면 진화가 한 방향

으로만 진행될 수 있기 때문에 사용하는 기준의 순서는 

매번 임의로 정해준다. 이 과정을 통해 각 기준을 고루 만

족시키는 개체가 남는다. 특히 특정 기준에 대하여 취약

한 개체가 있으면 도태된다.
(4) 적합도 평가 (S3) : MOVS는 회귀모델을 평가하는 

기준으로 2장에서 언급한 Adjusted R2, SEE, 회귀식의 F
통계량의 p-value, 각 회귀계수에 대한 t통계량의 p-value
의 평균값을 적합도 평가의 기준으로 삼는다. 

또한 일반적으로 사용되는 변수선택의 기준 중 하나인 

Mallow의 Cp를 적합도 평가 기준으로 활용하였다. Mallow
의 Cp는 다음과 같다(Mallows, 2000).

 


 (17)

여기서 k는 선택된 변수의 개수, SSE는 모든 후보독립

변수로 구축한 모델의 SSE, SSEk는 선택된 변수 조합으

로 구축한 회귀모델의 SSE값이다.
회귀 모델의 유의성에 대한 다양한 평가 기준들은 서

로 다른 특성을 지닌다. Adjusted R2
의 값은 클수록 좋은 

해이고, 나머지 기준은 낮을수록 좋은 해이다.
이러한 이유로 각 기준을 직접적으로 적합도로 사용하

면 각 기준들을 재생산 과정에 공정한 적용이 불가능하다. 
따라서 MOVS는 평가 기준에 따른 개체의 순위를 이용

한 비선형적 적합도 함수를 이용한다. 해집단 내에서 c번
째 해의 순위를 Rank(c)라 하고, 가중치를 q라 하면, 적합

도는 식 (18)과 같다(문병로, 2003). q는 0과 1 사이의 값

을 가진다.

   (18)

이때 q값이 클수록 순위에 따른 적합도의 차이가 증가한다.

(5) 재생산 (S4, S8) : 재생산은 목적에 적합한 개체일

수록 생존 확률을 높여 다음 세대에 목적에 적합한 개체

를 퍼트리는 과정이다. 적합도에 따라 개체를 선택할 확률

을 정하는 방법에는 룰렛-휠 선택(Roulette-wheel selec-
tion), 순위 기반 선택(Ranking-based selection), 토너먼

트 선택(Tournament selection) 등이 있다(진강규, 2000). 
MOVS는 이중에서 일반적으로 사용되는 룰렛-휠 선택을 

사용한다. 크기가 s인 해집단에서 c번째 개체가 재생산 

과정에서 선택될 확률은 다음과 같다.

  










(16)

이때 는 c번째 개체의 적합도이다.

(6) 교배와 돌연변이(S5, S9) : 교배 연산은 두 부모 유

전자의 조합을 통해 새로운 자손을 생성하는 것이다. 교배 
연산에는 일점교배(One-point crossover), 다점교배(Multi- 
point crossover), 균등교배(Uniform crossover) 등이 있

다(진강규, 2000). MOVS는 선행 실험을 통해 다점교배 

중 하나인 이점교배(Two-point crossover)를 이용하며 한 

쌍의 부모 개체로부터 한 쌍의 자손 개체를 생성한다.
돌연변이 연산은 개체를 일정 확률로 임의 변환 시키

는 연산이다. 돌연변이 연산을 통하여 개체군의 다양성을 

유지할 수 있고 지역 최적해에서 벗어날 수 있다. 돌연변

이 연산자는 단순돌연변이(Simple mutation)를 이용한다. 
단순돌연변이는  돌연변이가 일어날 유전자를 선택하여 

비트반전을 일으키는 것이다.
교배와 돌연변이는 확률적으로 발생한다. 알고리즘 내

에서 교배 연산을 수행할 확률을 P(c)로, 돌연변이 연산

을 수행할 확률을 P(m)으로 설정한다.
(7) 전체 기준 기반 평가 (S6) : 개체가 5가지 기준들을 

얼마만큼 고루 충족시키는지를 평가한다. 평가 기준은 각 

기준을 통해 나온 개체 순위의 합계를 사용한다. 개체 순

위의 합계가 낮은 순으로 다시 순위를 결정해 식 (18)에 

의해 적합도를 계산한다.
이 과정에서 순위가 1인 개체를 각 반복단계(Iteration)

의 최적해로 판단한다. 알고리즘 종료 시 최종 반복단계

의 최적해가 알고리즘이 찾은 최적해가 된다. 이 과정은 

다중목적식에 적합한 개체들 중에서도 최종적으로 사용

될 변수 조합을 정하는 역할을 한다. 또한 알고리즘의 종

료조건을 판별하는데 사용된다.
(8) 종료조건 검사 및 결과 출력(S7) : 전체 기준 기반 

평가 중 현재 반복단계에서 최선의 해와 전 단계에서 최
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표 3. 실험에 사용한 MOVS 매개변수

매개변수 변수 설명 변수값

s 개체군 크기 20

P(s) 초기 해집단 설정에서 변수가 선택될 확

률 (S1) 0.75

q 랭킹 가중치 (S3, S6) 0.1

P(c) 교차 확률 (S5, S9) 1

P(m) 돌연변이 확률 (S5, S9) 0.2

E 해가 변하지 않은 반복횟수에 따른 종료 

조건 (S7) 10

선의 해와 비교한다. 이때 최선의 해가 변하지 않은 반복

단계의 횟수(N)를 판단하여 지정한 횟수(E)만큼의 반복

단계에서 최선의 해가 변하지 않으면 알고리즘을 종료하

고 결과를 출력한다.

4. 실험 및 분석

MOVS의 성능을 실험하기 위해서 두 가지의 실험을 

수행하였다. 첫 번째는 다양한 조건을 가정하여 인위적으

로 생성한 데이터를 이용한 LARS와의 비교 시뮬레이션 

이다. 이 실험을 통해 변수선택의 난이도가 다른 다양한 

조건에서 유효변수 판별에 대한 두 알고리즘의 성능을 비

교하였다. 단, 데이터의 수가 후보독립변수의 수보다 적은 

경우는 LARS를 사용한 변수선택에 있어 명확한 사용 기

준이 없기 때문에 비교실험 조건에서 제외되었다.
두 번째 실험은 포트폴리오 선택에 대한 과거의 주가 

데이터를 이용한 시뮬레이션이다. 포트폴리오 선택에 관

한 실험의 목적은 다음과 같다. 후보독립변수가 많은 실

제 데이터에 MOVS를 적용시켜 응용문제 해결에 도움이 

되는 것을 확인하고 알고리즘이 지닌 유연성을 입증하고  

데이터의 수가 후보독립변수의 수보다 적은 경우에도 우

수한 성능을 지님을 검증한다.

4.1. 생성한 데이터를 이용한 시뮬레이션
MOVS의 성능을 검증하기 위해 LARS와의 비교 실험

을 수행하였다. 실제 데이터에서는 어떤 독립변수가 종속

변수에 직접적으로 영향을 미치는지 알 수 없다. 이에 따

라 본 논문은 종속변수에 영향을 미치는 독립변수를 정해

준 상황에서 시뮬레이션을 수행한다. LARS에서 변수선

택 기준은 Cp를 사용한다(Efron 등, 2004).

4.1.1. 데이터 생성 및 MOVS 매개변수 설정

실험 대상이 되는 모델은 선형회귀모델이다. 후보독립

변수의 수는 100개(p = 100)이고 데이터의 수는 200개(n 
= 200)이다. 독립변수는 평균이 0, 표준편차가 1인 정규

분포를 따르도록 생성한다. 오차항은 평균이 0, 표준편차

가 인 정규분포를 따르도록 생성한다. 는 오차항을 

제외한 회귀식의 표준편차이고 는 상수이다. 유효한 독

립변수들이 종속변수에 미치는 영향에 차등을 주기 위해 

회귀계수 는 1, 2, 3의 3가지 수준을 가지며, 각 회귀계수

를 가지는 변수의 비율은 40%, 40%, 20%이다. 유효하지 

않은 변수의 회귀계수는 0이다. 회귀계수가 0이 아닌 변수

를 유효변수, 회귀계수가 0인 변수를 무효변수라 하겠다.

방해수준이 다른 여러 상황에 대하여 알고리즘을 평가

하기 위해 조절한 요소는 두 가지이다. 하나는 후보독립

변수 중 유효변수의 비율로 25%, 50%, 75%인 상황으로 

나누었다. 다른 하나는 종속변수를 생성할 때 오차의 크

기이다. 값은 0.25, 0,45, 0.65의 3가지 수준을 가진다. 
설정한 값에 따라 전체 후보변수를 이용하여 회귀모델을 

구축하면 모델의 결정계수는 약 95%, 85%, 75%가 된다.
체계적인 매개변수 최적화는 하지 않았으나 간단한 선

행실험을 통해 MOVS에 이용할 매개변수들을 표 3과 같

이 동일하게 적용하였다.

4.1.2. 성능평가

표 4는 유효변수선택에 있어서 두 알고리즘의 성능을 

비교한 것이다. FNR(Fault Non-discovery Rate)은 유효변

수 중 선택된 변수 조합에서 빠져있는 유효변수의 비율로 

유효변수를 제거하는 오류의 비율이다. FDR(Fault Dis-
covery Rate)은 무효변수 중 선택된 변수 조합에 들어가 

있는 무효변수의 비율로 무효변수를 선택하는 오류의 비

율이다. TFR(Total False Rate)는 전체 변수 중 유효성 

판별이 잘못된 변수의 비율로 전체적인 오류의 비율을 의

미한다. 표에 나온 모든 값은 100번의 실험을 통해 산출

된 평균값을 의미한다.
실험 결과를 보면 FNR은 (75%, 0.25), (75%,0.45)의 

경우를 제외하고 MOVS가 LARS보다 작은 것을 확인할 

수 있다. FDR과 TFR은 유효변수가 25%인 경우를 제외

하고 MOVS가 LARS보다 작은 것을 알 수 있다.
변수선택에 있어 유효변수의 선택과 무효변수의 제거 

중 하나에 초점을 맞추지 않는다면 우수한 변수선택의 기

준은 전체적인 오류의 비율을 의미하는 TFR로 볼 수 있

다. TFR만을 성능 평가의 기준으로 본다면 유효변수의 

수보다 무효변수의 수가 적거나 같은 경우 MOVS의 성

능이 LARS보다 우수하다. 그러나 유효변수보다 무효변
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표 4. 변수 판별 성능 비교

　 　 FNR FDR TFR

유효변수 λ LARS MOVS LARS MOVS LARS MOVS

25%

0.25 0.001 0 0.118 0.148 0.089 0.111

0.45 0.049 0.027 0.145 0.165 0.121 0.131

0.65 0.15 0.095 0.142 0.178 0.144 0.157

50%

0.25 0.029 0.011 0.342 0.141 0.185 0.076

0.45 0.15 0.117 0.253 0.171 0.202 0.144

0.65 0.261 0.222 0.215 0.196 0.238 0.209

75%

0.25 0.036 0.059 0.585 0.173 0.174 0.088

0.45 0.182 0.201 0.375 0.196 0.23 0.2

0.65 0.328 0.303 0.283 0.211 0.317 0.28

표 5. 회귀모델의 통계량과 Cp 비교

　 　 Adjusted R2 p-value(F-test) p-value(t-test) SEE Cp

유효변수 λ LARS MOVS LARS MOVS LARS MOVS LARS MOVS LARS MOVS

25%

0.25 95.03 95.52 1.01E-89 1.07E-91 0.079 0.034 2.205 2.095 21.33 8.746

0.45 85.64 87.12 1.23E-47 8.00E-57 0.1 0.042 3.962 3.754 21.46 8.297

0.65 74.43 77.17 6.15E-36 3.04E-38 0.107 0.047 5.715 5.403 18.15 6.426

50%

0.25 94.63 95.23 1.59E-51 8.70E-78 0.119 0.018 3.26 3.073 65.09 40.11

0.45 84.77 86.33 1.53E-35 2.41E-47 0.113 0.029 5.806 5.503 51.7 34.62

0.65 73.28 76.04 1.50E-26 1.28E-28 0.133 0.04 8.312 7.872 41.33 27.47

75%

0.25 94.56 94.84 2.57E-48 8.81E-63 0.098 0.016 4.034 3.929 88.33 69.93

0.45 84.2 85.41 1.16E-30 5.84E-38 0.119 0.027 7.269 6.989 72.69 56.31

0.65 72.49 74.98 1.34E-23 7.99E-27 0.144 0.04 10.38 9.894 56.02 43.49

그림 3. FNR과 FDR의 상충관계

수가 많은 경우 LARS의 성능이 더 우수하다 할 수 있다.
하지만 이러한 현상은 FNR(유효변수의 선택)과 FDR

무효변수의 제거) 사이에 어느 정도 상충관계(trade-off)
가 있기 때문에, 선택하는 변수의 수를 정하는 기준의 차

이로 볼 수 있다. 즉 유효변수보다 무효변수가 많은 경우, 
LARS는 유효 변수의 수를 늘려가며 Cp가 가장 낮은 변

수 조합을 선택하기 때문에 FNR은 MOVS보다 높지만 

FDR을 줄여 전체적인 오류를 줄인 것으로 판단할 수 있

다. 비슷한 예로 (75%, 0.25), (75%, 0.45)의 경우를 보면 

MOVS는 FNR이 LARS보다 높은 대신 FDR이 LARS보

다 낮아서 TFR이 낮은 것을 알 수 있다.
FNR과 FDR의 상충관계를 배제하고 성능을 비교할 

수 있는 예는 유효변수가 50%인 경우와 (75%, 0.65)의 

경우에서 나타난다. 4개의 경우에 있어서 MOVS의 FNR
과 FDR이 모두 LARS보다 낮은 것을 확인할 수 있다. 이 

결과를 통해 MOVS가 LARS가 고려하지 못하는 변수조

합을 고려함으로써 LARS보다 우수한 변수 조합을 찾아

낸다는 것을 알 수 있다.
표 5는 회귀모델의 통계량과 Cp에 있어서 두 알고리즘

의 성능을 비교한 것이다. 표에 나온 모든 값은 100번의 

실험을 통해 산출된 평균값이다. 실험을 수행한 모든 경

우를 검토한 결과 MOVS에 의한 변수 조합으로 구축한 

회귀모델이 5가지 기준에 있어서 모두 유의성이 높은 것

으로 나타났다. 즉, 일반적으로 사용하는 통계적 유의성에 
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대한 기준에 따르면, MOVS가 통계적 유의성이 더 높은 

회귀모델을 구축한다고 볼 수 있다. 

4.2. 주식 데이터를 이용한 포트폴리오 선택
포트폴리오 선택 문제에 있어서 주가(독립변수), 각 주

식 종목에 투자할 자산의 비율(회귀계수)과 목표 수익률

(종속변수)의 관계는 선형회귀모델로 표현될 수 있다. 즉, 
주가와 목표 수익률이 있다면 선형회귀모델을 통해 투자

할 자산의 비율을 정할 수 있다. 특히 통계적 유의성이 높

은 회귀모델을 구축할 수 있다면 투자에 따른 위험 부담

을 줄이는 포트폴리오 선택이 가능하다.
그러나 주식 종목의 수(p)가 예측에 사용할 수 있는 데

이터의 수(n)보다 적기 때문에 주가 데이터에 회귀모델을 

직접 적용시킬 수 없다. 또한 투자에 따른 위험 부담을 줄

이기 위해서는 통계적 신뢰성이 높은 회귀모델이 필요하

다. 따라서 회귀모델을 구축하기 위한 변수선택이 필요하

고, MOVS를 이용하여 회귀모델을 구축하는데 사용할 주

식 종목을 정한다.

4.2.1. MOVS의 변형

포트폴리오 선택에 MOVS를 사용하는데 있어서 고려

해야 하는 특성은 4가지가 있다. 첫째, 데이터의 특성상 

사용하는 변수의 수(p)가 데이터의 수(n)보다 많기 때문

에 회귀모델을 구축할 수 없다. 둘째, 투자 비율이 음수가 

될 수 없으므로 회귀계수가 음수인 변수는 제외시켜야 한

다. 셋째, 데이터의 수가 부족하기 때문에 식 (16)에서 알 

수 있듯이 SSE를 계산할 수 없고 Cp를 적합도 기준으로 

이용할 수 없다. 마지막으로 포트폴리오 선택의 목표는 안

정적인 수익의 증가이기 때문에 수익률 증가에 대한 영향

이 확실하게 존재하는 종목만을 선택하는 것이 유리하다.
이와 같은 문제의 특성을 고려해 MOVS는 다음과 같

은 변형을 거쳤다. 우선 표 2의 S2와 S6의 전 단계에서 

개체 안에서 선택된 변수의 개수를 데이터의 개수 이하가 

되도록 조정해준다. 이 과정에 있어서 각 변수가 제거될 

확률은 동일하다. 그리고 S5와 S9의 전 단계에서 회귀계

수가 음수인 변수를 제거한다. 끝으로 Cp를 사용하지 않

고, 통계적 유의성이 높은 변수를 남기기 위해서 회귀모

델의 평가 기준으로 F통계량의 p-value, 각 회귀계수에 

대한 t통계량의 p-value의 평균값만을 사용한다.

4.2.2. 적용 방법과 결과

포트폴리오 구성에는 기준일로부터 30일의 주가 데이

터를 사용한다. 30일당 목표 수익률은 30일간 종목별 주

가의 평균 수익률과 수익률의 표준편차를 합한 값이다. 1
일당 목표 수익률은 30일당 목표 수익률을 30으로 나눈 

값이다. 특정 시점 t에서 i번째 주식의 주가를 라고 정

의한다면, 기준시점 T에서부터 시점 t까지, i번째 주식의 

수익률 는 다음과 같다.

 

   (19)

기준일의 목표 수익률을 0으로 두고, 하루마다 1일당 

목표 수익률을 더해서 30일간의 목표 수익률을 정한다. 
정해준 목표 수익률을 종속변수로, 주가 데이터를 이용한 

각 종목의 수익률을 독립변수로 설정하고 MOVS를 수행

하여 투자할 종목을 선택한다. 선택된 투자 종목(선택 변

수)을 이용하여 회귀모델을 구축하고 모델의 회귀계수를 

이용하여 투자할 종목에 투자할 자산의 비율()을 정한

다. 는 식 (20)와 같고, 의 합계는 1이다.

 










(20)

투자할 주식의 종목과 비율을 선택하면 투자 기준일로

부터 이후 5일간 같은 방법으로 투자한다. 선택한 포트폴

리오로 투자를 할 경우 기준시점 T에서부터 시점 t까지의 

자산변화율 는 다음과 같다.

 




 (21)

주가 데이터는 2006년 7월 20일부터 9월 28일까지 KRX 
(Korea Exchange, http://www.krx.co.kr)에서 거래된 실

제 주식 정보 중, 주식 거래가 이루어지지 않은 날이 제외

된 총 50일간의 종가(Closing price) 데이터를 사용하였

다. 주식 종목은 결측데이터(Missing data)가 있는 종목을 

제외한 565개를 사용하였다.
그림 4의 그래프는 회귀모델을 구축하는데 사용된 30

일과 투자 기준일 이후 5일을 더한 총 35일간, MOVS를 

통해 결정한 방법으로 투자할 경우의 자산 변화율을 나타

내고 있다. (a), (b), (c), (d)의 경우에 있어서 선택한 투자

종목의 수는 각각 12, 18, 8, 10개이다. X축은 수익률을 

계산하는 기준일로부터 지난 날짜이고, Y축은 자산변화

율이다. 그래프에 나타난 적합선의 신뢰구간은 ±이다.
그림 4의 그래프에 따르면 자산이 적합선과 유사한 추
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(a) 2006년 7월 20일~2006년 9월 7일

(b) 2006년 7월 27일~2006년 9월 14일

(c) 2006년 8월 3일~2006년 9월 21일

(d) 2006년 8월 10일~2006년 9월 28일

그림 4. 수익률 그래프

그림 5. MOVS와 MAD의 수익률 비교

세로 변화하는 것을 볼 수 있다. 그 결과로 MOVS를 응

용한 포트폴리오 선택 방법은 자산이 꾸준히 증가하는 투

자 종목과 투자율을 선택하는 것을 알 수 있다. 이러한 결

과는 MOVS가 통계적 유의성이 높은 유효변수를 선택하

고, 선택된 변수를 이용해 구축한 회귀모델의 회귀식과 

회귀계수가 수익률을 예측하는 데 유효하다는 것을 의미

한다.
MOVS를 응용한 포트폴리오 선택의 객관적인 성능을 

검증하기 위해 일반적으로 사용되는 MAD 모형과 비교하

였다. MAD 모형을 적용하는데 있어서 포트폴리오를 구

성하기 위해 고려하는 기간의 길이는 MOVS와 같이 30일
로 설정하였다. 그림 5는 앞서 언급한 데이터에 두 가지 

포트폴리오 선택 방법을 적용시킨 결과로, 9월 1일부터 9
월 28일까지, 20일간의 자산변화율의 그래프이다. 수익률

의 기준일은 8월 31일이다.
그림 5에 나타난 그래프를 보면 MOVS를 응용한 투자

가 MAD를 이용한 투자보다 자산증가율이 높은 것을 확

인할 수 있다. 또한 적합선에 대한 표준편차는 MOVS가 

0.0000947, MAD가 0.0001527로 MAD의 표준편차가 

1.6배 이상 높게 나왔다. 그리고 적합선의 Adjusted  

값은 MOVS가 0.943, MAD가 0.429로 MOVS가 높게 

나왔다. 이 결과는 자산의 변화 추세에 있어서 MOVS가 

작은 변동폭을 가지고 있기 때문에 안정적인 투자를 한다

는 것을 의미한다.
즉, MOVS를 응용한 포트폴리오 선택은 MAD와 비교

하여 수익률이 높고, 위험부담이 작은 투자를 한다고 판

단할 수 있다.

5. 결론 및 추후 연구

본 논문에서는 선형회귀모델을 위한 변수선택 알고리

즘으로 다중목적 유전 알고리즘을 이용한 MOVS를 제안
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하였다. MOVS는 회귀모델을 평가하는 다양한 기준을 만

족시킬 수 있도록 설계되었다. 
두 가지 실험을 통해 MOVS의 성능을 확인하였다. 다

양한 조건에 대한 시뮬레이션을 수행한 결과, MOVS는 

유효변수의 판별과 신뢰성 높은 모델링에 있어서 우수한 

성능을 보였다. 그리고 주가데이터를 이용한 포트폴리오 

선택 문제에 적용한 결과, MOVS의 응용을 통해 수익률

이 높고, 위험부담이 작은 포트폴리오 선택이 가능한 것

을 확인하였다. 두 가지 실험으로부터 MOVS는 변수 판

별에 대하여 우수한 성능을 가지고, 현실의 문제를 해결

하는 데 유효하며, 적용 상황에 따라 알고리즘을 유연하

게 응용할 수 있음을 확인할 수 있었다.
MOVS를 발전시키기 위해서 MOVS에 사용하는 효과

적인 매개변수와 유전 연산자에 대한 체계적인 연구가 필

요하다. 또한 선형회귀모델 뿐만 아닌 다양한 모델들에 

확대 적용시키는 연구를 통해 다양한 분야에 적용할 수 

있을 것으로 기대된다.
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