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<Abstract>

A new finite element equation is derived by applying quadratic and cubic time 

integration scheme to the variational formulation in time-integral for the analysis 

of the transient elastodynamic problems to increase the numerical accuracy and 

stability. Emphasis is focused on methodology for cubic time integration scheme 

procedure which are never presented before. In this semidiscrete approximations of 

the field variables, the time axis is divided equally and quadratic and cubic time 

variation is assumed in those intervals, and space is approximated by the usual 

finite element discretization technique. It is found that unconditionally stable 

numerical results are obtained in case of the cubic time variation. Some numerical 

examples are given to show the versatility of the presented formulation.
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  1. 서 론

  산업체 전반에 걸쳐 갑작스러운 충격하중을 

받는 문제에 대한 연구는 많은 연구자들에 의

해 진행되어 왔고, 현재도 보다 좋은 결과를 얻

기 위한 새로운 해법에 대한 연구가 활발하게 

진행되고 있다. 과도 선형 동탄성 문제를 해결

하기 위한 방법으로써 직접 실험을 하거나, 또

는 해석적인 방법을 통해 문제의 해법을 찾기

도 한다. 최근에 들어 컴퓨터의 성능이 향상되

고 컴퓨터를 이용한 문제해결이 경제적, 인적, 

물리적인 장점이 부각되면서 많은 산업체에서 

컴퓨터를 활용한 문제해결을 선호하고 있다. 컴

퓨터를 이용하여 과도 선형 동탄성 문제를 풀기 

위한 수치 해법으로는 유한차분법(1), 유한요소법

(2), 그리고 경계요소법(3)등이 사용되고 있다. 

동탄성 문제를 유한요소법으로 해석하기 위한 

과정으로 운동방정식을 등가인 변분식으로 바

꾸어 푸는데 이를 변분법
(4)
이라고 한다. 그리고 

변분식은 수치해법에 따라 시간영역, 라플라스

영역 그리고 푸리에영역에서 해석한다. 본 논문

에서는 시간영역에 국한한다. 일반적으로 시간

영역에서의 유한요소법에 의한 기존의 수치해

석은 주어진 지배방정식에 가중함수를 가하고 

부분적분을 한 후에 시간함수와 공간함수의 곱

의 함수로 가정한다. 이를 위해서 시간 축을 등

구간으로 나누고 각 시간 구간에서 시간절점의 

속도와 가속도를 Newmark Method
(2)
와 같은 

직접시간적분을 이용하여 구한다.

  본 논문에서는 Gurtine의 범함수(5)로부터 유
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도된 적분형 운동방정식에 Galerkin 방법을 적

용하여 변분식을 구하는 단순화된 정식화 과정

을 통해 시간함수와 공간함수로 분리되어 적분

한다. 이러한 적분형 운동방정식은 가속도항이 

포함되어 있지 않으므로 수치해석시 가속도와 

속도를 위한 시간적분법이 필요가 없으므로 해

석절차가 단순해진다.

  시간영역에 따른 적분과정에 있어서 종속함

수의 근사방법에 따라 해의 정밀도와 안정성에 

큰 영향을 준다. 종속함수가 각 시간구간에서 

상수함수로 근사화한 해법은 시간 증분의 크기

에 민감하지는 않았으나 매우 큰 오차가 발생

하여 신뢰할 수 없는 해의 분포를 보였고, 종속

함수를 1차함수로 근사화한 해법은 제한된 시

간증분에 대하여 수치결과는 수렴하였으나 수

치결과의 심한 떨림 현상을 보였다.(6) 본 논문

에서는 이전 해법들의 연장으로서 시간 축에 

대하여 2차함수와 3차함수로 가정된 내삽합수

를 이용한 유한요소방정식을 제시하였다. 전자

의 경우에는 시간증분의 크기에 따라 수치결과

가 수렴하거나 발산는 경향을 보였으나 임의의 

시간증분에 대해서는 정밀도가 가장 높은 수치

결과를 보였다. 후자의 경우에는 시간증분의 크

기에 민감하게 반응하지 않았으며 수치결과의 

분포에 있어서도 실제해로 수렴하는 신뢰할 수 

있는 수치결과를 보였다.

  제시된 유한요소정식화의 타당성과 계산된 

수치결과의 안정성과 정확성을 검증하기 위하

여 1차원 막대를 선택하였으며, 해석을 통해 얻

어진 수치결과를 이론 해와 다른 해법에 의한 

수치결과와 비교 검증하였다.

2. 적분형 변분식

  등방성 문제를 해석하기위한 과도 선형 동탄

성 문제의 지배 방정식은 다음처럼 텐서로써 

표기된다.(7)

                        (1)

     

                (2)

                           (3)

여기서,  는 응력, 는 밀도, 는 체적력, 는 

변위, 는 위치 벡터, 는 시간,   ≡  

는 공간 변수에 관한 편미분,  ≡   는 

가속도,  는 변형률,  은 탄성행렬이다. 그

리고 위와 같은 지배방정식들을 풀기 위한 경

계조건 및 초기조건은 다음과 같다: 

         on                (4a)

         on                (4b)

        at               (4c)

         at               (4d)

여기서, 는 표면력으로서 물체 표면에서 

≡  의 관계를 가지며,  와  는 물체표

면(    )의  와  에서 변위와 표면력

에 관한 경계값이다. 그리고  와  는 변위

와 속도에 관한 초기값이다. t< 0  이하에서는 

물체의 거동이 없다고 가정한다. 

본 논문에서는 가속도를 포함하는 시간미분형 

동점탄성 운동방정식(1)에 라플라스 변환을 적

용하고 간단한 수학적 연산과 역변환을 취하면 

다음과 같은 가속도 항이 제거된 시간적분형 

동탄성 운동방정식으로 표현된다.

              (5)

여기서,      이며, 는 합성적분

(convolution integral) 기호로써 다음과 같이 

정의된다.

  


                   (6)

여기서, x는 위치벡터이며 t는시간변수이다. 

본 논문에서 사용하는 유한요소방정식은 식(5)

에 변분증분을 곱하고 영역적분한 후 부분적분

을 하면 변분식이 표현되어진다. 본 논문에서는 

안정적인 수치결과를 얻기 위해서 시간 축을 

등간격으로 나누고, 정의된 각 시간구간에서 종

속함수를 2차 곡선함수와 3차 곡선함수로 정의

하고, 하중조건은 초기 힘이 일정하게 유지되는 

것으로 가정하였다. 변분식을 행렬식으로 표현

하면 동탄성 문제를 해석하기 위한 유한요소방

정식이 다음처럼 유도된다.
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Fig. 1.  Quadratic time interpolation function.




            

                            (7)

체적력을 무시하고, 초기변위(  )와 초기속도

(  )가 영이라고 가정한다. 이를 전개하면 다음

과 같은 변분식을 얻을 수가 있다.




  


      

   


                         (8)

식(8)에서 등식 우측의 외력항은 초기에 힘이 

가해지고 그 후에 일정하게 유지되는 것으로 

가정했을 때, 다음처럼 된다.




   






          (9)

여기서,       이며,  는 단위계

단함수이다. 

3. 동탄성 유한요소방정식

3.1 시간구간을 2차 곡선함수로 근사

  식(8)의 합성적분(convolution) 항은 시간 축

을 등간격으로 분할하고 시간의 함수인 응력에 

대해 2차곡선(quadratic)으로 가정한다. 변위와 

변형률에 대해서도 동일한 가정이 성립한다, 그

러나 이러한 가정은 미분형 방정식을 기본으로 

한 변분식에는 적용할 수가 없다.  응력에 대한 

근사적인 표현은 다음과 같다.

       

      
 



    
        

   

                            (10)

  여기서 는 Fig. 1에서와 같이 시간축상에서 

정의된 지역시간 내삽함수이며, 는 임의의 시

간이다.   는 임의의 시간절점( )에서 일

정한 값을 가지는 공간에 관한 응력함수이다. 

다음과 같이 정의한다.

    

   


 

       (11a)

     


          (11b)

    

   


 

           (11c)
                           ≤ ≤

식(8)의 좌변의 첫 번째 항에 가정된 응력함수 

식(10)을 대입하고, 외력으로 단위계단함수가 

작용한다면 식(8)은 다음과 같은 행렬식으로 표

현된다.(8)

   








 


    

    


    
    

    

   


   






     (12)

여기서,  는 변형률-변위행렬,  는 탄성

계수행렬이고,  는 형상함수 행렬이다. 

식(12)를 현재 시간   에서의 유한요소방

정식은 다음과 같다.

                        (13)

여기서,

   
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Fig. 2.  Cubic time interpolation function.

 



                         (14)





      

    
 

  

         

3.2 시간구간을 3차 곡선함수로 근사

  식(8)의 첫항을 계산하기 위해서, 시간축을 

등간격으로 나누고, 응력분포가 정의된 각각의 

시간구간에서 3차 다항식으로 가정한다. 

         

   
 



    
        

   

         
            (15)

여기서,  는 Fig. 2에서와 같이 시간축 상의 

시간절점에 관한 지역시간 내삽함수(local time 

interpolation functions)이며, 는 임의의 시간으

로써 다음과 같이 정의한다.

      
    



    


 

         
               (16a)

      
    



 
    



    

                           (16b)
      

    


    


          
                  (16c)

    
    



 
    



          

       
                     (16d)

                           ≤ ≤

마찬가지로, 외력으로써 단위계단함수가 작용하

는 경우에 대하여 식(15)를 식(8)에 대입하고 

행렬식으로 표현하면, 시간구간에서 3차함수로 

근사화된 유한요소방정식은 다음처럼 유도된다.



 



       




         






     

 

  






     

 

  






     

  
 

  

  


     

 






            (17)

여기서,  은 형상함수 행렬,  는 변형률-변

위 행렬,  는 탄성계수 행렬이다. 

식(17)을 더 간단히 표현하면,

                        (18)

여기서, 

   

    일정, 

  



,                        (19)

    

  





  

      



    



   

식(18)에서   행렬은 일정하므로, 매시간

의 계산 작업은   로 하여,    계산

과 과거의 동적변위결과들 을 보상해 주
면 된다. 여기서, 첫 번째 시간절점에서 변위값

은 linear time variation에 의한 유한요소방정
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   Fig. 5. Axial stresses at the fixed end (  , 
            ).

Fig. 6. Axial stresses at the fixed end (  , 
            ).

Fig. 3. Finite element model of 1D bar.

Fig. 4. Axial displacements at the free end (  ,  
          ).

식으로부터, 두 번째 시간절점에서의 변위값은 

quadratic time variation에 의한 유한요소방정

식을 이용한다.

각 절점에서의 응력 계산은 탄성의 경우와 동

일하다.

              (20)

여기서,  는 절점변위이다.

4. 수치해석 예

  Fig. 3에서와 같이 한쪽 끝단( )이 고정되

어 있고 다른쪽 끝단이 자유단( )인 막대가 

갑작스러운 충격하중( )이 작용할 때, 1차

원 막대 속에 작용하는 변위와 응력을 계산하

였다. 이때 사용된 변수는 막대의 탄성계수 , 

밀도 , 그리고 자유단에서 가해진 일정 압축하

중은 이다. 자유단에 가해진 충격하중에 의해 

막대 내부에서 발생한 진동현이 진행하는 전면

의 속도는 이다. 그리고 막대의 자유

단에서 가해진 충격하중이 막대의 고정단에 도

달하는 시간을 기준시간(    )으로 정의한다. 

균일하게 분할된 대표 유한요소의 크기 과 

시간간격  동안 진동현의 전면이 진행한 거

리 에 대한 상대적인 관계를 가지는 패러메

터 는 다음과 같이 정의한다.

 
                            (21)

  유한요소해석에 사용된 유한요소는 3절점 선

요소를 사용하였으며, 요소의 형상에 따른 상대

적인 오차(즉, 공간영역에서의 영역적분에 따른 

수치적인 오차)를 배재하기 위해서 모든 유한

요소 모델을 균등하게 분할하였다.  

  Fig. 4는 패러미터   인 경우에 대하여 
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Fig. 7. Percentage amplitude decay at the    

   free end for the time parameter.

Fig. 8. Percentage amplitude decay at the    

  free end for the number of elements.

1차원 막대의 자유단에서 변위해를 구해서 정적

인 해(    )로 무차원화하여 이론해와 

기존의 수치방법들을 비교해서 도시한 것이다. 

Quadratic time variation에 의한 변위해는 이론

해와 거의 일치하는 가장 높은 정확도를 보이

고 있으며, Newmark method에 의한 변위해와 

Cubic time variation에 의한 변위해와 거의 유

사한 경향을 보이고 있음을 알 수 있다. 반면에 

Constant time variation에 의한 변위해는 유한

요소의 개수가 많을수록, 시간간격이 세밀하게 

분할할수록 정확도가 상승하였으나, 동일 조건

에서의 다른 해법들과의 비교를 통해 알 수 있

듯이 정확도가 매우 낮으며, 수치결과는 시간 

증분에 관계없이 급속하게 정적인 값에 수렴하

였다. Linear time variation에 의한 변위해는 

시간증분에 매우 민감한 결과를 보였다. 작은 

시간증분에 대해서는 이론해의 경향을 따르고 

있으나, 동일 조건의 다른 해법과 비교에서 알 

수 있듯이   에서 발산하는 불안정한 경향

을 보이고 있다.

  Fig. 5는 패러미터   인 경우에 대하여 

1차원 막대의 고정단에서 응력해를 구해서 압

축하중()으로 무차원화하여 이론해와 기존의 

수치 방법들과 비교해서 도시한 것이다. 

Newmark method에 의한 방법과 Linear time 

variation에 의한 응력해는 이론해와 비교에서 

시간이 경과할 수 록 응력해의 분포가 심하게 

떨리는 현상을 보였다. 이에 반해 Quadratic 

time variation에 의한 응력해는 거의 이론해에 

일치하는 우수한 수치결과를 보여주고 있다. 무

차원 시간      근처에서 수치해의 떨림이 

발생하고 있으나 안정적으로 수렴하려는 경향

을 보이고 있다. 이는 갑작스러운 하중이 작용

함에 따라 발생하는 수치적인 오차의 누적에 

따른 현상으로 고려되어진다.

Fig. 6은 패러미터   인 경우에 대한 1차

원 막대의 고정단에서의 응력해를 구해서 압축

하중()으로 무차원화하여 이론해와 기존의 

해법들과 비교해서 도시한 것으로 큰 시간증분

에 대하여 Cubic time variation에 의한 응력해

는 매우 안정적인 수치해의 분포를 보여주고 

있으며, Newmark method에 의한 응력해와 비

교에서도 거의 유사한 거동을 보이고 있다. 극

값 부근에서는 Newmark method에 의한 응력

해 보다 좋은 수치해의 결과 분포를 보여주고 

있다. 반면에 Constant time variation에 의한 

응력해는 급속히 정적해로 수렴하고 있음을 알 

수 있다. Fig. 7은 막대의 자유단에서 파라미터

의 변화에 따른 변위해를 상대적인 오차의 비

율로 비교 도시한 것이다.

  각각의 동적 유한요소방정식들의 시간증분의 

크기변화에 따른 수치해의 정확도를 확인하기

위하여 막대를 10개의 유한요소로 균일하게 등

분하였으며, 패러미터( )를 0.1∼2.0까지 변화

시켜 가면서 변위해의 주기( )에 따른 오차를 

비교 분석하였다. Constant time variation에 의

한 변위해는 패러미터의 변화에 대해 수치결과

의 정밀도에서는 큰 오차를 보였다. Cubic time 

variation과 Newmark method에 의한 변위해는 

비슷한 결과를 보이고 있으며, 시간 증분 크기

에 제약이 없었으며, 해의 정확도에 있어서도 신

뢰할 수 있는 결과를 보여 주고 있다. 이들 수치
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결과에서 약간의 지그재그형 결과를 보이는 것

은 유한요소의 개수의 제한에 의한 영역 적분에

서 발생하는 오차의 영향으로 고려되어진다.

  Fig. 8은 패러미터   인 경우에대하여 

막대의 자유단에서 유한요소의 개수에 따른 변

위해를 상대적인 오차의 비율을 비교 도시한 

것이다.

  일정한 길이( )를 갖는 1차원 막대에서 유한

요소의 개수에 따른 수치해의 정확도를 확인하

기 위해 요소를 10개에서 100까지 균일하게 등

분하여 해석을 수행하였다.

  유한요소의 개수가 많을수록 수치해는 높은 

정밀도를 보이고 있으며, 요소의 개수에 따른 

수치적인 오차는 크게 발생하지 않는 안정적인 

값에 수렴하고 있음을 알 수 있다. 본 논문에서 

제시된 Cubic time variation에 의한 변위해는 

Newmark method에 의한 변위해의 분포와 거

의 일치하는 결과를 보이고 있으며, 유한요소의 

개수가 약 40개 이상의 유한요소 모델에 대해

서는 거의 비슷한 변위분포를 보였다. Constant 

time variation에 의한 방법은 요소수가 100개 

이상에서는 약 14.7의 오차의 크기로 수렴하는 

결과를 보이는데 이것은 요소의 개수를 아무리 

많이 하여도 응력이 급격하게 변하는 정점에서 

변위를 묘사할 수 없음을 보여주고 있다. 

4. 결 론

  등방성 선형 탄성 재료의 과도적인 동적 변

형을 엄밀하고 정밀하게 해석하기위하여 시간

구간에서의 종속함수가 2차곡선과 3차곡선으로 

가정된 동탄성 유한요소방정식을 유도하였다. 

수치결과의 정확성과 안정성을 확인하기 위하

여 상대적인 시간증분의 크기와 유한요소의 개

수를 변화시켜 가면서 얻어진 수치결과들을 분

석하였다. 그리하여 본 논문의 해법 특성에 대

한 다음과 같은 결론을 얻었다. 

Quadratic time variation에 의한 유한요소방정

식은 패러미터     이하에서 수치결과의 정

점 즉, 충격하중에 의해 발생한 진동현의 전면

이 도달하는 곳에서는 기발표된 수치해법 보다 

정밀한 수치결과를 보였다.

  

Cubic time variation에 의한 유한요소방정식의 

수치결과는 전반적으로 시간증분의 크기에 민

감하게 반응하지 않는 안정적인 수치결과들을 

보여주고 있다. 장시간 경과하면 약간의 굴곡현

상을 보이기는 하나, 수치결과의 전반적인 해의 

분포는 이론해의 경향과 유사한 결과를 보이고 

있다. 
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