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Abstract 

This paper is concerned with a computational approach for topology optimization of geometrically 

nonlinear structures following specific load-displacement trajectories. In our previous works, attention was 

paid to stabilize topology optimization involving large displacement and a method called the element 

connectivity parameterization was developed. Here, we aimed to extend the element connectivity 

parameterization method to find an optimal geometrically nonlinear structure yielding a specific load-

displacement trajectory. In contrast to designing a stiffest structure, the trajectory design problem requires 

special consideration in topology optimization formulation and solution procedure. Some numerical problems 

were considered to test the developed element connectivity parameterization based formulation. 

1. 서 론 

상 화  한 에  계변

수  통하여 건  만 시키고 능  

화 하는 상  찾는 다.(1,2)   치수

나 형상 화 과는 달리 특별한 형상  

없 라도 화  진행할 수  또한 형상과 

상  동시에 결 할 수 는 가능   

문에 한 계  활 고 다. 현재에 

러 는 형 계  시스 에  

형 항공 에 지 다양한 야에  활

고  형 강 문 나 고 치 문  다룰 

수 는 상 프트웨어도 개  상태 다. 하지

만 아직도 비 형현상  포함 는 문  효

과  다루는   확립 어 지 않  

상황 다. 

런 경하여 비 형 현상  보 는 물

 상  계  해 상당한 연 가 진행  

 나, 아직 해결해야 할 난 가 많  남아 

는 상황 다. 특  각 한 에 어 

는 도   한 통  상 화 

 사 하   열 달 시스  상 계에 는 

물 ,비 형  시스  상 계에 도 심각

한 수치  문 가 생할 수 다는  근 

여러 연  통하여 혀 다.(3~5) 그 에  하 

 재료 비 형 등  고 한 물  화  

수행할  생하는 한  안  가  
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 문 다.  비 형 물

 해 하  하여 뉴 -랩 (Newton-Raphson)과 

같  복  사 하게 다. 그런  런 

복  해  과  에  에 변형  생하

여 그 가 찌그러지   강  행  양

(Positive-defniteness)  게 어 수 과 안

에 문 가 생한다.(3~5) 근에 런 문  

해결하  하여  연결  하고 

화하는   연결 매개  라는 새 운 

계  안 었다.(4,6)   한  

도  계변수  사 하지 않고 할  한

들  가 0  차원 탄  링크(Elastic link)  

연결한다. 그리고  링크들  강  에 사

하는 화 알고리  하여 화함  

 상  찾는 것 다.  에 는 계 

역  할하는 2 차원 나 3 차원  강  

변하지 않  문에 도  계 변수  하는 

 계에  견 었  안  가 나타나

지 않  문에 비 형 물  상 계  

보다 효   수행할 수 다. 

 

 t t+D U

t t+D R

Target response

Initial response

 t t+D U

t t+D R

Target response

Initial response
 

(a) 

 
1 1 with t t t t+D +DU R

2 2 with t t t t+D +DU R

 with t t nl t t nl+D +DU R

1 1 with t t t t+D +DU R

2 2 with t t t t+D +DU R

 with t t nl t t nl+D +DU R  
(b) 

Fig. 1 The objective of the present research  

본 연 에 는  연결 매개  하 비 형 

문 에 하고  하는 , 특   계 에 하

여 미리  물  하 과 변 계( Fig. 1 

참 )  만 시키는  상  계하고  한

다.(4,6) 비 형 문  다룬 연 는 보고   

나 특  하 -변  계  만 시키는 상 

화에 한 연 는 아직 보고   없다.  연

에 는,  Fig. 1과 같  물   하 -변  

계 는 다  새 운 하 -변  계  하고 

 만 시키는 물  상  찾는 연  수

행하고  한다. 그런 , 미 여러 연 에  알

진 것과 같  하 에  변  변화  계산하는 

뉴 -랩  에 는  강  행  (Norm)

 0  에  수  문 가 생 다는 것  

 알 진 사실 다.(7) 라   문에 는 

물  해 시 경계에  변  가시켜 가  

그에  (Reaction force)  답  계산

한 하 -변  계가  하 -변  계  만

시키게 하는 화 문  다루었다.  지

지 사 연 가 거  없다는 에 , 그리고  

연 결과가 후  연  향  하는  가

드라  시한다는 에   연  가 

다고 본다.  
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Fig. 2 The modeling comparison: (a) a considered 
structure, (b) the FE model by the element 
density method, and (c) the FE model by the 
internal element connectivity parameteri-
zation 
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Fig. 3 An e-th planar rectangular patch consisting of 

a plane finite element and four zero-length 
links 

 

2. 요소 연결 매개법 

2.1 요소 연결 매개법을 이용한 비선형 구조물

의 해석 절차  

 연결 매개 과   비 하  

한   Fig. 2(a)에 는 물  살펴보고  한

다.  도  할 경우  Fig. 2(b)  같  

에 어 는 도  계 변수  하여 

탄 계수  아주  값과 큰 값 사 에  보간

한다. 그러나  연결 매개 에 는 역  

할하는   사  연결  가 0  

링크  연결하고  링크들  강  보간하는 

 하여 상 화  수행한다.(4,6)  

  연결 매개  하여 비 형 물

 해 하고 화  수행하  하여  Fig. 2  

 Fig. 3에  시  것처럼 리드  링크

(Link)   치(Patch)  한다.  치

는 계 역  할하는 들  하는 내  

드(Internal Node)  치  연결하는  드

(Outer Node)  어 다.  치  

하여  강  행  결 하  하여  

치 내에  변  다 과 같  복  

사 한 뉴 -랩   하여 계산한다.(4,6,7)  
 

( ) ( 1) ( )
,out ,out ,out

( ) ( 1) ( )
,in ,in ,in

t t k t t k k
e e e

t t k t t k k
e e e

+D +D -

+D +D -

é ù é ù é ùD
= +ê ú ê ú ê ú

Dë û ë û ë û

u u u

u u u
 (1) 

         

(0)
,out ,out

(0)
,in ,in

t t t
e e

t t t
e e

+D

+D

é ù é ù
=ê ú ê ú

ë û ë û

u u

u u
          (2) 

 

여  k 는 뉴  랩   복횟수  나타내

  에 한 단계별 비 형 해  시

간 t 에  변형  알고   시간  tD

가 지난 시  t t+ D 에  해  하는 다. 

그리고, e 째 치   드  내  드  

변 는 out 과 in  아래 첨  사 하여 하

다.  

링크  강  다 과 같  한다. 

, 8 8( )I e e el g ´=k I      (3) 

여  e 째 치  계 변수는 eg  고  

계변수  함수  링크  강  ( )e el g 다. 8 8´I

 8 8´ 단  행  나타낸다. 그리고, 각 치에

  강  행  다 과 같  다.  

 
( ) ( 1)

, , ,out ,out

,( 1) ( ) ( 1)
, , T, ,in ,in

k k
I e I e e e

t structure k k k
I e I e e e e

-

- -

é ù é ù é ù- D
=ê ú ê ú ê ú

- + Dë û ë û ë û

k k u

k k k u

Â

Â
 (4) 

 

식 ( 4) 에  평  고체   강  행  
,( 1)

T,
t structure k

e
-k 다. 여   연결 매개  하

 는 다 과 같   드에 하는 

 하
t t

e
+D R , 내  에  하는  

,( 1)
0

t t structure k
e

+D -f  링크에  하는  합

 하  다 과 같  식  개할 수 다.  
  

( 1)
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e
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-
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é ù
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ë û

é ùé ù é ù
- - ê úê ú ê ú
ë ûë û ë û
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Â
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,( 1) ( 1)

0 ,out , , ,out

,( 1) ( 1)
0 ,in , , ,in

t t link k t t k
e I e I e e

t t link k t t k
e I e I e e

+D - +D -

+D - +D -

é ù é ù é ù-
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-ë û ë û ë û
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식 ( 4),( 5)  ( 6)에  한 각 치에   

강  행   상 화 과 비 하여 

많  드  사 하  문에 직  체강 에 합

 하여 해  수행하  수치해  시간  많  

걸린다. 그래 , 내  드  변 가 다  주  

치  내  드  독립 라는 사실  하

여 다 과 같  내  드  변  거하는 

약 (Static Condensation Method)  사 한다. 

약 강  
( 1)

,
t k

Con e
-k 과 약   

( 1)k
Con
-Â   

변  
( )
,out
k

eDu 는 다 과 같  할 수 다.  

( 1)
,

,( 1) 1
, , , T, ,( ( ) )

t k
Con e

t t structure k
I e I e I e e I e

-

+D - -= - +

k

k k k k k
  (7) 
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( 1) ( )
, ,out

( 1) ,( 1) 1 ( 1)
,out , , T, ,in( )

t k k
Con e e

k t structure k k
e I e I e e e

-

- - - -

D

= + +

k u

k k kÂ Â
 (8) 

( 1)

( 1) ,( 1) 1 ( 1)
,out , , T, ,in

1

( )
p

k
Con

N
k t structure k k

e I e I e e e
e

-

- - - -

=

é ù= + +ë ûå k k k

Â

Â Â

               (9) 
 

식 (7)과 식 (8)  과  통하여 곽 드  

변 만 활  도  남게 고 아래 식과 같  

그것만  하여 체 강 행  하게 다. 

 하여 체 강  크 는  도  

한 상 화에  사 하는 체 강  크

 같  어 효  화  수행할 수 

게 다.  

( -1) ( 1)
,

1

pN
t k t k

Con Con e
e

-

=

=åK k   (10) 

( 1) ( ) ( 1)
out

t k k k
Con Con
- -D =K U Â   (11) 

 

2.2 최적화를 위한 링크의 강성 모델링 

미 에 한 화  하여 링크 강  

계변수  연 함수  보간하여 사 한다.  연

결 매개 에  아래  보간식  사 하는 것  

다.(6) 

1 (1 )

n

e
e n

e

l
g

a b
g t

= +
+ -

         (12) 

max minl la = - , minlb =      (13) 
 

여  n  과 t 는 칙상수 , maxl  minl  

링크 강  값과 값 다. 칙 상수 n  

약 강 행 과 2 차원  강 행  비  

체  변화시키는 역할  하  칙 상수 t

는 계 변수가 1  근할  다항식 
n

eg 보다 

칙 효과  크게 하는 역할  한다.(6)  

3. 기하비선형을 고려한 위상최적화 

3.1 위상최적화 정식화 

 Fig. 1(a)  같  하 -변 계  만 하는 

물  상 화  하  하여 다 과 같  

화 문  식화하 다.  

Min ( , )t t i t t i+D +DF = F U R ( i=1L nl)  (14a) 

S.t.     ( ) *

1

v
Np

e e e
e

Vr g
=

£å           (14b) 
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Fig. 4 A developed topology optimization procedure 
following a given load-displacement trajectory   

 

 

식 (14b)에  각 치 안에 는  피는 

ve  재료  사 한계 피한계는 
*V  시

하 다. 하 -변  도에  고 한 상  개

수는 nl 개 다.  

,

1

nl
t t i t t i ref

i

+D +D

=

F = -å U U       (15) 

 
,

1

nl
t t i t t i ref

i

+D +D

=

F = -å R R       (16) 

 

 식 ( 15)  ( 16)에  
,t t i ref+D U  

,t t i ref+D R 는 각각 

계 가 한 참 변  다. 비 형 

 식   에는   Fig. 1(b)에  

같  주어진 i 째 하 ( 
t t i+D R )에 한 물  

답 (
t t i+D U )  한 후 화 과  수행하게 

다.  에 한 변  하는 과 

 변 에 한  하는  다.(7) 

에 한 변  계산하는  에  언

한 것처럼 행  (Norm)  0  는 근에
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 수 에 수치  어 움  생한다. 런 

  비 형 역에  화 문   쉽

지 않다. 그래 , 비 형 해  수행할  변  

경계 건  하는  주  사 한다.(7) 마찬가

지  상 화 문  함수  하는 

에 라  식 ( 15)  같  에 한 변  

하는 과 식 ( 16)  같   변 에 한 

 화하는  고 할 수 다.  

크  고 하고 변  하는  앞  언

한 수  문 가 생하  문에 본 연 에 는 

변  가하고 그에   화하는 

 사 하 다. 결  함수  하  

하여 식 ( 16)  사 하 다.      

에   화 문   하여  Fig. 

1  알고리 에 하여 상 화  수행하

다. 한  해  ANSYS  사 하 고 

화 알고리 MMA  사 하 다. 실 는 

ANSYS 비 형 해  해  치  

하여 화  수행하 다. ANSYS  1 차원 

(COMBIN 14)  사 하여 치  하 고 

각  변  한 ANSYS 치   

하 다. 보  변수 매개 (Adjoint Variable 

Method)  하여 민감도 해  수행하 고 실

 계산  해 ANSYS  Macro 언어  사 하

여 계산코드  하 고 함수  민감도는 

 에 하 다.  

3.2 위상최적화 예제  

에  개  화  수치  검  하

여  Fig. 5(a)  양단지지경계 건과 앙에  가해지

는 집 하  는 화 문  고 하 다. 실

 화 수행시  한 변  에 

하여 답  참 값  주는 것  하지 않았다. 

냐하   참 값에 해 는 화 해가 

재한다는 것  보 할 수 없  문 다. 런 문

들  해결하  해    Fig. 5(a)  같  집

하  주고 형 변  가 하여 식 (17)  강  

화 상 화 결과  얻었다. 
 

TMin F = F U       (17) 

   S.t. ( ) *

1

v
Np

e e e
e

Vr g
=

£å        

여  형 변   각각 U  F 다.

그리고,  결과  하 -변  계   Fig. 5(c)  

같  계산하 다. 여   경계 건  변

가 0.06 md = - 보다 게  양 단  물

에  어나고  문에 비 형 계가 뚜

하게 나타나는 것  찰 할 수 었다.  

 결과  에는 형 결과보다 강

 지만 0.12 md = - 에 는 형 결과보다  

큰 강  가지고 (Buckling)에 강한 결과  

주는 상  얻  한 상 화 문  다  

식 (18)과 같  식화하 다.  
2

,

1

Min t t i t t i ref

i

+D +D

=

F = -å R R    (18a) 

S.t.     ( ) *

1

v
Np

e e e
e

Vr g
=

£å           (18b) 

1, 31 10  Nt t ref+D -= - ´R  at  0.06 md = - (18c) 
2, 32 10  Nt t ref+D -= - ´R  at  0.12 md = - (18d) 
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Fig. 5 Compliance minimization of a geometrically 
nonlinear structure. (a) Problem definition 
(Mass percent=20%), (b) a linear optimized 
result, and (c) the load-displacement response 
considering the geometrical nonlinearity 
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Linear resultLinear result

Linear resultLinear result

 
(c) 

Fig. 6 Results of optimized structure considering 
load and displacement trajectory ; (a) nl=2 and 
no filtering, (b) nl =2 and filtering, and (c) the 
load-displacement responses considering the 
geometrical nonlinearity 

 
 
 Fig. 6  화 결과  보여주고 다. Fig. 6(a)

과  Fig. 6(b)  화 결과에  볼 수 듯  그림

에  나타난  재에  생하는  지하

 하여 양쪽에 지지하는 물  생 어야 

하는 것  알 수 었다. 결과  형 역에

는 강  형결과보다 약하지만 비 형 역

에   지하는 물  얻  수 다. 

4. 결 론 

본 연 에 는 하 비 형 현상  생하는 

물에  주어진 변  하  계  만 하는 

상  얻는 화 문  다루었다. 또한 도

 한 상 화에  약한 강  가지는 

들  찌그러짐 문에 생하는 안  문

 해결하  하여  연결 매개  사 하

다. 안  수치해  하여 변  경계 건

 하고 에 한  계산하는 해

 사 하 다.   연 는 달리 

 연  가  큰 는 계 가 미리 한 하

-변 곡  계  아가는 하비 형 물

 상 계  처  시도하  안  

연결 매개   계  효과  상

화   수 다는  수치  통

해 확 하 다는 것 다. 향후 보다  -

변  계  만 시키는 상  얻  해 는 

-하  계  보다 확  아가 도 수 시 

물질과 비물질 상태가 확  는 상  

할 수 는 보다 강건한 에 한 후 연 가 

수행 어야 할 것 다. 
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