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Abstract 

In robust design, the mean and variance of design performance are frequently used to measure the design 

performance and its robustness under uncertainties. In this paper, we present the Gauss-type quadrature 

formula as a rigorous method for mean and variance estimation involving arbitrary input distributions and 

further extend its use to robust design optimization. One dimensional Gauss-type quadrature formula are 

constructed from the input probability distributions and utilized in the construction of multidimensional 

quadrature formula such as the tensor product quadrature (TPQ) formula and the univariate dimension 

reduction (UDR) method. To improve the efficiency of using it for robust design optimization, a semi-analytic 

design sensitivity analysis with respect to the statistical moments is proposed. The proposed approach is 

applied to a simple bench mark problems and robust topology optimization of structures considering various 

types of uncertainty.  

기호설명 

 
kµ   : k차 통계적 모멘트 

l  : 가우스구적법의 절점 

w  : 가우스구적법의 가중치 

m  : 가우스구적법의 차수 

n  : 공학시스템의 차원(dimensionality) 

gµ  : 함수 g의 평균 

gσ  : 함수 g의 표준편차 

1. 서 론 

일본의 품질공학자 다구찌(G. Taguchi)에 의해 

제안된 이래로 강건설계의 개념과 기법은 고품질과 

안전에 대한 사회적 요구에 부응하며 다양한 

분야에서 활용되어 왔다. 강건설계에서는 제품의 

품질에 변동을 가져올 수 있는 다양한 불확실성의 

원인을 제거하기 보다는 제품을 그러한 불확실성에 

최대한 둔감하게 설계함으로써 품질 변동의 산포를 

최소화하고자 한다. 이러한 강건설계 기법에서 가장 

중요한 요소의 하나는 제품의 품질 혹은 성능과 

그것들의 강건성을 동시에 고려할 수 있는 

성능척도를 갖는 것이다. 대표적인 것으로 다구찌가 

제안한 신호대잡음비 (Signal to Noise Ratio)(1,2)가 

있으며 민감도 지수(Sensitivity Index),(3) 미분지수 

(Gradient Index),(4) 성능지수(Performance Index)(5) 등이 

같은 목적으로 개발되었다. 통계적인 관점에서 

보았을 때, 불확실성이 존재하는 상황에서 어떤 

공학시스템의 성능은 그 성능척도의 평균으로 

정량화 할 수 있으며 강건성, 혹은 성능의 산포는 

성능척도의 분산으로 잘 설명될 수 있다. 이에 

강건설계를 성능척도의 평균과 분산으로 수식화되는 

목적함수를 최소화하는 최적설계 문제로 접근하는 

시도가 활발히 이루어져 왔다.(6) 많은 경우 
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성능척도의 평균과 분산을 구하는 방법으로 

몬테카를로 시뮬레이션(Monte Carlo Simulation: 이하 

MCS)이나 테일러급수전개 (Taylor Series Expansion)를 

사용하고 있는데 테일러급수전개가 계산량이 적은 

반면 정확도가 떨어지고 MCS 는 계산량이 지나치게 

많다는 것이 잘 알려져 있다.  

본 논문에서는 위의 두 방법의 대안으로서 

가우스구적법 (Gaussian Quadrature)(7)을 고려하고자 

한다. 가우스구적법은 수치 적분법의 하나로 잘 

알려져 있으며 동일한 개수의 적분점을 가지는 

구적법 중에서 가장 높은 적분차수(Integration Order)를 

제공함이 수학적으로 증명되어 있다.(8) 다양한 분야의 

수치해석에 가우스구적법이 활용되어 왔으나 평균, 

분산과 같은 통계적 모멘트의 계산에는 상대적으로 

많이 활용되지 않았다. 하지만 통계적 모멘트 계산을 

위하여 실험계획법 (Design of Experiment)(9~13) 및 

점추정법(Point Estimate Method)(14~16)이란 이름으로 

개발된 많은 방법들이 이론적으로 가우스구적법과 

동일하거나 깊은 연관이 있음이 Lee et al.(17) 에 의하여 

밝혀졌고 다양한 확률분포를 가지는 입력변수에 

대하여 가우스구적법을 이용하여 통계적 모멘트를 

계산하는 방법이 정리되었다.  

본 논문에서는 가우스구적법을 통계적 모멘트 

계산에 활용하는 기법의 이론적 배경에 대하여 

논하고 가우스구적법을 구조물의 강건최적설계에 

적용한 사례를 제시하고자 한다. 일차원 

가우스구적법으로부터 다차원 구적법을 만드는 

방법 중에서 계산량 측면에서 양 극단에 있다고 

할 수 있는 적구적법(Tensor Product Quadrature)(18) 

과 일변수 차원감소법(Univariate Dimension  

Reduction Method)(19,20)을 활용하여 통계적 

모멘트를 계산하는 방법을 소개하고 이 방법들에 

대하여 설계민감도 해석을 수행하는 법을 

제안하고자 한다. 마지막으로 이 방법들을 간단한 

트러스 구조물의 강건설계와 랜덤한 분포하중을 

받는 구조물의 강건위상최적설계에 적용한 결과를 

제시하고자 한다. 

2. 가우스 구적법을 이용한           

통계적 모멘트의 계산 

 

2.1 이론적 배경 

확률변수 X 의 함수 ( )g X 의 k 차 통계적 모멘

트는 구적법을 이용하여 다음과 같이 구해진다. 

 ( ){ } ( ) ( ){ }
1

m
k kk

X i i

i

E g g x f x dx w g l
=Ω

  =  ∑∫ �  (1) 

여기서 ( )Xf x 는 X 의 확률밀도함수이고 il , iw

는 각각 구적법에 사용된 절점(Node)과 가중치

(Weight)이며 m 은 구적법의 차수이다. 이 적분근

사식의 정확도는 절점과 가중치를 어떻게 선택하

느냐에 따라서 크게 달라지는데, 가우스구적법에

서는 적분식의 가중치함수(Weight Function)로부터 

구해지는 직교다항식(Orthogonal Polynomial)의 근

이 절점 il 가 되며 가중치 iw 는 이 절점들을 지나

는 내섭다항식(Interpolation Polynomial)으로부터 계

산된다(8). 이렇게 구해진 절점과 가중치를 사용한 

m차의 적분근사는 2 1m − 차의 다항식을 엄밀하게 

계산할 수 있으며 이 적분차수는 식 (1)과 같은 

형태의 구적법으로 구현 가능한 가장 높은 차수이

다.  

식 (1)과 같이 가우스구적법을 통계적 모멘트를 

계산하기 위한 적분에 적용할 때 적분식의 가중치

함수는 확률밀도함수 ( )Xf x 가 된다. 가우스구적

법의 절점과 가중치는 다음과 같이 주어지는 모멘

트 관계식을 만족함을 보일 수 있다. 

 ( )
1

, 0, , 2 1
m

k k

k X i i

i

x f x dx w l k mµ
=Ω

= = = −∑∫ L  (2) 

여기서 kµ 는 X 의 k 차 모멘트이며, 이 관계식

으로부터, 통계적 모멘트 계산을 위한 m 차 가우

스 구적법의 절점과 가중치는 입력 확률변수 X

와 2 1m − 차까지 등가의 통계적 모멘트를 갖는 이

산확률변수의 표본(Sample)과 확률질량함수

(Probability Mass Function)임을 알 수 있다. 
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Fig. 1 Nodes and weights of 3-node Gauss-type quadrature 

for various probability distributions 
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임의의 ( )Xf x 에 대하여 가우스구적법의 절점과 

가중치를 구하는 방법이 Lee et al.(17)에 정리되어 

있다. Fig. 1 은 ( )Xf x 가 각각 정규분포, 균일분포, 

레일리분포, 베타분포의 확률밀도함수일 때, 3 절점 

가우스구적법의 절점과 가중치를 구한 결과이다. 

 

2.2 다차원 가우스구적법 

공학시스템에 여러 개의 확률변수가 존재할 때, 

통계적 모멘트의 계산을 위해서는 다차원구적법이 

필요하다. 많은 경우 다차원구적법은 각각의 확률

변수로부터 구해진 일차원 구적법으로부터 구성되는

데, 본 절에서는 가장 잘 알려져 있는 적구적법(18) 

(Tensor Product Quadrature 이하 TPQ)과 일차원 차

원감소법(Univariate Dimension Reduction 이하 

UDR)(19,20)에 대하여 알아보도록 한다. 

n개의 확률변수를 입력으로 갖는 함수 ( )g X 의 

k 차 모멘트는 TPQ 를 사용하여 다음과 같이 계

산된다.  

 

( ){ } ( )

( ){ }
1

1

1 1

1

1

1 1 1

1 1

, ,

, ,

n

n

n n

n

k
k

n

mm k

i i i n i

i i

E g g x x f d

w w g l l

Ω Ω

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= =

  =  ∫ ∫

∑ ∑

X
x xL L

� L L

 (3) 

여기서 ,i jl , ,i jw 는 각각 i 번째 확률변수의 j번

째 절점 및 가중치를 나타내며 im 는 i 번째 확률

변수의 적분에 사용된 구적법의 차수를 나타낸다. 

중심모멘트(Central Moment)도 위 식과 같이 구해

지며 평균과 표준편차를 구하는 식은 다음과 같이 

주어진다.  

 ( )
1

1 1

1

1 1

1 1

, ,
n

n n

n

mm

g i n i i n i

i i

w w g l lµ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= =

=∑ ∑L L  (4) 

 ( )( )
1 2

1 1

1

1 2

2

1 1

1 1

, ,
n n

n

m m

g i n i i n i g

i i

w w g l lσ µ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= =

 
 = −
  
∑ ∑L L  (5) 

TPQ 는 그 구성이 용이하며 가우스구적법의 

2 1m − 의 적분차수가 온전히 구현된다는 장점이 

있으나 계산량이 1 nm m× ×L 으로 매우 많다는 단

점이 있다.  

UDR 은 ( )g X 를 여러 개의 단변수 함수로 분할

하는 가법분해(Additive Decomposition)를 활용하여 

모멘트 계산에 소요되는 계산량을 획기적으로 줄

이는 방법이다. 함수 ( )g X 는 다음과 같은 근사함

수 ( )ĝ X 으로 근사된다. 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1

1

_

1

ˆ , , , , 1 , ,

1

n

i n n

i

n

i i

i

g g g X n g

g X n g

µ µ µ µ
=

=

= − −

= − −

∑

∑ X

X X

µ

� L L L

 (6) 

여기서 _ ig 는 iX 만의 함수이며 _ ig 의 통계적 

모멘트는 2.1 절에 설명된 일차원 가우스구적법을 

활용하여 구할 수 있다. 근사함수 ( )ĝ X 의 통계적 

모멘트는 ( )_ i ig X 들의 통계적 모멘트로부터 계산

해낼 수 있으며 평균과 표준편차는 다음과 같은 

식으로 구해진다.  

 ( ) ( )
_ˆ

1

1
i

n

g gg

i

n gµ µ µ
=

= − −∑ X
µ�  (7) 

 
_

2 2 2

ˆ

1
i

n

g gg

i

σ σ σ
=

=∑�  (8) 

( )_ i ig X 의 통계적 모멘트를 계산하는데 im 번

의 ( )g X  계산이 필요하므로 ( )ĝ X 의 통계적 모

멘트를 계산하는 데는 총 11 nm m+ + +L 의 ( )g X  

계산이 필요하다. 이 수치는 iX 의 분포가 대칭인 

경우 감소할 수 있다. 아래 Fig. 2 에 입력 확률변

수의 분포가 대칭인 경우와 비대칭인 경우 TPQ

와 UDR 의 계산에 사용되는 적분점의 배치를 비

교해 놓았다. 

UDR 을 이용한 통계적 모멘트 계산의 정확도에 

대한 연구는 Lee and Chen(21)에서 찾아볼 수 있다. 

식 (6)과 같은 가법분해는 각 변수들 사이에 존재

하는 상호작용(Interaction)을 무시하는 것이기 때문

에 변수간의 상호작용이 큰 경우에는 UDR 로 계

산된 모멘트의 정확도도 떨어지게 된다. 하지만 

기대값 연산자(Expectation Operator)의 특성 상 평

균, 분산과 같은 낮은 차수의 모멘트는 가법분해

에 의한 오차의 영향을 상대적으로 적게 받음이 

알려져 있다.(21)    
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node quadrature formulae is used 
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3. 강건설계 수식화 및 민감도 해석 

3.1 모멘트에 기반한 강건설계 수식화 

일반적으로 최적설계 문제는 다음과 같이 수식

화 된다. 
 

 

( )

( )

,

, 0, 1, ,

, 1, ,

i

L U

j j j

Minimize f

subject to g i nc

x x x j nx

≥ =

≤ ≤ =

x
x p

x p L

L

 (9) 

여기서 ( )1, , nxx x=x L 는 설계변수의 벡터이며 

( )1, , npp p=p L 는 시스템에 존재하는 파라미터의 

벡터이다. x와 p에 존재하는 불확실성을 고려했

을 때, 위 식 (9)의 최적설계 수식으로부터 다음과 

같은 강건설계 문제가 수식화 될 수 있다.   

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2* *

, ,
,

, , , 0, 1, ,

, 1, ,

i i

j j j

f f

f f

i g g

L U

x x x

Minimize F

subject to G k i nc

j nx

µ σ
ω ω

µ σ

µ σ

µ µ µ

= +

= + ≥ =

≤ ≤ =

xµ

X P X P
X P

X P X P X P L

L

 (10) 

목적함수 f 와 제한조건 ig 의 평균과 표준편차

가 성능과 강건성을 표현하기 위한 성능척도로 사

용되고 있고 1ω , 2ω 는 가중치이며 ( 1 2 1ω ω+ = ) 

*

fµ , *

fσ 는 스케일링 인자이다. k 는 제한조건의 

확률적 만족의 정도를 결정하는 인자이다. 

상기 강건설계 문제는 순차이차계획법과 같은 

수학적계획법을 활용하여 해를 찾을 수 있다. 최

적화 과정 동안 f 및 ig 의 평균과 표준편차는 물

론 이들의 설계민감도를 계산해야 하는데 각각의 

모멘트 계산에 여러 번의 함수 계산이 필요하기 

때문에 효율적으로 민감도를 계산할 수 있는 방법

이 필요하다. 다음절에서 TPQ 및 UDR 로 평균과 

표준편차를 계산하는 과정에서 얻어진 자료를 바

탕으로 평균과 표준편차의 설계민감도를 근사하는 

방법에 대해 논하고자 한다.  

3.2 통계적 모멘트의 설계민감도 해석 

설계변수 
iX

µ 에 대한 함수 ( )g X 의 평균 gµ 와 

표준편차 gσ 의 민감도는 다음과 같은 식으로 표

현이 가능하다.  

 
1 1

k k

k k

k kk k k k k

m m
k i k ig g g

i iX k i X k i X

dl dwd

d l d w d

µ µ µ

µ µ µ
⋅ ⋅

= =⋅ ⋅

∂ ∂
= +

∂ ∂∑ ∑  (11) 

 
1 1

k k

k k

k kk k k k k

m m
k i k ig g g

i iX k i X k i X

dl dwd

d l d w d

σ σ σ

µ µ µ
⋅ ⋅

= =⋅ ⋅

∂ ∂
= +

∂ ∂∑ ∑  (12) 

위 식에서 
kg k ilµ ⋅∂ ∂ , 

kg k iwµ ⋅∂ ∂ , 
kg k ilσ ⋅∂ ∂ , 

kg k iwσ ⋅∂ ∂ 는 TPQ 및 UDR 계산식 (4), (5)와 (7), 

(8)을 직접 미분하여 구할 수 있다. 이 계산 과정

에서 다음 식과 같이 표현되는 절점위치의 변화에 

따른 함수 g의 민감도가 필요하다. 

 
( ) ( )

( )

1

1 1

1

, , ,

, ,
k n

k i k i n ik n

i k i n i

k i k l l l

g l l l g

l x
⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅

⋅ =

∂ ∂
=

∂ ∂
x

x

L L

K K

 (13) 

이 편미분은 TPQ 의 경우에는 gµ 와 gσ 를 구하는 

과정에 사용된 적분점 및 이 적분점에서의 g값을 이

용하여 근사할 수 있다. 이 계산에 대한 자세한 설명

은 Lee et al.(17)에 실려있다. TPQ는 추가적인 g함수의 

계산 없이 상기 편미분값을 계산할 수 있으나 UDR

의 경우에는 gµ 와 gσ 를 계산하는 과정에서 무시된 

변수들간의 교호작용이 민감도 계산에 큰 오차를 가

져올 수 있어서 반드시 추가적인 계산이 필요하다.  

식 (11)과 (12)의 
k kk i Xl µ⋅∂ ∂ 와 

k kk i Xw µ⋅∂ ∂ 는 2.1

절에 설명된 일차원 가우스구적법을 계산하는 방

법과 유한차분법을 이용하여 계산할 수 있다. 이 

값들을 
kg k ilµ ⋅∂ ∂ , 

kg k iwµ ⋅∂ ∂ , 
kg k ilσ ⋅∂ ∂ , 

kg k iwσ ⋅∂ ∂ 와 함께 식 (11)과 (12)에 대입하여 g의 

평균과 표준편차의 설계민감도를 계산할 수 있다. 

이상과 같이 설명된 근사방법으로 TPQ 의 경우

에는 추가적인 g값의 계산 없이 설계민감도를 정

확히 근사해 낼 수 있음이 Lee et al.(17)에 사례연구

를 통하여 밝혀져 있다. UDR 의 경우에는 추가적

인 g 값의 계산이 필요하기 때문에 TPQ 의 경우

처럼 큰 계산량 감소를 얻을 수 없다.   

4. 강건 구조 최적설계 사례 

본 장에는 2, 3 장에서 설명된 가우스구적법을 

활용한 강건최적설계 기법을 두 구조물에 적용한 

사례를 싣도록 한다.  

 

 

1.0 m

2

1 ( )X cm 1X

Cross-sectional 

area

2X 2 ( )X m

Q
yQ

xQ

8y xQ Q=

 
Fig. 3 2 bar truss structure 
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4.1 트러스 구조물의 강건최적설계 

첫 번째 예제는 위의 Fig. 3 의 트러스 구조물의 

강건최적설계에 관한 것이다. 각 트러스 멤버의 

강도 제한조건 하에 트러스 구조물에 사용된 재료

의 부피를 최소화 하는 최적설계 문제는 다음과 

같이 수식화 된다.  

( )

( )

( )

1 2

2

1 2 1 2
,

2

1 1 2 2

1 1 2

2

2 1 2 2

1 1 2

1 2

minimize , 1

5 8 1
subject to , 1.0 1 0

65

5 8 1
, 1.0 1 0

65

0.2 20, 0.1 1.6

X X
f X X X X

Q
g X X X

X X XS

Q
g X X X

X X XS

X X

ρ= +

 
= − + + ≥ 

 

 
= − + − ≥ 

 
≤ ≤ ≤ ≤

 (14) 

여기서 설계변수 1X , 2X 는 각각 트러스의 단면

적 및 수평 스팬을 나타내며 파라미터 [ ρ , Q , S ]

의 값은 [104 kg/m3, 800 kN, 1050 MPa]이다. 설계변수 

1X , 2X 와 파라미터 [ ρ , Q , S ]에 불확실성이 존

재할 때 강건최적설계는 다음과 같이 수식화된다. 

 

1 2

1 1

2 2

1 2

1 2* *,

1

2

minimize

subject to 0

0

0.2 20, 0.1 1.6

X X

f f

f f

g g

g g

X X

F

G k

G k

µ µ

µ σ
ω ω

µ σ

µ σ

µ σ

µ µ

= +

= − ≥

= − ≥

≤ ≤ ≤ ≤

 (15) 

위 수식에서 가중치는 1 2 0.5ω ω= = 로 설정되었

으며 스케일링 인자 *

fµ 와 *

fσ 는 각각 10, 2 로 설

정되었다. 제한조건의 상수 k는 3 이 사용되었다.  

확률변수들의 분포 및 분포 인자들은 표 1과 같이 

설정되었다.  

이 강건최적설계 문제의 해를 3 절점의 TPQ 와 

UDR 을 활용하여 찾은 결과를 표 2 에 실었다. 비

교를 위하여 일차 테일러급수전개를 이용하여 얻

은 결과를 같이 실었으며 유한차분법을 이용하여 

설계민감도를 계산한 결과와 3.2절에 설명된 근사

민감도 해석법을 이용한 결과를 같이 실었다. 

모든 방법에서 제한조건 1G 이 활성화되면서 최적

화가 마무리 되었다. 괄호 안의 숫자들은 최적점에서 

F , 1G , 2G 값을 표본수 1,000,000 개의 MCS 로 계산

한 것으로서 테일러급수전개, UDR, TPQ에 의하여 예

측된 값들의 정확성을 검증하기 위하여 제공되었다. 

활성화된 제한조건 1G 이 실제로는 약간씩 위배되고 

있음을 확인할 수 있고 그 양이 테일러급수전개에서 

가장 크고 TPQ 에서 가장 작음을 확인할 수 있다. 

UDR 의 계산 결과가 TPQ 에 비하여 큰 오차를 가지

고 있는 것은 함수 f , ig 에 존재하는 교호작용의 영

향이며 TPQ의 오차는 적분차수의 부족에 기인한다. 

Table 1 Distribution of input random variables of two 

bar truss example 

Random 

variable 
Distribution Mean STD 

1X  Normal 
1X

µ  cm2 
1

0.02 Xµ×  cm2 

2X  Normal 
2X

µ  m 
2

0.02 Xµ×  m 

ρ  Beta1 10,000 kg/m3 2,000 kg/m3 

Q  Gumbel 800 kN 200 kN 

S  Lognormal 1050 MPa 250 MPa 
1 Shape parameters of beta distribution are set as 

5.0γ η= = (22) 

 

Table 2 Optimization results of two bar truss example 

Results Taylor  UDR 

(FDM) 

UDR 

(DSA) 

TPQ 

(FDM) 

TPQ 

(DSA) 

1X
µ  10.9573 11.3147 11.3162 11.5655 11.5669 

2X
µ  0.3770 0.3770 0.3767 0.3771 0.3767 

F  1.1740 

(1.1745) 

1.2123 

(1.2123) 

1.2123 

(1.2125) 

1.2393 

(1.2393) 

1.2393 

(1.2393) 

1G  

(MCS) 

0 

(-0.061) 

0 

(-0.027) 

0 

(-0.027) 

0 

(-0.005) 

0 

(-0.005) 

2G  

(MCS) 

0.4967 

(0.4676) 

0.4980 

(0.4846) 

0.4982 

(0.4846) 

0.4978 

(0.4952) 

0.4983 

(0.4960) 

fn calls 108/135 217/341 240/400 918/2754  594/1782 

*Function calls: (f calls)/(g calls) 
 

 

따라서 적분차수를 올리면, 즉 적분점의 수를 

늘려주면 TPQ 의 오차는 0 으로 수렴하지만 UDR

의 오차는 어느 수준 이하로 줄어들지 않게 된다.  

최적화에 소요된 계산량을 비교해보면 TPQ 의

경우에는 3.2절에 설명된 근사 민감도해석법이 효

과적으로 계산량을 줄여주고 있음을 알 수 있다. 

반면 UDR 의 경우는 유한차분법을 이용한 경우나 

근사 민감도해석법을 이용한 경우나 큰 차이가 없

음을 알 수 있다.  

4.2 강건 위상최적설계 

구조물의 위상최적설계 문제에서 최소화되는 목

적함수로 컴플라이언스(Compliance), 변형에너지

(Strain Energy) 등이 자주 사용된다. 이 값들은 재

료가 존재하는 영역 Ω 에서 정의된 범함수

(Functional)로 다음과 같이 표현이 가능하다. 

 ( )( , , ) ( , )J u z f u z d
Ω

Ω = Ω Ω∫  (16) 

여기서 u 는 상태변수이며 z 는 시스템에 존재

하는 불확실변수의 벡터이다. z 의 결합확률밀도

가 ( )zf z 로 주어졌을 때, J 의 평균과 분산은 다

음과 같이 구해진다.  
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( )( )( ( , , )) ( ) ,

( ) ( , , ) ,

z

z

J u z f z f u z d dz

f z J u z dz

µ
Ω

Ω = Ω Ω

= Ω

∫∫
∫

 (17) 

( )( ) ( )( )

( )

2

2

( ( , , ))

( ) ( ) , ( ) ,

( ) ( , , ) ( , , ) ,

z z z

z

Var J u z

f z f z f u z d f z f u z d dz dz

f z J u z J u z dzµ

Ω Ω

Ω

 = Ω Ω− Ω Ω 

 = Ω − Ω 

∫ ∫ ∫∫

∫
  (18) 

이로부터 다음과 같은 강건 위상최적설계가 수

식화 된다. 
*

1 2( , , ) ( ( , , )) ( ( , , )

,

,

obj

Minimize J u z J u z J u z

Subject to Volume constraint

Perimeter constraint on

ω µ ω σΩ = Ω + Ω

Ω = Ω

∂Ω

 (19) 

이 위상최적화의 해를 찾는 과정에서 가장 중요

한 것은 구조물의 형태 및 위상에 대한 목적함수 
*J 의 설계민감도를 구하는 것이다. 식 (17), (18)의 

평균과 분산의 식에서 설계변수인 Ω 와 확률변수 

z 가 서로 독립적이라는 가정하에 ( )Jµ 의 설계민

감도 ( )JµΩ 는 가우스구적법을 활용하여 다음과 

같이 나타낼 수 있다. 

1

( ( , , )) ( ) ( , , ) ( , , ),
m

z i i

i

J u z f z J u z dz w J u zµΩ Ω Ω
=

Ω = Ω Ω∑∫ �  (20) 

여기서 JΩ는 범함수 J 의 설계민감도를 나타내

며 iw , iz 는 z 의 확률분포로부터 구해지는 가우

스구적법의 절점과 가중치이다. z 가 벡터인 경우

에는 2.2 절에 설명된 TPQ 나 UDR 을 적용할 수 

있다. ( )Var J 의 설계민감도도 같은 방법으로 다음

과 같이 구할 수 있다.  

( )
( )1

( , , ) ( , , )
( ( , , )) 2

( , , ) ( , , )

n
i i

i

i
i i

J u z J u z
Var J u z w

J u z J u z

µ

µ
Ω

= Ω Ω

  Ω − Ω ⋅  
Ω ≈  

 Ω − Ω   
∑  (21) 

따라서 강건위상최적화의 설계민감도 *J∂ ∂Ω는 

z 의 적분점 iz  에서의 J 의 설계민감도 

iz z
J

=
∂ ∂Ω 로부터 계산됨을 알 수 있다. 

iz z
J

=
∂ ∂Ω

는 위상최적설계에 관한 많은 문헌에 유도되어 있

다. 자세한 내용은 Chen et al.(23)을 참조하기 바란

다.   

상기 내용을 랜덤한 분포하중을 받는 구조물의 

위상최적설계에 적용하였다. 질량 제한조건 하에 

컴플라이언스를 최소화하는 최적화를 수행하였고 

결과를 아래 Fig. 4에 정리하였다. 위상최적설계는 

레벨셋 기법(Level Set Method)(24)을 이용하여 수행

되었으며 선형탄성거동만을 고려하였다. 랜덤한 

분포하중은 지수함수 형태의 상관함수(Correlation 

Function)를 가지는 가우시안 프로세스(Gaussian  

 

 
(a) Boundary condition of 

deterministic optimization 

(b) Result of deterministic 

topology optimization 

(c) Boundary condition of 

robust optimization 
 

(d) Result of robust topology 

optimization 
 

Fig. 4 Topology optimization of 3D bridge structure 

 

Process)로 모델링 되었으며 Karhunen-Loeve 전개

를 이용하여 구현되었다.(25) 비교를 위하여 하중의 

불확실성을 고려하지 않은 위상최적화 결과를 같

이 실었다. 최적설계의 결과로 얻어지는 구조물의 

위상 및 형상이 하중의 불확실성을 고려함으로써 

많이 달라졌음을 확인할 수 있다. 강건위상최적설

계로 얻어진 구조의 컴플라이언스는 평균이 19.84, 

표준편차가 4.64 로 구해진 반면, 결정론적 위상최

적화로 얻어진 구조에 랜덤하중이 가해졌을 때에

는 평균이 22.49, 표준편차가 5.24로 강건위상최적

화로 얻어진 구조가 그 성능 및 강건성이 모두 우

수함을 알 수 있다. 모멘트 및 민감도의 계산에 

UDR 을 활용하여 강건설계에 소요되는 계산량을 

대폭 줄일 수 있었다.  

본 절에서 소개된 가우스구적법을 이용한 강건

위상최적화에 대한 보다 자세한 내용과 추가적인 

예제들은 Chen et al.(23)에서 찾아볼 수 있다.  

5. 결 론 

가우스구적법을 활용하여 불확실성이 존재하는 

공학시스템의 성능척도의 통계적 모멘트를 구하는 

방법에 대해 논하였고 이를 강건설계에 적용하였

다. 두 가지 다차원구적법에 대하여 설계민감도 

해석을 수행하는 방법에 대하여 논하였고 이를 구

조물의 강건최적화에 효과적으로 적용하였다. 가
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우스 구적법이 연속확률변수를 이상적으로 이산화

하는 방법임을 알 수 있었고 다양한 확률분포에 

대하여 적용이 가능함을 보였다.  

특히 UDR 기법은 평균과 표준편차 예측의 정

확도와 우수한 계산효율을 가지고 있어 강건설계

에 활용도가 높음을 알 수 있었다. 

가우스구적법을 이용한 강건최적화의 기법을 위

상최적화에 도입하여 성공적으로 강건위상최적설

계를 수행하였다. 구조물에 가해지는 하중의 크기 

및 분포의 불확실성을 랜덤필드(Random Field)로 

모사하여 설계에 반영하여 실제 찾아진 설계가 성

능 및 강건성에서 결정론적인 최적화의 해보다 우

수함을 보였다. 향후 보다 다양한 종류의 불확실

성을 고려한 강건위상최적화에 대한 연구가 이루

어질 것이다.  
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