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ABSTRACT

A new formulation of NDIF method to the algebraic eigenvalue problem is introduced to efficiently 
extract natural frequencies of arbitrarily shaped plates with the simply supported boundary condition. NDIF 
method, which was developed by the authors for the free vibration analysis of arbitrarily shaped 
membranes and plates, has the feature that it yields highly accurate natural frequencies compared with 
other analytical methods or numerical methods(FEM and BEM). However, NDIF method has the weak 
point that it needs the inefficient procedure of searching natural frequencies by plotting the values of the 
determinant of a system matrix in the frequency range of interest. A new formulation of NDIF method 
developed in the paper doesn’t require the above inefficient procedure and natural frequencies can be 
efficiently obtained by solving the typical algebraic eigenvalue problem. Finally, the validity of the 
proposed method is shown in several case studies, which indicate that natural frequencies by the proposed 
method are very accurate compared to other exact, analytical, or numerical methods. 

* 
1. 서  론

임의 형상 평판의 진동 해석을 위해 가장 일반적

으로 사용되는 해석 기법인 유한요소법(1)과 경계요

소법(2)은 해석 대상물의 내부 영역 또는 경계를 여

러 개의 요소로 분할한 후 노드와 노드 사이의 변

위를 보간 함수로 근사화시키는 방법을 이용한다. 
그러나 이들 보간 함수들이 해석 대상 물체의 운동 
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지배 방정식을 만족하지 않는 단점으로 인해, 유한

요소법과 경계요소법은 해의 정밀도 확보에 있어서 

한계를 가지며 많은 수치 계산량을 필요로 하는 단

점을 가지고 있다.
상기와 같은 유한요소법과 경계요소법의 정밀도 

한계 및 수치 계산량 증가 문제를 극복하기 위한 

새로운 해석 기법으로, 저자는 NDIF법(method of 
non-dimensional dynamic influence function)을 

1999년 처음으로 개발/소개 하였다(3). NDIF법은 임

의 형상 구조물의 고정밀도 고유진동수 및 고유 모

드를 적은 수치 계산량으로 정확하게 추출할 수 있

는 자유 진동 해석 기법으로, 지난 10년간 임의 형
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상 멤브레인(3,4), 임의 형상 음향 공동(5), 다양한 경

계조건을 가진 임의 형상 평판(6,7,9,13~15)에 대한 

NDIF법 이론 정식화가 저자에 의해 성공적으로 이

루어졌다. 이와 더불어 저자는 NDIF법을 응용/확장

하여 비균일 물성치와 비대칭 형상을 가진 멤브레

인(8,10,11,16), 임의 다각형 형상 평판(12)에 대한 고정

밀도 자유 진동 해석 기법도 개발/완료하였다.
NDIF법의 가장 큰 특징은 경계요소법과 마찬가

지로 해석 대상 물체의 경계만을 이산화하나, 노드

와 노드 사이에는 어떠한 보간 함수도 사용치 않는

다는 것이다(3). 대신에 전체 노드들 사이의 변위 상

관 관계를 정의하기 위해, 지배방정식을 정확히 만

족하는 NDIF를 사용한다(3). 이러한 방법에 의해 유

한요소법이나 경계요소법에 비해 수치 계산량을 최

소화하고 고정밀도 계산 결과를 도출하는 것이 

NDIF법의 중요한 특징이자 장점이다.
그러나, NDIF법은 유한요소법이나 경계요소법과

는 달리 최종 시스템 행렬식이 식 (1)과 같이 시스

템 행렬 SM이 주파수 파라미터(Λ)에 독립적인 대

수 고유치 문제(algebraic eigenvalue problem)로 정

식화(1,2,17,18)가 되지 않는 단점을 가진다.

vvSM Λ= , v : 고유벡터 (1)

왜냐하면, NDIF법에서 정의되는 NDIF가 주파수 

파라미터 종속 함수이기 때문에, 주파수 파라미터가 

독립적으로(explicitly) 시스템 행렬 밖으로 분리가 

되지 않아서 시스템 행렬 성분들이 주파수 파라미

터의 함수가 되어 식 (2)와 같은 최종 시스템 행렬

식이 구성되게 된다(3,14). 즉, 대수 고유치 문제로 정

식화가 되지 않게 된다.

0)( =Λ vSM (2)

결과적으로 NDIF법의 최종 시스템 행렬식 식 (2)
에서 고유치를 추출하기 위해서는 주파수 파라미터

를 증가시키면서(sweeping) 시스템 행렬의 판별식  

)](det[ ΛSM 가 극소가 되는(즉, 시스템 행렬이 특이

치를 갖는) 주파수 파라미터 값을 일일이 찾아야 

하는 비효율적인 과정이 필요하다. 반면에 유한요소

법이나 경계요소법의 경우, 최종 시스템 행렬식이 

식 (1)과 같은 대수 고유치 문제로 정식화가 되기 

때문에 범용 고유치 문제 솔버(solver)에 의해 원하

는 주파수 범위 내에서 원하는 개수의 고유치를 일

시에 구할 수 있는 장점을 가진다. 
상술한 바와 같이, NDIF법이 유한요소법이나 경

계요소법에 비해 적은 수치 계산량으로도 고정밀도 

고유치 해석 결과를 제공하는 장점이 있으나, 아직

까지 유한요소법이나 경계요소법에 비해 범용/상용

으로 이용되지 않는 이유는 최종 시스템 행렬식이 

대수 고유치 문제로 정식화가 되지 않는 단점이 있

기 때문이다. 이 논문에서는 이러한 NDIF법의 단점

을 해결하기 위해 NDIF법의 대수 고유치 문제로의 

정식화 기법을 개발하고자 한다.

2. 이론 정식화

2.1 지배방정식과 경계조건
단순지지 경계조건을 가진 평판은 고정 경계

(fixed edges)를 가진 멤브레인과 유사성(analogy)을 

가지기 때문에, 평판의 자유 진동 지배방정식은 식

(3)과 같이 멤브레인 지배방정식(헬름홀츠 방정식)
으로 대체될 수 있다(19,20).

022 =Λ+∇ WW (3)

여기서 W는 평판의 진동변위를 나타낸다.
식 (3)에 고정 경계 조건(변위가 0인 조건),

0=ΓW , Γ : 경계 (4)

를 적용하는 방법에 의해 구해진 고유치 iΛ 를 식

(5)에 적용하여 최종적으로 평판의 고유진동수 fi를 

구할 수 있다(19,20).

s

i
i

Df
ρπ2

2Λ
= (5)

여기서 는 평판의 면밀도, )1(12/ 23 ν−= EhD 는 

평판의 강성(flexural rigidity)을 뜻한다.

2.2 NDIF법(3)

Fig. 1은 이 논문에서의 해석 대상인 단순지지 경

계조건을 가진 임의 형상 평판을 보여준다. NDIF법

에서는 Fig. 1에서와 같이 해석 대상 평판의 경계  

Γ는 N개의 노드들로 이산화된다. 그리고 위치 벡

터 r로 표시된 평판 내부의 임의의 한 점 P에서의 

진동 변위는 다음과 같이 무차원 동영향 함수들의 
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선형 결합으로 가정된다(3). 

( )∑
=

−Λ=
N

k
kk JAW

1
0)( rrr (6)

여기서 J0는 각각 제1종 0차 베셀 함수(Bessel 
function)를 나타내며, Ak는 미지 상수이다. 그리고  

rk는 Fig. 1에서 알 수 있듯이 평판 경계에 위치한 

노드 Pk에 대한 위치 벡터를 뜻한다. 참고로 식 (6)
은 지배방정식 식 (3)을 정확히 만족한다.

가정된 자유진동 해 식 (6)이 평판의 경계에 위치

한 노드들 위에서 주어진 경계 조건을 만족하도록 

하기 위해, 경계 조건 식 (4)를 다음과 같이 이산화

된 경계 조건으로 재정의 한다.

0)( =iW r , Ni ,,2,1 L= (7)

여기서 )( ir 는 Fig. 1에서 알 수 있듯이 평판의 경계

에 놓인 노드 Pi에 대한 위치벡터를 뜻한다.
다음으로 이산 경계조건 식 (7)을 가정 진동 변위 

식 (6)에 대입하고, 일련의 과정(3)을 거치게 되면 다

음과 같은 시스템 행렬식을 얻을 수 있다.

0ASM =Λ)( . (8)

최종적으로 평판의 고유치는 식 (8)에서 주어진 

시스템 행렬 )(ΛSM 의 판별식의 해, 즉 식 (9)의 해

로부터 구해질 수 있다.

[ ] 0)(det =ΛSM . (9)

Fig. 1 Arbitrarily shaped plate discretized with boun-
dary nodes NP,,P,P 21 L .

서론부에서 언급한 바와 같이 식 (9)의 해를 찾기 

위해서는, 관심 주파수 범위에서 주파수 파라미터  

Λ 을 증가시키면서 [ ])(det ΛSM 의 함수 값을 그래프

로 그린 후, 그래프에서 극소가 되는 점을 일일이 

찾아야 하는 비효율성이 존재한다.

2.3 대수 고유치 문제로의 정식화
위에서 언급한 NDIF법의 단점(비효율성)을 극복

하기 위해 이 절에서는 NDIF법에 대한 대수 고유

치 문제로의 정식화가 수행된다. 이를 위해 식 (6)에 

포함되어 있는 베셀 함수는 다음과 같이 테일러 시

리즈 전개(Taylor series expansion)에 의해 근사화 

된다(21).

∑

∑

=

=

Λ=

+Γ
Λ−

≈−Λ

M

j
kj

j

M

j

j
k

j

k

R

j
RJ

0

2

0
2

2

0

)(                     

)]1([
)2/()1()(

φ

rr
, (10)

여기서 kR 와 )( kj Rφ 는 다음과 같다.

kkR rr −= , (11)

2

2

)]1([
)2/()1()(

+Γ
−

=
j
RR

j
k

j

kjφ . (12)

식 (10)을 진동해 식 (6)에 대입한 후 정리하면 다

음과 같이 된다.

∑ ∑

∑ ∑

= =

= =

Λ=

Λ=

M

j

N

k
kjk

j

N

k

M

j
kj

j
kk

RA

RARW

0 1

2

1 0

2

)(          

)()(

φ

φ

. (13)

다음으로 경계조건 식 (7)을 식 (13)에 적용하면 

다음 식을 얻을 수 있다.

Ni

RARW
M

j

N

k
ikjk

j
ik

,,2,1                   

0)()(
0 1

2

L=

=Λ=∑ ∑
= =

φ
, (14)

여기서

kikR rr −= . (15)
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식 (14)를 주파수 파라미터 Λ에 대한 다항식(poly-
nomial equation)의 형태로 다음과 같이 재작성한다.

0)(                                         

)()()(

1

1
2

2

1
1

1
0

=+

+++

∑

∑∑∑

=

===

N

k
ikMk

M

N

k
ikk

N

k
ikk

N

k
ikk

rA

rArArA

φλ

φλφλφ

L

,  

Ni ,,2,1 L= ,

(16)

여기서 

2Λ=λ . (17)

다음으로 식 (16)을 행렬식의 형태로 다시 적으면 

다음과 같이 고차 다항 고유치 문제(higher order 
polynomial eigenvalue problem)(22)로 표현될 수 있다.

0AΦAΦMAΦAΦ =++++ M
Mλλλ L2

2
10 (18)

여기서 행렬 jΦ 의 i번째 행과 k번째 열에 위치한 

성분은 다음과 같이 구해진다. 

2

2

)]1([
)2/()1()(),(

+Γ
−

==
j
rrki

j
ik

j

ikjj φΦ . (19)

이제, 식 (18)을 다음과 같이 재작성하는 방법에 

의해 선형화시킨다(22).

BSMBSM RL λ= , (20)

여기서 시스템 행렬 LSM 과 RSM  그리고 미지 벡

터 B는 다음과 같다.

⎥
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⎥
⎥
⎥
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−1210 M
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(22)

{ }TMTTT AAAAB 12 −= λλλ L . (23)

마지막으로 식 (20)은 다음과 같이 변경된다.

BBSMSM λ=−
LR

1 (24)

식 (24)를 다시 작성하면, 최종 시스템 행렬식은 

다음과 같이 대수 고유치 문제로 정식화된다.

BBSM λ= , (25)

여기서 

LR SMSMSM 1_= . (26)

서론부에서 기언급한 바와 같이, 최종 시스템 행

렬식 식 (25)에 포함된 시스템 행렬 SM은 주파수 파

라미터의 함수가 아니며, 그 성분은 모두 상수로 구

성되어있다. 평판의 고유진동수는 식 (25)를 Matlab과 
같은 일반적인 대수 고유치 문제 솔버(solver)를 이

용해 푸는 방법에 의해 쉽게 구해질 수 있다. 그러

나 대수 고유치 문제로 정식화하는 과정에서 시스

템 행렬의 크기가 NM×NM으로 증가되는 단점은 

존재한다. (참고로 기존 NDIF법에 의해 구해지는 

시스템 행렬의 크기는 N×N이다.) 
한편 시스템 행렬의 크기가 NM×NM이기 때문에 

식 (25)로부터 NM개의 고유치가 구해지게 되며, 구

해진 고유치가 원래의 고차 다항식(식 (18))을 만족하

는지 확인하는 과정을 통해 잉여고유치(spurious 
eigenvalues)를 제거할 수 있다.

현재 저자는 상기와 같은 불편함을 제거하기 위

한 방안으로 시스템 행렬식으로부터 진짜 고유치

(real eigenvalues)를 바로 얻을 수 있도록 하기 위

하여, Ruhe(23)와 Davis(24)의 방법을 이 논문에 적용

하는 방안을 연구 중에 있다. 

3. 검증 예제

이 논문에서 대수 고유치 문제로 새로이 정식화된 

NDIF법의 정확성을 검증하기 위해, 두 가지 형상의 

평판에 대해 이 논문에서 개발한 기법을 적용하였다. 
두 예제에서는 두께(h)가 0.005 m, 영률(E)이 210
GPa, 푸아송 비(v)가 0.3, 밀도()가 7800 kg/m3인 
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물성치를 가진 평판이 사용되었다. 

3.1 직사각형 평판
이 예제에서는 Fig. 2와 같이 가로 길이가 1.2 m, 

세로 길이가 0.9 m인 직사각형 평판을 24개의 노드

로 이산화하여 고유치 해석이 이루어졌다. 참고로 

이 예제에서 고려하고 있는 단순지지 경계단을 가

진 직사각형 평판은 엄밀해를 가지므로 해석 결과

는 이들 엄밀해와 비교되었다.
Table 1은 이 논문에서 개발한 방법(MNDIF me-

thod, modified NDIF method), 기존의 NDIF법, 
FEM(NASTRAN), 엄밀해 방법(exact method(19))에 

의해 구해진 고유진동수 결과를 보여준다. 그리고 표

에서 고유진동수값 바로 밑에 괄호로 표시된 값은

Fig. 2 Rectangular plate discretized by 24 nodes

Table 1 Natural frequency fi(Hz) of the rectangular 
plate(parenthesized values denote errors(%) 
with respect to the values by the exact 
method)

fi

MNDIF
method
(M=30)

NDIF 
method FEM

(1089 nodes)
Exact 

method(19)

24 nodes
1
 

23.79 
(0.00)

23.79
(0.00)

23.81
(0.08)

23.79
 

2
 

49.47
(0.02) 

49.48
(0.00)

49.60
(0.24)

49.48
 

3
 

69.44 
(0.03)

69.46
(0.00)

69.67
(0.30)

69.46
 

4
 

92.29
(0.01) 

92.30
(0.00)

92.87
(0.62)

92.30
 

5
 

95.21
 (0.05)

95.16
(0.00)

95.46
(0.32)

95.16
 

6
 

138.00 
(0.01)

137.98
(0.00)

138.73
(0.54)

137.98
 

7
 

145.53
(0.04) 

145.59
(0.00)

146.59
(0.69)

145.59
 

8
 

152.29
(0.03) 

152.26
(0.00)

154.03
(1.17)

152.25
 

엄밀해(exact method에 의한 해석 결과)에 대한 오

차를 보여준다. 표에서 단지 24개의 노드를 사용한 

MNDIF법 결과를 엄밀해와 비교해보면 오차가 

0.05 % 이내로 이 논문에서 제안하는 방법(MNDIF 
법)이 아주 정확함을 확인할 수 있다. 

반면에 1089개의 많은 노드를 사용한 FEM 결과

는 단지 24개의 노드를 사용한 MNDIF법 결과에 

비해 상대적으로 큰 오차를 가짐을 확인할 수 있다.  
그리고 NDIF법이 MNDIF법에 비해 정확한 것으로 

확인되는데, 이는 MNDIF법이 식 (10)에서 베셀 함

수를 시리즈 함수로 근사화하는 과정을 이용하기 

때문이다.

3.2 임의 형상 평판
이 예제에서는 Fig. 3에서와 같은 임의 사각형 

Fig. 3 Arbitrarily shaped plate discretized by 22 nodes

Table 2 Natural frequency fi(Hz) of the arbitrarily 
shaped plate(parenthesized values denote 
errors(%) with respect to the values by 
NDIF method)

fi

MNDIF
method
(M=30)

NDIF 
method FEM

22 nodes 1812 
nodes

1060 
nodes

438 
nodes

1
 

4.513
(0.36)

4.497
 

4.410
(1.93)

4.410
 

4.410
 

2
 

10.40
(0.10)

10.39
 

10.24
(1.44)

10.24
 

10.17
 

3
 

11.89
(0.17)

11.87
 

11.71
(1.35)

11.71
 

11.64
 

4
 

18.02
(0.00)

18.02
 

17.83
(1.05)

17.73
 

17.55
 

5
 

20.06
(0.05)

20.07
 

19.75
(1.59)

19.65
 

19.65
 

6
 

23.72
(0.04)

23.73
 

23.36
(1.56)

23.36
 

23.25
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평판에 대해 이 연구에서 제안한 방법을 적용하였

으며, NDIF법 및 MNDIF법을 적용하기 위하여 평

판의 경계는 그림과 같이 22개의 노드들로 이산화

되었다.
Table 2는 MNDIF법, NDIF법 및 FEM(NASTRAN)

에 의해 구해진 고유진동수 결과들을 보여준다. 그

리고 고유진동수 하단에 있는 괄호 속의 값들은 

NDIF법에 대한 오차를 보여준다. 표에서 확인할 수 

있듯이, 이 논문에서 제시된 MNDIF법은 기존의 

NDIF법과 비교해볼 때 오차가 0.5 % 이내로 매우 

정확한 해석 결과를 제공함을 알 수 있다. 반면에 

FEM은 MNDIF법에 비해 상대적으로 큰 오차를 보

여주고 있음이 확인된다. 참고로 NDIF법은 정밀도

는 FEM 보다 훨씬 더 우수한 것으로 기존의 저자 

연구(3~7)에서 증명되었기 때문에, Table 2에서 오차

의 기준 값으로 NDIF법에 의해 구해진 고유진동수

를 이용하였다.

4. 결  론

이 논문에서는 단순 지지 경계조건을 가진 임의 

형상 평판의 고유진동수를 효율적으로 구하기 위한 

방안으로, 기존의 NDIF법을 대수 고유치 문제로 정

식화하는 방법(MNDIF법)이 성공적으로 개발되었다. 
개발된 MNDIF법은 기존의 NDIF법에 비해 매우 

효율적으로 평판의 고유진동수를 제공함이 보여졌

다. 더 나아가 MNDIF법에 의해 구해진 결과는 기

존의 NDIF법 결과에 비해 거의 오차가 없을 뿐만 

아니라, FEM에 비해 매우 정확한 고유진동수를 제

공함이 두 가지 예제를 통해 검증되었다.
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