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ABSTRACT

Starting from the rotating beam finite element in which the interpolating shape functions satisfy the 
governing static homogeneous differential equation of Euler-Bernoulli rotating beams, we derived new 
shape functions that satisfy the governing differential equation which contains the terms of hub radius and 
setting angle. The shape functions are rational functions which depend on hub radius, setting angle, 
rotational speed and element position. Numerical results for uniform and tapered cantilever beams with and 
without hub radius and setting angle are compared with the available results. It is shown that the present 
element offers an accurate method for solving the free vibration problems of rotating beams. 
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 : 보의 변형에너지

 : 횡방향 변위

′″ ⅳ : 에 관한 의 1차, 2차, 4차 도함수 

 ,  : 시간()에 관한 의 1차, 2차 도함수

 : 무차원 회전속도( 
 )

 : 회전축에 대한 보의 설치각

 : 보의 회전속도

1. 서  론

회전하는 보는 윈드 터빈이나 가스 터빈의 블레이

드, 비행체의 프로펠러, 헬리콥터의 로터 등에서 볼 

수 있는 중요한 기계구조요소이다. 헬리콥터 로터와 

같이 가늘고 긴 구조물은 오일러-베르누이 보(Euler-
Bernoulli beam)로 모델링할 수 있는데, 로터가 고속

으로 회전할 때의 고유진동수와 고유진동형과 같은 

보의 진동특성값을 정확히 예측할 필요가 있다. 회전

하는 보의 진동에 관한 운동방정식은 그 이론해를 
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정확히 구할 수 없기 때문에 여러 가지의 근사해법

을 사용하고 있다. 근사해법으로는 미분방정식의 급

수해(series solution)을 구하기 위한 Frobenius 법(1)을 
사용하거나, 동적강성법(dynamic stiffness method)(2)을 
사용, 또는 유한요소법(3~9)을 사용하여 회전하는 보

의 고유진동수를 구하고 있다.
최근의 유한요소법을 이용한 해석에서는 정확한 해

를 구하기 위해 지배미분방정식의 정적 부분(static 
part)을 만족하도록 형상함수를 선택하는 방법이 제안

되었다(6). 이러한 방법에서 형상함수는 요소의 길이뿐

만 아니라 보의 길이, 요소의 위치 등의 함수가 된다.
좀더 최근에는 허미시안(Hermitian) 형상함수를 

수정하여 회전하는 오일러-베르누이 보에 적용하는 

방법이 제안되었다. 일반적으로 허미시안 형상함수

는 회전하지 않는 오일러-베르누이 보에 사용되고 

있다. 이 형상함수는 회전하지 않는 보의 지배방정식

의 정적 부분의 제차미분방정식(homogeneous diffe-
rential equation)을 만족시키는 3차 다항식이어서 

정확도가 높은 근사해를 준다. Gunda와 Ganguli(7)

는 회전하는 보의 지배방정식의 정적 부분을 만족

시키도록 허미시안 형상함수를 수정하여 유한요소

법에 적용함으로써 해의 정확도와 수렴도를 향상시

켰다. 그러나 그들의 형상함수는 허브의 반경(hub 
radius)이 영인 경우 그리고 회전축에 대한 보의 설

치각(setting angle)이 영인 경우에 한정하였다.
이 연구에서는 허브의 반경이 영이 아닌 경우뿐

만 아니라 회전축에 대한 보의 설치각이 영이 아닌 

오일러-베르누이 보의 운동방정식을 유도하고, 이 

운동방정식의 정적부분의 제차미분방정식을 만족시

키는 새로운 형상함수를 유도하였다. 새로운 형상함

수를 사용하여 얻은 수치해를 다른 연구자들에 의

해 발표되어 있는 몇 가지 예에 적용하여 수치해의 

정확도를 비교 검토하였다.

2. 지배방정식과 형상함수

2.1 지배방정식의 유도
(1) 변형에너지

Fig. 1과 같이 회전하는 보는 임의의 위치 의 

단면에서 다음과 같은 원심력을 받는다.

 




 (1)

이때, 축방향의 힘, 에 의한 축방향의 변위

를 라 하면 다음의 관계가 성립한다.

′ 


 (2)

Fig. 2의 미소 보요소의 길이 의 변형을 고려




 




 










 


 



Fig. 1 Configuration of a tapered beam mounted on 
a rotating hub; coordinate system

Fig. 2 Configurations of a beam before and after 
deformation;  is displaced to ′′  after 
bending deformation
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하면, 보의 축방향 변형률은 다음과 같이 표현된다.

 

′′

  ′″  ′   (3)

 ≈′″ 

′ 

따라서 보의 변형에너지는 다음과 같다(8).

 








 


  







″  (4)

      







′ 

여기서 은 다음과 같이 표현되는 상수이다.

 









  
















(5)

(2) 운동에너지

위치 에 있는 임의의 미소 보요소의 도심에서, 
병진운동의 속도성분들은 다음과 같다.

  sin , (6)

   (7)

 cos (8)

따라서 오일러-베르누이 보의 운동에너지는 다음

과 같다.

  






   

  

sin





 (9)

     








여기서 는 다음과 같은 상수이다.

  

cos








   

cos


















(10)

(3) 운동방정식

식 (4)와 식 (9)를 이용하여 다음의 해밀톤의 원리

(Hamilton‘s principle)를 적용하면, 





  (11)

다음과 같은 회전하는 보의 운동방정식을 얻는다.

″ ″ ′′
sin   (12)

식 (12)의 정적 부분의 제차미분방정식은 다음과 

같다.

″″ ′′sin  
(13)

단면이 균일한 보에 대해  ,  
의 상수이므로, 식 (13)은 다음과 같이 표현된다.

ⅳ″ ′′sin  
(14)

그런데 식 (1)의 원심력 는 

   (15)

와 같이 표현되므로 

′  (16)

이다.
식 (15)와 식 (16)을 식 (14)에 대입하면 다음과 

같은 단면이 균일한 보의 운동방정식을 얻는다.

ⅳ ″
           ′sin  

(17)

식 (17)의 양변을 로 나누고 정리하면 다음과 

같다.
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ⅳ

 ″

               ′  
(18)

여기서 ,  , sin이다.

2.2 형상함수의 유도

Fig. 3에서와 같이 번째 요소에서 요소좌표계( )
와 전체좌표계() 사이의 관계는 다음과 같다.

   (19)

여기서  




이다.

요소좌표계를 이용하여 식 (18)을 다시 정리하면 

다음과 같다.









 

       





(20)

     



 

여기서  로서 번째 요소의 평균값이다.

(1) 전통적인 허미시안 형상함수

(즉, )일 때, 식 (20)은 다음과 같이 된다.






  (21)

위 식은 회전하지 않는 오일러-베르누이 보의 지

배방정식으로 다음과 같은 3차 다항식을 일반해로

Fig. 3 Rotating tapered beam element geometry

갖는다.

  







 (22)

이 식에 다음과 같은 요소의 경계조건들을 적용

하여

  


 

   


  

(23)

식 (22)의 계수   을 결정하면 다음

과 같은 형상함수를 구할 수 있다.

     (24)

여기서    는 전통적인 허미시안 형상

함수(Hermitian shape function)로서 다음과 같다.

  






  






  






  






(25)

(2) 새로운 형상함수

≠일 때, 식 (20)의 해를 다음과 같이 4차 다

항식으로 가정하여

   









 (26)

식 (26)이 식 (20)과 요소의 경계조건식 (23)을 만

족시키도록 계수       를 결정하면 다

음과 같은 유리함수형태의 새로운 형상함수 

  를 얻는다.

     (27)

여기서 

 


 ,   


 ,

 


 ,   



(28)



회전하는 보의 유한요소해석을 위한 유리형상함수의 확장

한국소음진동공학회논문집/제 19 권 제 6 호, 2009년/595

이고,    와 는 다음과 같다.

   

 



  


 



  


  

  
(29)
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(32)

  

 



  


  


   





(33)

위의 새로운 형상함수에서 ≠이고 동시에 

,   이면 이 형상함수는 참고문헌 (7)의 형

상함수와 동일하게 된다. 또한 이면 새로운 

형상함수는 식 (25)의 전통적인 허미시안 형상함수

로 된다.

3. 유한요소 수식화

-번째 요소에 식 (11)의 Hamilton의 원리를 적

용하면 다음의 유한요소 운동방정식을 얻는다.

 sin  
(34)

여기서

  





  (35)

  




 ″   ″ 

         




  ′   ′ 
(36)
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1st mode 2nd mode 3rd mode

New shape function Reference [3] New shape function Reference [3] New shape function Reference [3]

0 3.5160155 3.5160153 22.034538 22.034492 61.698224 61.697214

2 4.1373199 4.1373196 22.614972 22.614922 62.274223 62.273184

10 11.202334 11.202328 33.640533 33.640366 74.651097 74.649295

Table 1 Comparison of first, second and third mode frequency of a uniform cantilever beam ( , 
   )


1st mode 2nd mode 3rd mode

New shape function Reference [4] New shape function Reference [4] New shape function Reference [4]

0 3.5160 3.516 22.0345 22.036 61.6982 -

2 4.4005 4.401 23.2803 22.282 63.0369 -

10 13.2578 13.261 43.2269 43.237 88.5968 -

Table 4 Comparison of first, second and third mode frequency of a uniform cantilever beam ( , 
   )


1st mode 2nd mode 3rd mode

New shape function Reference [4] New shape function Reference [4] New shape function Reference [4]

0 3.5160 3.516 22.0345 22.036 61.698 -

2 3.6218 3.622 22.5264 22.528 62.242 -

10 5.0490 5.050 32.1198 32.123 73.978 -

Table 3 Comparison of first, second and third mode frequency of a uniform cantilever beam ( , 
   )


1st mode 2nd mode 3rd mode

New shape function Reference [5] New shape function Reference [5] New shape function Reference [5]

0 3.8238 3.8238 18.3173 18.3173 47.2656 47.2648

2 4.4368 4.4368 18.9366 18.9366 47.8724 47.8716

10 11.5015 11.5015 30.1828 30.1827 60.5651 60.5639

Table 2 Comparison of first, second and third mode frequency of a tapered cantilever beam ( , 
   ) 

 ′  



  ″  





(41)

따라서 전체방정식은 다음과 같은 형태가 된다.

sin  (42)

위의 전체방정식 (41)에 를 대입하

면 다음과 같은 고유값 문제(eigenvalue problem)로 

된다.

  sin  (43)

4. 수치실험 및 검토

4.1    인 균일 보(uniform beam)

보의 길이가   ,   (여기서  )

인 단면이 균일한 보(이 경우,  ,  

로 일정)에 대하여, 요소 20개를 사용하여 모델

링하고 새로운 형상함수를 적용하여 얻은 수치해를 

기존에 발표되어 있는 수치해와 함께 Table 1에 비

교 정리하였다. 
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4.2    인 테이퍼 보(tapered beam)
보의 길이가   ,  ,  

 ,  
인 오일러-베르누이 보

에 대하여, 요소 20개를 사용하여 모델링하고 새로

운 형상함수를 적용하여 얻은 수치해를 기존에 발

표되어 있는 수치해와 함께 Table 2에 비교 정리하

였다. 

4.3 허브 반경 및 설치각이 영이 아닌 균일 보
보의 길이가   ,   그리고 설치각이 

  인 보를 요소 20개로 모델링한 경우, 새로운 

형상함수를 사용하여 얻은 수치해를 다른 연구자의 

수치해와 함께 Table 3(   )과 Table 4
(   )에 각각 비교 정리하였다.

Tables 1 ~ 4에서 보는 바와 같이 새로운 형상함

수를 사용하여 얻은 유한요소해석 결과가 매우 정

확함을 알 수 있다.

4.4 파라미터 변화에 따른 고유진동수의 변화
  ,  이고 단면이 균일한 오일러-베

르누이 보에 대하여, 허브 반경() 및 설치각()의 

변화가 보의 고유진동수에 미치는 영향을 알아보기 

위하여 수치해석을 실시하여 그 결과들을 Fig. 4와 

Fig. 5에 각각 도시하였다. Fig. 4와 Fig. 5의 결과로

부터 다음의 사실을 확인할 수 있다. 첫째, 허브 반

경이 증가할수록 고유진동수가 증가하나 그 효과

Fig. 4 Variation of the first three frequencies of the 
rotating uniform beam with    and 
  

는 고차 모드일수록 민감하다. 둘째, 설치각()이 

클수록 고유진동수는 감소하며, 그 효과는 고차 모

드일수록 둔감하다.
또한, ,   ,   ,  이고 

  ,  
의 테이

퍼 보(tapered beam)에서 테이퍼 파라미터(taper 
parameter, )의 변화가 고유진동수에 미치는 효과

를 알아보기 위해 수치해석을 실시하고 그 결과를 

Fig. 6에 도시하였다. Fig. 6의 2차 및 3차 모드에서

는 테이퍼 파라미터()가 증가할수록 고유진동수가 

Fig. 5 Variation of the first three frequencies of the 
rotating uniform beam with  and   

Fig. 6 Variation of the first three frequencies of the 
rotating tapered beam with  and   
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Fig. 7 Variation of the fundamental frequency of the 
rotating tapered beam with  and   

감소함을 알 수 있다. 그러나 Fig. 7(Fig. 6의 첫 번

째 모드를 확대하여 다시 그린 그림)에서 보인 바

와 같이, 첫 번째 모드에서는 가 증가할수록 고유

진동수도 증가함을 알 수 있다. 이러한 경향은 참고

문헌 (4)의 결과와 일치한다.
Figs. 4~6을 전체적으로 보면, 무차원 회전속도

()가 증가할수록 고유진동수는 증가한다. 이는 회

전속도가 증가함에 따라 원심력에 의해 보의 강성

이 증가하기 때문이다. 

5. 결  론

이 연구에서는, 회전하는 허브에 부착되어 있는 

블레이드를 오일러-베르누이 보로 가정하여, 허브 

반경 및 설치각이 영이 아닌 보의 운동방정식과 유

한요소 방정식을 유도하였다. 그리고 이 운동방정식

의 정적 부분의 제차미분방정식을 만족하는 새로운 

형상함수를 유도하였다, 이 형상함수는 유리함수의 

형태로서 요소의 길이, 회전속도, 요소의 위치, 허브 

반경, 블레이드의 설치각 등의 함수이다. 이 형상함

수는 회전속도, 허브 반경, 설치각이 영일 경우, 전

통적인 허미시안 형상함수로 된다. 그러므로 이 요

소는 전통적인 유한요소법에서 사용하는 형상함수

를 확장한 경우로서 기존의 유한요소 프로그램에 

쉽게 적용할 수 있는 장점이 있다.
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