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요  지

본 연구 논문에서는 요소 연결 매개법(Element Connectivity Parameterization Method)을 이용하여 선형 구조물의 동적 

컴플라이언스(Dynamic compliance)를 최소화하는 위상을 설계하는 기법을 연구한다. 기존의 밀도를 기반으로 한 위상최적

화기법은 각 유한 요소의 탄성계수를 각 요소에 정의되어 있는 설계변수(Design Variable)를 이용하여 위상최적화를 수행

한다. 이 방법은 현재까지 많은 선형구조문제에 적용되었지만 비선형 문제와 멀티피직스 시스템에서 수치적인 문제점이 보

고되었다. 이런 문제점을 근본적으로 해결하기 위하여 최근에 요소 연결 매개법(Element Connectivity Parameterization 

Method)이란 새로운 최적화 기법이 개발되었다. 이 새로운 설계 방법은 요소의 강성을 설계하는 것이 아니라 요소의 연결

성을 설계하는 기법으로 이를 이용하여 비선형 구조물이나 멀티피직스 시스템의 위상최적화를 효과적으로 수행할 수 있다. 

하지만, 아직까지 질량 행렬의 정의에 대한 모호함으로 인하여 동적인 구조물의 최적화에 대한 연구가 많이 이루어지지 않

았다. 이런 문제점을 해결하기 위하여 요소 연결 매개법에서 질량행렬을 정의하는 방법을 연구하며, 이를 이용하여 선형 

구조물의 동적 컴플라이언스(Dynamic Compliance)를 고려한 위상최적화 문제에 적용하여 제안된 방법을 검증하였다.

핵심용어 : 요소 연결 매개법, 위상최적화, 동적 컴플라이언스

Abstract

This paper studies the Element Connectivity Parameterization Method(ECP method) for topology optimization considering 

dynamic compliance. The previous element density based topology optimization method interpolates Young's modulus with respect 

to design variables defined in each element for topology optimization. Despite its various applications, these element density based 

methods suffer from numerical instabilities for nonlinear structure and multiphysics systems. To resolve these instabilities, recently 

a new numerical method called the Element Connectivity Parameterization(ECP) Method was proposed. Unlike the existing design 

methods, the ECP method optimizes the connectivities among plane or solid elements and it shows some advantages in topology 

optimization for both nonlinear structure and multiphysics systems. In this study, the method was expanded for topology 

optimization for the dynamic compliance by developing a way to model the mass matrix in the framework of the ECP method. 

Keywords : element connectivity parameterization method, topology optimization, dynamic compliance
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1. 서    론1)

위상최적화(Topology optimization)는 구조물의 설계 영

역(Design domain)에 주어진 제한 조건(Constraint)를 

만족시키며 목적함수(Objective function)을 최대화하거나 

최소화하는 최적의 위상(Topology, layout)을 가지는 구조
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를 수치적인 방법을 통하여 구하는 구조 최적화(Structural 

optimization)기법 중의 하나이다.2)이 위상최적화 설계

(Topology optimization)는 1980년도 후반에 Bendsoe와 

Kikuchi가 제안한 후에 음향-구조, 전기-구조 연성, 자기장 

문제 등 여러 가지 물리계와 최적화문제에 적용되어 왔다

(Bendsoe 등, 2003; Yoon 등, 2007; 2008; Choi 등, 

∙이 논문에 대한 토론을 2009년 8월 31일까지 본 학회에 보내주시

면 2009년 10월호에 그 결과를 게재하겠습니다.
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(a) 문제 정의 (b) 치수 최적화

(size optimization)

Shape Optimization Topology OptimizationShape Optimization Topology Optimization

(c) 형상 최적화 (d) 위상최적화

(shape optimization) (topology optimization)

그림 1 구조 최적화
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그림 2 SIMP방법과 ECP방법의 비교

2008; Yoon, 2009). 이 위상최적 설계는 기존의 구조최적

화 방법인 치수최적화(Size optimization)나 형상최적

화(Shape optimization)와 대비하여 초기 위상(Initial 

topology)이 필요하지 않으며 치수와 형상최적화와 비교하여 

더 뛰어난 성능을 가지는 위상을 설계할 수 있다는 강점이 

있다. 예를 들어 아래 그림 1(a)와 같은 경계조건과 하중이 

존재할 때 그림 1(b, c)와 같이 설계 영역의 한계가 있는 기

존의 치수최적화나 형상최적화와 다르게 위상최적화는 그림 

1(d)에서 볼 수 있듯이 초기 위상과는 많이 다른 구조물을 

얻을 수 있다. 이 위상최적화를 수행하기 위하여 설계변수

(Design variable)를 매개화하는 방법에는 크게 두 가지 방

법이 있는데 대표적인 방법으로 균질화법을 이용한 위상최적

화(Homogenization method based topology optimization)

기법이고 나머지는 가상재료를 이용한 위상최적화 기법

(Artificial material method, Solid Isotropic Material 

with Penalization(SIMP))이 있다(Bendsoe 등, 2003; 

Choi 등, 2008). 또한 최근에는 레벨셋 기반의 최적설계 또

한 연구되고 있다(김민근 등, 2008; 하승현 등, 2007).

기존의 위상최적화 기법은 선형 구조물에 많이 연구되고 이

용되어 왔다. 하지만 비선형 구조물과 멀티 피직스 시스템에 

적용할 때 여러 가지 문제가 발생되는 것으로 알려져 있다

(Cho 등, 2003; Yoon 등, 2005a,b; 2007; 2008; Choi 

등, 2008). 대표적인 문제점으로 구조물의 탄성계수와 비교하

여 아주 약한 강성을 가지는 부분의 요소가 비선형해석 중 외

부에서 가해지는 힘으로 인하여 찌그러지는 현상을 발생하고 

이 때문에 뉴톤랩손(Newton-Raphson)방법을 통하여 해를 

구하지 못한다는 문제점이 알려져 있다(Yoon 등, 2005a; 

Cho 등, 2003). 밀도법에서 이를 해결하기 위한 방법으로 비

선형 해석을 수행할 때 변위를 경계조건으로 해석을 하는 방법

이 제안되었다(Cho 등, 2003). 또한, 이 문제점을 근본적

으로 해결하기 위하여 그림 2에서와 같이 길이가 0인 링크를 

사용하여 요소의 연결성을 정의하는 요소 연결 매개법

(Element Connectivity Parameterization method; 

ECP method)이란 위상최적화 기법이 최근에 개발되어 비

선형 구조물의 위상최적화에 사용되고 있다(Yoon 등, 

2005a,b).

이 새로운 기법은 기존의 위상최적설계 기법과 다르게 설계 

영역을 분할하는 요소를 서로 물리적으로 분리하고 그 요소 

사이를 길이가 0인 링크(link)요소로 연결한다. 그리고 이 링

크의 강성을 변화시켜가면서 주어진 위상을 표현하는 새로운 

방법이다. 이 방법에서는 설계영역을 분할하는 요소 자체의 

강성이 변화하지 않기 때문에 각 요소의 강성을 바꾸는 기존

의 위상최적화 기법과 비교하여 요소가 찌그러지는 현상이 적

게 일어나고 강성행렬이 양정성(Positive definiteness)이 

유지되기에 비선형 구조물에서 해석이 안정되는 수치적인 이

점이 보고되었다(Yoon 등, 2005a,b). 링크와 평면 요소와의 관

계를 정의하는 방법으로 외부 요소 연결 매개법(External 

ECP method)와 내부 요소 연결 매개법(Internal ECP 

method)가 있는데 계산효율의 이점으로 이 논문에서는 내부 

요소 연결 매개법만을 사용하고 이 논문에서 요소 연결 매개

법은 내부 요소 연결 매개법을 의미한다. 

선형 구조물의 고유진동수와 동적 컴플라이언스 해석을 위

해서는 강성행렬 뿐만 아니라 질량행렬을 구해야 한다(Diaz 

등, 1992; Ma 등, 1993; Pedersen, 2000; Kim 등, 

2000; Jog, 2002). 기존의 위상최적설계 기법에서는 유한요

소 해석 이론에 의하여 강성행렬과 질량해석이 유한요소 이론
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(a) 기존의 평면 질량 행렬의 모델

(패치 안에서 국부 모드가 생성)

(b) 새롭게 제안된 패취 질량 모델

(Patch Mass Mode; 패치의 국부 모드를 해결)

그림 3 요소 연결 매개법의 질량 행렬에 관련한 모델
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(a) A straight model (b) Present Patch Mass model

그림 4 기존의 유한요소 모델과 패치 질량 모델 예제

에 의해서 자연스럽게 정의된다. 요소 연결 매개법도 위상을 

정의할 때 일차원 링크를 쓴다는 점을 제외하곤 유한요소 이

론을 이용하기 때문에 기존의 유한요소 방법과 마찬가지로 강

성행렬 구성할 수 있다. 그러나 질량행렬을 구성할 때 일차원

의 링크가 질량을 가져야 하는지 그리고 설계영역을 분할하는 

요소의 질량 행렬이 어떻게 정식화가 되어야 하는지에 관한 

부분이 명확하지 않은 문제점이 있다. 그래서 이 논문에서는 

이 주제에 대해서 연구하고 직관적으로 생각할 수 있는 방법

의 문제점을 살펴보고, 이를 해결하기 위한 새로운 방법을 제

시하였다. 또한, 이를 이용하여 선형구조물의 동적 컴플라이

언스 최소화하는 최적의 구조물을 설계하였다. 

2. 선형 구조물의 동적 컴플라이언스 해석 

2.1 요소 연결 매개법을 위한 새로운 질량 행렬의 개념

직관적으로 생각할 수 있는 질량행렬구성 방법으로 그림 

3(a)와 같이 체적이 0인 링크에는 질량이 없는 것으로 모델

링하고, 영역을 분할하는 요소에는 질량이 있다고 간주하는 

방법이 있다. 이러한 모델링 방법은 개념적으로 이해가 간단

하고 그리고 수식적으로 구현(Implementation)이 간단하

다. 하지만, 이 논문에서 여러 수치해석을 통하여 패치

(Patch)내에서 솔리드 요소와 링크 사이에 스프링과 질량시

스템에서 살펴볼 수 있는 많은 국부적 진동이 관찰되었다. 

이런 문제는 특히 링크의 강성이 약한 모든 패치 내에서 국

부적인 모드(Local Mode)를 발생시키며, 이는 저차 진동을 

고려하는 대부분의 동적 위상 최적화 문제에서 원하지 않는 

모드가 최적화되고 최적화 문제가 불안정해지는 수치적인 문

제가 발생한다(Pedersen, 2000; Yoon, 2009). 

이런 국부 모드의 문제점을 해결하기 위하여 이 논문에서

는 그림 3(b)와 같이 새로운 패치 질량 모델(Patch Mass 

Model)을 제안하였다. 이 패치 질량 모델은 다음의 특성을 

가진다(Yoon, 2009). 

특징 1. 패치 내부에 정의된 설계 변수와 선형관계가 있는 

영역을 분할하는 요소의 질량행렬을 구성함(영역을 분할하는 

요소의 강성행렬은 설계 변수와 독립적임).

특징 2. 영역을 분할하는 요소의 질량행렬을 외곽 노드

(Outer node)의 자유도(Degrees of freedom)에 어셈블

(Assemble)하는 특징이 있음. 

이 패치 질량 모델 방법은 기하 비선형 구조물의 고유 진

동수를 최적화하는 문제에 적용되어 그 장점을 보였으며, 이 

논문에서는 이 방법을 확장하여 선형 구조물의 동적 컴플라

이언스(Dynamic compliance)최소화 문제에 적용하며 그 

특성을 살펴본다(Yoon, 2009). 이 새로운 패치 질량 모델

을 사용하면 결과적으로 영역을 분할하는 요소가 질량을 가

지고 있지 않기 때문에 결과적으로 링크와 영역 분할 요소 

사이에 관찰되는 고유진동수가 무한대가 되는 수치 해를 얻

게 된다. 그럼으로 위상최적화 과정 중에 발생하는 국부 모

드로 인한 여러 가지 수치적인 문제와 최적화 과정에서 생겨

나는 문제점들을 해결할 수 있다. 

기존의 유한요소 모델과 패치 질량 모델을 수치 해석적으

로 자세히 살펴보기 위하여 그림 4에서 한 개의 요소에 대해

서 기존의 일반적인 유한요소 기법과 이 패취 질량모델을 이

용한 8개의 고유모드를 살펴보았다. 

그림 5(a)에서 볼 수 있듯이 그림 3(a)의 기존의 질량 행

렬 구성 방법을 사용하면 5번째부터 8번째의 고유 모드가 링
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1 2.463ω = 2 5.510ω =1 2.463ω = 2 5.510ω = 3 9.196ω = 4 12.082ω =3 9.196ω = 4 12.082ω =

5  628.994ω = 6 629.046ω =5  628.994ω = 6 629.046ω = 7 1089.470ω = 8 1089.479ω =7 1089.470ω = 8 1089.479ω =

(a) straight model

1 2.463ω = 2 5.510ω =1 2.463ω = 2 5.510ω = 3 9.196ω = 4 12.082ω =3 9.196ω = 4 12.082ω =

+

Four infinite frequencies 

(b) patch mass model

그림 5 한 개의 요소로 이루어진 요소 연결 매개법의 

패치에서 고유진동수 비교 

크와 패치 내부의 솔리드 요소의 관계에서 발생하는 4개의 

고유모드이다. 이 예제에서는 링크의 설계변수가 1이고, 링

크의 강성이 영역을 분할하는 요소의 강성보다 크기 때문에 

패치내부에서 발생되는 고유모드의 고유 진동수가 상대적으

로 크다. 하지만, 비 구조물을 모델링하기 위하여 작은 강성

의 링크를 사용하면 이들 모드가 저차모드가 되어 국부 모드 

문제가 심각하게 발생된다. 하지만, 그림 5(b)에서 볼 수 있

듯이 패취 질량 모델에서는 영역분할 요소의 질량(Mass)이 

0이기 때문에 고유진동수가 수치적으로 무한대에 있고, 이런 

이유로 최적화과정 중 국부 모드 문제점이 관찰되지 않는다.

2.2 동적 컴플라이언스 정식화 

동적 구조시스템의 과도응답을 구하기 위하여 질량, 댐핑, 

그리고 강성을 고려한 다음의 이산화된 구성방정식을 유한요

소법을 이용하여 수치해석을 한다(Bathe, 1996). 


  (1)

여기서, 강성행렬과 질량 행렬은 각각 와 이고, 댐핑 행

렬은 이다. 시간의 종속적인 변위와 힘은 각각 과 으

로 표현되어 진다. 일반적으로 구조물의 동적 컴플라이언스

는 조화 외력(Harmonic Force)과 이 때문에 발생하는 구

조물의 조화 변위(Harmonic Deflection)의 곱(Product)으

로 정의된다. 이를 구하기 위하여 특정한 주파수 영역에서 

다음과 같은 구성방정식으로 전개한다. 

 
, 

 (2)

 (3)

  (4)

여기서, 주파수 영역에서의 힘과 변위를 각각 와 로 표현

하였다. 그리고, 레일리(Rayleigh) 댐핑 행렬을 모델링하는

데 사용되는 질량 행렬과 강성 행렬의 계수를 각각 와 를 

사용하였다. 또한, 일정 주파수 대역에서의 동적 컴플라이언

스(Dynamic compliance)는 다음과 같이 정의할 수 있다

(Bathe, 1996; Ma 등, 1993). 

 














   

(5)

조화 외력의 크기는  이고, 변위의 실수 부분과 허수 부

분은 과 로 나타내어져 있다. 그리고 가진력과 응

답의 진동은 부터 까지 고려하였다. 수치적으로 식 (5)

의 적분을 구하기 위해서 일반적으로 균등한 샘플링 간격을 

이용한 수치 적분을 사용한다. 

2.3 요소 연결 매개법을 이용한 동적 컴플라이언스 

정식화 

2.3.1 밀도를 이용한 기존 위상최적화

요소 내부에서 정의된 밀도를 이용한 SIMP방법을 이용한 

위상최적화에서는 다음과 같이 한 개의 요소에 대하여 강성

행렬과 질량행렬을 구성하고 구성방정식을 전개한다.






 , 




  (6)

여기서, 는 요소의 개수이고, 각 요소의 강성행렬과 질량

행렬은 다음과 같이 정의된다. 여기서 밀도가 1일 때의 강성

행렬과 질량행렬은 각각 와 로 나타나 있다.

   
,   (7)




,


 (8)

변위와 스트레인 간의 행렬과 형상 함수는 각각 와 이 

구성 행렬(Constitutive matrix)는  이다. 요소의 밀도는 

이다. 각 요소의 볼륨은 로 표현되어 있다. 여기서, 

SIMP의 벌칙 계수는 이다. 

2.3.2 요소 연결 매개법을 이용한 위상최적화

SIMP방법과 달리 요소 연결 매개법에서는 링크를 이용하

여 최적화를 수행하기 때문에 다음과 같이 그림 3의 패치에 

대하여 구성방정식을 구하여야 한다. 
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
     (9)

 



 









 





(10)

여기서, 
, 

, 과 
는 레일리 댐핑(Rayleigh 

Damping)을 고려한 각 패치의 동적 행렬, 강성 행렬과 질

량 행렬을 나타내고 있다. 또한, 외곽 노드(Outer node)와 

안쪽 노드(Inner node)의 변위는 그림 3(b)와 같이 각각 

과 이다. 외곽 노드에 작용하는 외력은 이다. 

여기서, 외력은 외곽 노드에만 작용한다는 것을 가정하고 있

다. 패취 질량 모델에서의 
와 

는 다음과 같이 정

의된다. 


 




 


 

   
(11)


 




 


 

 
 (가 에 정의되어 있음) (12)

위 식에서 영역을 분할하는 요소의 강성행렬과 질량행렬은 

와 이다. 그리고, 링크의 강성을 라 할 때 행렬 

과 는 다음과 같이 정의된다. 여기서 는 식 (7)과 

(8)과 같이 일반적인 밀도를 기반으로 한 위상최적화와 동일

하게 정식화한다(Yoon 등, 2005a,b). 

   (: Identity Matrix) (13)

   (14)

     







 (15)

(단,   ×

   
)

링크의 최대 최소 강성은 각각 과 이다. 그리고 

과 는 벌칙계수(Penalty value)이다(Yoon, 2009). 여기

서 만약 패치 질량 모델을 사용하지 않고 그림 2(a)와 식 

(8)과 같이 일반적인 유한요소법에서 정의되는 모델을 사용

하면 다음과 같이 
가 정의된다. 


 




 


 


(가 에 정의되어 있음) (16)

하지만, 이 모델은 그림 5에서 볼 수 있듯이 국부 모드 문

제가 심각하다. 그림 5(a)에서는 설계 변수가 1로 링크의 강

성이 강함으로 5번째와 8번째 모드로 구성된 국부 모드가 전

역 모드보다 커지지만, 설계변수가 0으로 가까이 갈수록 5번

째와 8번째 모드의 진동수가 아주 낮아지는 국부 모드 현상

이 발생한다. 

위에서 구한 동적행렬과 외력의 행렬을 동적 행렬(Global 

stiffness matrix)에 어셈블리(Assemble)하여 하모닉 응답

과 동적 컴플라이언스를 구하게 된다. 그런데 패치를 구성하

기 위하여 기존의 위상최적화 방법과 비교하여 그림 3과 같

이 노드를 상대적으로 많이 사용하고 강성행렬의 크기가 더 

커지는 단점이 있다. 이런 특성 때문에 수치해석을 수행하는

데 많은 시간이 소요되는 단점이 있다. 이런 단점을 해결하

기 위하여 패치레벨에서의 동적행렬을 바로 어셈블리하지 않

고 패치내의 안쪽 노드(Inner node)의 변위를 제거하는 정

적 축약(Static condensation)을 통하여 실제로 해결해야

할 시스템의 크기를 줄이게 된다. 그러기 위하여 다음과 같

이 축약을 수행하여 축약된 
 행렬을 만든다. 


  





   






 (17)


   (18)

  





,  






 (19)

   
 (20)

여기서, 패치의 개수는 영역을 분할하는 요소의 개수와 마찬

가지로 이다. 

축약된 강성행렬을 이용하여 외곽 노드(Outer node)의 

전역 변위를 계산하고 내부 노드에 가해지는 외력이 

없다고 가정함으로 제안된 요소 연결 매개법에서 식 (5)의 

동적 컴플라이언스는 다음과 같이 계산하게 된다. 






 


 (21)

그리고 각 패치의 안쪽 노드의 변위는 다음 식을 이용하여 

다시 계산을 수행한다. 

    
 (22)

3. 선형 구조물에서의 동적 컴플라이언스를 고려한 

위상최적화 정식화

3.1 최적화를 위한 정식화

이 절에서는 위에서 연구된 요소 연결 매개법을 이용하여 

선형 구조물의 동적 컴플라이언스를 최적화한다. 이를 위하

여 다음과 같이 질량의 한계를 고려한 최적화 문제를 정식화
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40 m

20 m

i t
t e ω=F F

2 31 N/m , 0.3, 0.1 kg/mE ν ρ= = =

40 m

20 m

i t
t e ω=F F

2 31 N/m , 0.3, 0.1 kg/mE ν ρ= = =
(  

,  
 , 3)

(a) 문제 영역 (b) SIMP방법 결과 (c) ECP 최적화 결과 

그림 6 2차원 영역에서의 동적 컴플라이언스를 고려한 위상최적화 결과( 0(rad/s),  0.006(rad/s), 

integration step (∆)=0.001(rad/s))
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그림 7 SIMP 방법과 ECP 방법으로 구한 위상최적화 결과의 

FRF(Frequency Response Function) 비교 

하였다(Diaz 등, 1992; Ma 등, 1993; Jog, 2002).

 




 


 






  ≦


(23)

여기서, 설계 변수는 이다. 각 요소의 볼륨은 로 표현되

어 있고 설정된 재료의 한계 값은 로 표현되어 있다. 

3.2 동적 컴플라이언스의 민감도 해석 

수치해석적인 방법을 이용하여 위상최적화를 수행하기 위

하여 패치에 정의되어 있는 설계변수에 대한 민감도를 계산

하는 것이 필요하다. 이 논문에서는 효과적인 민감도 수행을 

위하여 보조변수 방법(Adjoint variable method)을 이용하

여 민감도를 계산하였다. 보조변수 를 계산하기 위하여 다

음과 같은 보조변수 방정식을 이용한다.











 
 (24)




,   



 

(25)

4. 위상최적화 결과 

요소 연결 매개법을 기반으로 한 동적 컴플라이언스를 고

려한 위상최적화 기법을 적용하여 위상최적화를 수행하였다. 

설계 영역은 그림 6(a)과 같이 정의되어 있다. 목적함수를 

구하기 위하여 0(rad/s)에서부터 0.006(rad/s)영역을 수치 

적분하였다. 그림 6(b)와 (c)는 각각 SIMP방법과 ECP방법

으로 구한 결과들을 보여주고 있다. 이 예제에서는 선형구조

물의 동적 컴플라이언스를 최적화했기 때문에 두 방법으로 

최적화된 구조물들의 설계와 주파수 응답이 거의 비슷하다. 

물리적으로 0(rad/s)에서 0.006(rad/s)까지 동적 컴플라이

언스의 적분을 최소화하면 결과적으로 1번째 고유진동수가 

최대화되기 때문에 강성이 커지는 효과를 얻을 수 있었다. 

여기서 그림 7의 사각형으로 표시된 바와 같이 0(rad/s)와 

0.006(rad/s)사이의 주파수 구간의 동적 컴플라이언스가 초

기의 주파수 응답과 비교하여 최소화된 것을 볼 수 있다. 

5. 결    론

이 논문에서는 요소 연결 매개법을 사용하여 선형 구조물

의 동적 컴플라이언스를 최소화하는 구조물을 설계하였다. 
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패치 내에서 영역을 분할하는 요소와 링크 간에서 살펴볼 수 

있는 국부모드를 해결할 수 있는 새로운 패치 질량 모델

(Patch mass model)을 적용하였다. 또한, 제1차 고유진동

수 주변의 동적 컴플라이언스를 최소화를 통하여 정적 컴플

라이언스(Static compliance) 최소화와 거의 비슷한 결과를 

얻을 수 있음을 보였다. 앞으로 이 방법을 확장하여 비선형 

구조물의 동적 컴플라이언스를 최소화하는 연구를 수행할 수 

있을 것으로 예상된다. 
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