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탄성체의 경계 하 을 구하기 한 역경계요소법
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요  지

부분의 구조해석 문제는 외부하 에 하여 구조물의 변형과 응력을 구하게 된다. 하지만 많은 분야에서 표면 트랙션

과 내부 응력을 측정변 로 부터 구하기 한 역문제 해석이 필요하게 된다. 본 연구에서는 구하고자 하는 트랙션 역과 

그와는 다른 역의 변 를 측정하여 미지의 트랙션을 평가하는 역시스템을 경계요소법을 사용하여 수식화하 다. 본 연구

에서 제시한 역경계요소법을 사용하여 측정변 의 작은 노이즈와 측정 치의 향을 분석하 다.

핵심용어 : 경계 트랙션, 경계요소법, 역문제

Abstract

Most of structural analyses are concerned with the deformation and stress in a body subjected to external loads. In many fields, 

however, the interpretation of inverse problems is needed to determine surface tractions or internal stresses from measured 

displacements. In this study, the inverse processes by using the boundary element method are formulated for the evaluation of 

boundary tractions from displacements measured on a remote surface. Small errors in measured displacements often result in a 

substantial loss of accuracy of an inverse system. Numerical results show that the error in reconstructed tractions by using the 

inverse boundary element methods is sensitive to measurement location and noise. 

Keywords : boundary traction, boundary element method, inverse problem
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1. 서    론1)

부분의 구조해석 문제는 주어진 경계조건과 하 조건으

로 변형과 응력을 해석하는 문제이다. 이를 역으로 생각하면 

일부분의 변 를 측정하여 표면이나 내부의 응력 는 트랙

션(traction)을 평가해야 하는 역문제(inverse problems)

를 정의할 수 있게 되는데, 이는 지질학, 열 달, 유체역학 

등 여러 분야에서 나타난다. 이와 같이 공학 으로 일부 

역의 변 를 측정하여 미지의 트랙션을 구하는 문제가 자주 

나타나게 된다. 하지만 구조물의 경계에서 변 를 측정하는

데 필연 으로 측정 오차가 발생하게 되고, 평가되는 응력이

나 하 의 안정성에 큰 향을  수 있게 된다. 그러므로 

내부의 응력이나 하 을 평가하기 하여 효율 인 역문제 
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해결 방법이 실히 요구되고 있다. 

역문제를 해석하여 트랙션을 평가하는 것은 물체 내부에 

존재하는 잔류응력을 구하는데 응용될2)수 있다. 잔류응력을 

측정하는 역문제는 잔류응력이 존재하는 물체를 단하고 여

기서 유발되는 다른 일부 역의 변 를 측정하여 단면의 

트랙션을 구하는 문제로 정의된다. 물체 내부의 잔류응력을 

알아내기 한 방법 에는 구멍 주 의 국부 인 잔류응력

을 알아내는 응력이완법의 일종인 구멍뚫기 방법(김철 등, 

2001)이 있고, X선을 사용하여 표면의 략 인 잔류응력을 

알아내는 방법(강우종 등, 2006)이 있는데, 내부의 체

인 잔류응력을 구해내는 것은 여 히 어려운 문제로 남아있

는 실정이다. 단순한 역해석을 통한 내부의 잔류응력을 구하

는 연구들(Gao and Mura, 1989; Cao 등, 2002)이 있었

∙이 논문에 한 토론을 2009년 8월 31일까지 본 학회에 보내주시

면 2009년 10월호에 그 결과를 게재하겠습니다.
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다. 역문제를 효율 으로 해결할 수 있으면 고체 내부의 잔

류응력을 평가하는 신 인 방법이 될 것이다. 측정된 변

를 사용하여 표면 트랙션을 유한요소법으로 구하는 연구들

(Maniatty 등, 1989; Schnur and Zabaras, 1990; 

Burke 등, 2007; 김 규 등, 2008)이 있어 왔고, 경계요

소법을 사용한 연구들(Zhang 등, 1997; Qian 등, 2004)

이 수행되었다. 이 연구들에서는 역시스템의 민감도 행렬을 

경계요소법으로 구하는 방법을 용하 다. 본 연구에서는 

유한요소법 기반으로 역문제 해석을 새롭게 수식화한 최근의 

연구(김 규 등, 2008)에 경계요소법을 용하여 수식화를 

하 다. 한 변 측정 치에 따른 역시스템의 경향을 분석

하고 변  측정시 발생하는 필연 인 측정오차를 노이즈를 

부여하는 방식으로 구연하여 경계요소법을 용한 역시스템

의 경향을 분석하 다.

2. 경계요소 수식화

2.1 경계 분방정식의 이산화

경계 분방정식의 수치해를 구하기 해서는 경계와 경계함

수를 각각 경계요소로 이산화해야 한다. 우선 각 경계요소에 

개의 이 있다고 할 때, 경계요소에서 변  와 트랙션 벡터 

에 한 경계요소를 개의 기 함수 {}를 이용하

면 ,  로 표시할 수 있다. 여기서 와 는 3차원

의 경우 3(2차원의 경우 2)개의 성분을 갖는 벡터이다. 

한 기 함수 는 3차원의 경우 3×2(2차원의 경우 2×2)

행렬이다. Navier방정식의 기본해, 즉 Kelvin해로 구성된 변

,  의 단  집  하 에 한 트랙션 행렬을 
와 

로 

각각 정의하고 경계 분방정식에 입하면 다음과 같이 된다.





 




  (1)

식 (1)에 각 경계요소를 기 함수 로 매개화하면 다음과 

같은 이산화된 경계 분방정식을 얻게 된다.







  



 
  (2)

여기서, 는 경계요소의 개수이다.

2.2 경계요소 방정식

식 (2)의 분들을 해석 으로 계산하는 것은 거의 불가능

하기 때문에 수치 인 방법으로 계산을 할 수 밖에 없다. 이

를 해 경계와 역을 매개변수에 의해 좌표변환이 필요하

다. 3차원의 경우 기 함수를 매개변수 과 에 의존하는 

함수 라 하고 경계요소의 좌표를 와 같은 

변환을 용하 다. 식 (2)에 좌표변환과 Gauss구 법에 의

한 수치 분을 용하면 다음과 같다.












 










 
  (3)

여기서, 은 Gauss구 법에서 사용되는 분 과 가 값 

의 개수이고, 는 좌표변환으로 인한 Jacobian이다.  


 ,  

 은 각각 
 , 

 에 한 분 에서의 함

수값을 의미한다. 식 (3)은 요소 으로 표 되었는데, 

을 심으로 정리하면 다음과 같이 나타낼 수 있다.





 





 ,    (4)










  ,  








 
   

여기서, 는 번째 을 포함하는 경계요소를 나타낸다. 

식 (4)을 보다 간단히 표 하기 해     ( 는 

항등텐서)로 정의하면 다음과 같다.






 




 ,    (5)

는,    (6)

여기서, 와 는 3차원의 경우, 3×3행렬이고, 와 

는 각각 변 와 트랙션 값을 포함하는 벡터이다. 식 (6)

에 주어진 경계조건을 입한 다음 미지의 변 와 트랙션 값

을 좌변으로 이동시키면, 변 와 트랙션을 구하게 된다. 앞으

로 편의를 하여 벡터나 행렬에 한 볼드체를 일반체로 표

기하기로 하자.

3. 역경계요소 수식화

3.1 잔류응력 평가의 이론  배경

선형탄성 문제의 평형방정식은 다음과 같다.

    in   (7)

    (8)

  


   (9)

여기서, 는 고체 역이고, 는 경계이며, 는 응력, 
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그림 1 역문제의 개념도

와 는 Lame상수이다. 주어진 경계조건은 다음과 같다.

 
  on   (10a)

     on   (10b)

여기서, 와 는 변 와 트랙션이 주어진 경계를 나타낸

다. 역문제의 요한 목표는 트랙션을 모르는 경계의 일부 

∈에서 다른 부분 ∈의 변 를 측정하여 구하는 것

이다.

   ∈ (11)

여기서, ∩ ∅이다. 그림 1에 변 를 측정하는 역 

와 구하고자 하는 하  역 을 보여 주고 있다. 기본

으로 역문제의 이론해는 다음과 같은 분방정식으로 나타나

게 된다.

 


 (12)

여기서, ∈이고, 는 kernel함수이다. 식 (12)는 

Fredholm의 분방정식으로 하 이 단지 에서만 주어지

는 경우에 유효하게 된다. 식 (12)의 분방정식을 해석 으

로 구하기 하여 kernel함수를 나타내어야 하는데, 일반

인 형상에 하여 직 인 해결 방법이 거의 불가능 하므로 

경계요소법을 도입하여 계식을 유도하게 된다. 유한요소법

을 도입한 연구(김 규 등, 2008)를 본 연구에서 경계요소

법을 용하여 역문제를 해석하 다.

3.2 경계요소 역문제

본 연구의 역문제는 트랙션이 주어진 경계 의 일부 

∈ 미지의 트랙션을 구하기 하여 다른 부분 ∈의 

변 를 사용하게 된다. 측정 면 에서의 변 를 ∈, 
트랙션을 평가하고자 하는 면 의 변 를 ∈로 나타내

고, 그 외의 변 를 로 하고 변  측정 면의 트랙션을 

∈로 트랙션 평가를 한 면의 트랙션을 ∈로 그 

외의 트랙션을 이라고 나타내면 경계요소 방정식 (5)는 다

음과 같이 된다.

e
ee er em ec

r
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m
me mr mm mc

c
ce cr cm cc

T T T T u
T T T T u
T T T T u
T T T T u

⎧ ⎫⎡ ⎤
⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥ =⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎩ ⎭

e
ee er em ec

r
re rr rm rc

m
me mr mm mc

c
ce cr cm cc

U U U U t
U U U U t
U U U U t
U U U U t

⎧ ⎫⎡ ⎤
⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎩ ⎭

 (13)

여기서, 변  경계조건이 주어진 부분에 한 변 와 트랙션

을 와 로 나타내었다. 식 (13)의 왼쪽 항에서 의 역

행렬을 구할 수 있으므로 식 (14)와 같이 축약하여 나타낼 

수 있다. 식 (13)의 오른쪽 항의 트랙션벡터 값  값이 

주어지지 않는 역문제는 다음과 같이 된다.

e e
ee em ec ee em ec

m m
me mm mc me mm mc

c c
ce cm cc ce cm cc

T T T u U U U t
T T T u U U U t
T T T u U U U t

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭ ⎩ ⎭ (14)

여기서, 

   
 
   

 

   
 

   


   
 
   



   
 
   



 
 

 


   
 
   



   
 
   



   
 

   


   
 
   

 

이 과정에서 역행렬 구성과 이후의 계산과정의 해답을 얻

기 해 식 (14)의 오른쪽 항의 , 를 요소 심의 행렬에

서 심의 행렬로 바꿔주어야 하고, 그에 따른 의 

, 
, 
, 
, 
, 
도 심의 행렬로 바꿔

주는 과정이 필요하다. 식 (14)의 축약과정에서 측정 면과 

트랙션을 평가하는 면이 아닌 나머지 면의 변  은 다음과 

같이 유도된다.
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(15)

여기서, 변 벡터 는 주어진 변 로 고정 경계의 경우 그 

값을 0되고 측정  에서의 트랙션벡터인 은 힘이 주

어지는 부분이 아니므로 그 값이 0이다. 그러므로 식 (14)를 

다음과 같이 나타낼 수 있다.

m e
mm mc me mc

c c
cm cc ce cc

T T U Uu t
T T U Uu t

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭ ⎩ ⎭ (16)

m e

em ec ee ecc c

u t
T T U U

u t
⎧ ⎫ ⎧ ⎫

⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎩ ⎭ ⎩ ⎭ (17)

식 (17)는 식 (14)의 첫 번째 방정식을 나열한 것이다. 식 

(16)의 첫 번째 방정식에 Moore-Penrose 유사(pseudo) 

inverse(Astere 등, 2004)를 사용하면 다음과 같다.

  



 


 (18)

여기서 


는 다음과 같다.



 


∙




  for   (19)

유사 역행렬은 주어진 조건이 더 많은 문제에서 원하는 방

정식을 최소 제곱 에서 가장 근 한 해를 구하는 방법이

다. 식 (18)를 식 (16)에 입하면,







 


 

 
 

 (20)

한 식 (18)를 식 (17)에 입하면,







 


 

 
 

 (21)

식 (20)와 식 (21)를 다음과 같이 정리 할 수 있다.

{ }
ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

e
ce cc cm m

c
ee ec em

U U Tt
u

tU U T

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎧ ⎫
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎨ ⎬

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎩ ⎭⎣ ⎦ ⎣ ⎦ (22)

여기서,  
 



 

 
 



 

 
 



 

 
 



 

    

 

    

 

식 (22)에서 와 값은 미지수이고 값은 역문제에 있

어서 주어지는 값이다. 그러므로 식 (22)를 풀기 해 다음과 

같은 과정을 거치게 된다.

1ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

me
ce cc cm

c m
ee ec em

U U T ut
t U U T u

−
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎧ ⎫

= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎨ ⎬
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ (23)

식 (23)에서 구한 와 값을 앞의 식 (18)에 입하면 

를 구할 수 있고, 이 값을 식 (15)에 입하면 를 구할 

수 있게 된다.

3.3 역시스템의 condition 수

식 (19)의 유사 역시스템을 다시 쓰면 다음과 같다. 


 

  



 


 (24)

식 (24)는 역문제의 특성을 나타내고, 이는 일반 으로 

측정변 는 오차를 갖게 되는데, 실제 으로는 다음과 같은 

방정식을 해석하게 된다.


 


 




 



 (25)

여기서 

와 


는 오차를 포함한 변 들이다. 와 의 

상태오차는 다음과 같이 나타난다.

∥∥
∥∥

≤∥ ∥∥ ∥∥∥∥∥
(26)

여기서, ∥⋅∥는 행렬의 놈(norm)을 나타낸다. 그러므로 

역문제의 condition 수 는 다음과 같이 정의된다(양경택, 

1999).


  ∥ ∥∥ ∥ (27)

역시스템의 condition수는 측정 오차로 인하여 결과값의 

상  오차를 의미하게 되어, condition수가 크게 되면 평
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그림 2 외팔보 문제

(a) measurement A

(b) measurement B

(c) measurement C

(d) measurement D

(e) measurement E

그림 3 측정 치들

(a) measurement A

(b) measurement B

(c) measurement C

(d) measurement D

(e) measurement E

그림 4 측정 치의 향

1 2 3 4 5

0.110832D+12

0.968608D+11

0.918895D+11

0.228598D+11

0.332742D+08

co
nd

iti
on

 n
um

be
r

measurement position

그림 5 측정 치와 condition 수

가되는 오차도 커지게 된다. 일반 으로 condition수가 커지

면 역시스템이 ill-posed하게 되고 부정확한 결과를 얻게 된

다. 수치 계산에서 컴퓨터의 유효자리수로 인하여 일반 으

로 이상의 condition수를 갖는 역시스템은 수치  심각

한 수치  불안정이 나타나게 된다.

4. 해석결과

4.1 측정 치에 따른 역시스템의 향

역문제의 결과 특성을 악하기 하여 그림 2와 같은 외팔보 

문제에서 오른쪽 면의 트랙션을 일부 표면의 변 를 사용하여 

구하는 문제를 해석하 다. 해석 모델의 크기는 1.0mm, 

2.0mm이고, 길이  10.0mm, 10.0kgf/mm2이

다. 재료의 탄성계수와 Poisson 비는 21000kgf/mm2, 

 0.3이다. 해석 모델의 왼쪽 면을 구속하 으며 구하고자 하

는 트랙션 면은 오른쪽 면이다. 그림 2는 구조물의 측정 변 값
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0.110832D+120.968608D+110.918895D+110.228598D+110.332742D+08

er
ro

r

condition number

그림 6 Condition 수와 오차 

(a) noise parameter 1.0×10
-4

(b) noise parameter 1.0×10-3

(c) noise parameter 1.0×10-2

그림 7 노이즈의 향

을 얻기 한 일반 인 구조해석 모델이다. 측정 치의 향을 

알아보기 하여 그림 3과 같이 측정 A∼E를 용하 고, 트랙

션을 구하고자 하는 면에서 차로 멀어지게 된다.

그림 4는 역시스템에서 측정 치에 따른 응력 을 보여주

고 있고, 여기에 해당하는 condition수를 그림 5에 나타내었

다. 해석에서 역시스템의 condition수는 Frobenius 놈을 사

용하 다. 그림 6은 실제 모델의 이론해와 역시스템의 변 값

의 오차를 condition수에 따라 나타내었다. 변  값의 비교를 

해 부분의 처짐 변 를 비교하 다. 해석 결과 측정 치가 

A에서 E로 변하면서 역시스템의 condition수가 증가하는 것

을 볼 수 있다. 즉, 구하고자 하는 하 에서 측정 치가 멀어질

수록 역시스템의 불안정이 증 되는 결과를 얻었다. 한 A에

서 E로 갈수록 오차가  증가하는 것을 확인할 수 있다.

4.2 측정 노이즈(noise)에 따른 역시스템의 향

실제 구조물의 경계에서 변 를 측정하는데 필연 으로 노

이즈가 발생하게 되고 역시스템의 안정성에 큰 향을  수 

있게 된다. 측정 변 에 포함된 측정 노이즈의 향을 알아

보기 하여 다음과 같은 노이즈를 용하 다.



 (28)

여기서, 는 평균 0, 표 편자 1인 정규분포 random변수이

고, 은 노이즈 수 을 나타내는 상수이다. 해석 모델의 크기

는 2.0mm, 2.0mm이고, 길이  10.0mm, 

10.0kgf/mm2이다. 재료상수는 앞의 제와 동일하며 해석 

모델의 왼쪽 면을 구속하 으며 구하고자 하는 트랙션 면은 오

른쪽 면이다. 변  측정 치는 앞에서 보여주었고, 그림 4(a)

와 같이 오차가 고 안정된 값을 보이는 A 치이다.

측정 치 노이즈에 따른 향을 알아보기 하여 그림 3

의 오른쪽 면에 하 을 부여하고 경계요소 해석을 통하여 얻

은 변 를 역시스템에 부여하여 해석하 다. 해석에 사용된 

노이즈는 그림 7에 (a) 1.0×10-4, (b) 1.0×10-3, 

(c) 1.0×10-2이고, 역시스템 해석시 condition수는 

3.44×104이다. 결과로 오차범 가 을수록 기본해와 같은 

안정 인 결과를 얻었다. 측정 변 에 노이즈 수 을 

1.0×10-2로 한 경우에는 변형 모습이 상당히 일그러진 모습

을 나타내는데, 측정 변 에 포함된 노이즈의 수 에 한 

요성을 보여주고 있다. 구하고자 하는 트랙션을 정확히 평

가하기 해서는 측정 변 에 포함된 노이즈의 수 도 작게 

하는 것이 으로 요구되고 있다. 

5. 결    론

본 연구에서는 경계요소법을 사용하여 역문제를 수식화하

으며 측정 변 로 표면 트 션을 구하는 문제에 용하

다. 측정 치 선정에 해서 알고자 하는 트랙션 값을 얻기 

한 역문제의 변  측정 치는 가능하면 트랙션 면에 가까

운 역을 설정해야 역문제 시스템의 condition을 좋게 할 

수 있다. 이것은 변  측정 치가 트랙션 면에서 멀어질수록 

역시스템이 불안정해지고 오차값도 커지는 결과로 보여주었

다. 한 측정 노이즈 수 이 커질수록 큰 오차값을 가지는 

것을 보 으며 상당히 불안정하 다. 따라서 구하고자 하는 

하 을 정확하게 평가하기 해서는 측정 치의 선정과 실제 
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변  측정의 정확도가 필요하다는 것을 보여주었다. 본 연구

의 결과는 역유한요소법의 경향과 유사한 결과를 얻었는데 

보다 안정 인 역문제 해석기법을 개발하는 연구에 기반이 

될 것이다.
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