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요  지

본 논문은 기하학적 비선형성을 가진 보존적 단일 하중 매개변수의 탄성 상태 공간구조의 탄성 분기 좌굴해석을 위한 

공간프레임의 정식화, 분기경로 추적을 위한 pin-pointing 및 분기경로 전환알고리즘을 기술하고 있다. 복잡한 좌굴 후 거

동특성을 파악하기 위한 본 연구의 공간프레임요소는 오일러리안 좌표계에 의한 유한회전이론으로 강체변형을 계산하였

고, 굽힘효과가 고려된 보-기둥식을 적용하여 적은 개수의 요소의 사용으로도 정해를 얻을 수 있도록 하였으며, 후좌굴해

석과 같은 고도의 비선형해석을 수행하기 위해 기하강성행렬의 모멘트에 대한 영향을 고려하였다. 분기좌굴에 의한 좌굴 

후 평형상태인 주경로와 분기경로의 pin-pointing 알고리즘으로 특이점을 계산하였으며, 고유치 및 고유모드를 이용한 본 

연구의 수치알고리즘에 의해 분기경로를 추적하였다. 분기좌굴 해석예제로 평면프레임, 평면아치 및 공간돔에 대한 분기좌

굴 해석을 수행하여 본문에서 제시한 수치해석법의 정확성 및 적용성을 검증한다.

핵심용어 : 탄성안정, 분기좌굴, 공간프레임, 오일러리안, 유한변형

Abstract

The present paper briefly describes the space frame element and the fundamental strategies in computational elastic bifurcation 

theory of geometrically nonlinear, single load parameter conservative elastic spatial structures. A method for large 

deformation(rotation) analysis of space frame is based on an eulerian formulation, which takes into consideration the effects of large 

joint translations and rotations with finite deformation(rotation). The local member force-deformation relationships are based on the 

beam-column approach, and the change in member chord lengths caused by axial strain and flexural bowing are taken into account. 

and the derived geometric stiffness matrix is unsymmetric because of the fact that finite rotations are not commutative under 

addition. To detect the singular point such as bifurcation point, an iterative pin-pointing algorithm is proposed. And the path 

switching mode for bifurcation path is based on the non-negative eigen-value and it's corresponding eigen-vector. Some numerical 

examples for bifurcation analysis are carried out for a plane frame, plane circular arch and space dome structures are described. 

Keywords : elastic stability, bifurcation, space frame, eulerian, finite deformation
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1. 서    론

구조물의 탄성좌굴은 뜀좌굴, Snap-Back좌굴, 분기좌굴

로 나눌 수 있으며, 이중 분기좌굴을 일반적으로 구조물의 

좌굴이라 한다. 탄성안정이론에 의하면 불안정상태는 극한점

과 분기점으로 분류될 수 있는데, 극한점의 특성을 갖는 좌

굴은 뜀좌굴과 Snap-Back좌굴이며, 분기점의 특성을 갖는 

좌굴은 분기좌굴이다. 일반적으로 뜀좌굴과 Snap-Back좌굴

과 같은 극한점 좌굴은 돔, 쉘과 같은 공간구조물이 상부 정

점부근에 집중하중이 작용할 때 주로 발생하며, 평형경로상

의 평형점의 계산 및 평형경로상의 특이점을 찾기 위한 pin- 

pointing 반복계산을 수행하는 일반적인 비선형 수치해석법
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그림 1 오일러 유한 회전 정식화를 위한 방향벡터

으로 극한점을 계산할 수 있다. 

이에 비해서 분기좌굴은 등분포하중 상태의 공간구조물이나 

압축력을 받는 구조물에서 주로 발생하는데, 분기좌굴해석을 

위해서는 좌굴 후 분기경로의 추적을 위한 분기경로 전환 및 

분기점 탐색 알고리즘이 추가적으로 필요하게 된다. 또한 좌굴 

이후의 주경로 및 분기경로와 같은 복잡한 평형경로 파악을 위

한 공간프레임 요소는 유한회전(finite rotation)에 의한 대변

형 특성을 고려할 수 있어야 한다. 따라서 본 연구에서는 오일

러리안 좌표계(Euler, 1775: Goldstein, 1980: Cheng 등, 

1989)에 의한 유한회전으로 강체변형을 계산하였고, 굽힘효

과(bowing effect)가 고려된 보-기둥식(Kassimali, 1983; 

Kassimali 등, 1991, 이경수 등, 2009)을 적용하여 적은 개

수의 요소의 사용으로도 정해를 얻을 수 있도록 하였으며, 분

기좌굴해석과 같은 고도의 비선형해석을 수행하기 위해 기하

강성행렬의 모멘트에 대한 영향을 고려하였다. 

본 연구에서는 극한점과 분기점을 구분하는 임계점의 특성

을 파악하기 위해 평형방정식의 고차항은 고려하지 않은 상

태에서 최소고유치에 의해 결정되는 매개변수의 계산을 통해 

임계점을 탐색하는 간접법(Riks, 1979; 1984; Fujii 등, 

1993)을 사용하였으며, 단순분기의 경우에 대해서만 최소고

유치를 이용하였던 이전연구와 달리, 고유치에 대한 보정을 

통한 재 정렬을 수행하여 특해모드의 계산 없이도 다분기나 

복합분기의 분기경로를 탐색할 수 있는 수치해석법을 제안하

였다. 또한 고유치해석을 수행하여 얻은 최소고유모드를 분

기모드로 이용하는 Fujii 등(1993, 1997)의 방법을 이용하

여 분기경로를 추적하였다. 

분기좌굴과 관련된 대표적인 해석예제의 수행 및 결과 분

석을 통하여 대변형 해석이 가능한 공간프레임요소와 제안된 

분기좌굴 해석법의 정학성을 검증하였다.

2. 절점방향행렬(Joint rotation matrix)

절점회전이 미소하다는 가정에 의하면, 이전 스텝까지의 

절점변형에 현재 스텝의 증분변형을 단순 증가시켜 현재까지

의 절점변형을 계산할 수 있다. 따라서 현재의 변형상태에 

대한 절점방향(joint orientation)을 결정하는 것은 단순 증

분식으로 표현된다. 이러한 특성을 수학용어로 가환(可換, 

commutative)성을 가진다고 정의한다. 그러나 절점변형이 

유한(finite)할 경우에는 미소변형의 경우 적용할 수 있었던 

가환성을 유지할 수 없다. 따라서 현재의 변형상태에 대한 

절점의 회전에 대한 방향을 결정하기 위해서는 오일러의 유

한회전이론(Euler, 1775; Goldstein, 1980; Cheng 등, 

1989)으로 절점방향을 결정해야 한다. 오일러이론에 의하면 

강체의 변형은 그림 1과 같이 임의의 축에 대한 회전으로 나

타낼 수 있다. 벡터  로 표현되는 강체의 점  는 기준점 

에 대한 방향벡터 에 의한 기준축을 중심으로 회전각 

만큼 변형했을 때, 변형 후  ′를 나타내는 벡터  ′는 과 

에 의해 다음과 같이 나타낼 수 있다.

 ′   ×  ∙  (1)

 ×   × ×    

강체변환에 대한 벡터형식의 위식은 행렬의 형태로 아래와 

같이 다시 나타낼 수 있다. 

 ′  (2)








  

        
     

    
       







 
with   (3)

위 식 (3)의 행렬은 임의의 절점의 대변형에 대해 유효한 

회전행렬이며, 오일러에 의해 최초로 유도되었다. 

변형 후의 절점 방향에 대한 표현은 서로 직교하는 3개의 

기준축에 대한 방향벡터 성분들로 나타낼 수 있으며, 편의상 

변형전 절점의 기준축이 전체좌표계에 대해서 평행한 상태이

고, 또한 각 축에 대한 방향벡터 성분들이 서로 직교한다고 가

정하여, 식 (3)의 행렬을 절점방향행렬(joint orientation 

matrix; Oran, 1973; Kassimali 등, 1991)이라 정의한다.

 





  
  
  




 (4)

외부하중에 대한 구조물의 증분해석을 수행할 때, 구조물

이 외부하중에 의해 변형하면 공간프레임의 임의의 절점도 
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변형에 대해서 절점의 위치 및 방향이 변화하게 된다. 절점

이 임의의   의 방향벡터 성분을 가진 축에 대하여 회

전각,  만큼 회전하였을 때, 변형 후 새로운 절점방향행렬

은 은 변형 전 절점방향행렬 와 회전변환행렬(rotation 

matrix), 에 의해 식 (4)의 형태로 아래와 같이 나타낼 

수 있다.

  (5)

3. 부재방향행렬과 상대변형

공간프레임 각 부재의 상대변형과 강체변형(rigid body 

rotation)을 분리하기 위해서 오일러리안(Eulerian) 부재좌

표계가 사용된다. 부재가 외부하중에 의해 변형을 하게 되고, 

부재가 상대변형을 나타내기 때문에 , 
 축은 양단 절점

방향의 평균값을 사용한다. 부재좌표계는 부재방향행렬, 로 

나타낼 수 있으며, 부재방향행렬의 각 열벡터는 전체좌표계

의 각축에 대한 부재좌표계의 방향벡터로 표현된다. 부재 양

단의 변형 후 절점 위치와 절점방향이 계산되면, 부재의 상

대변형과 변형 후 부재방향행렬은 다음과 같이 나타낼 수 있

다(Kassimali 등, 1991).

양단에서의   축에 수직한 축에 대한 단면방향행렬은 다

음과 같이 나타낼 수 있다.

      
      (6)

식 (6)에서  는 양단의 단면방향행렬이고,  를 식 

(3)의 회전변환행렬을 이용해서 주축의 방향벡터 에 대해 

절점 회전각  만큼 회전시켜 계산한다.   ,   축방향에 

대한 부재방향벡터, , 는 아래 식과 같이 근사행렬의 2, 

3번째 행렬로 계산되며, 정규화되어 부재방향행렬, 을 구성

한다.

≅ 

       (7)

부재의 상대변형(relative deformation)이 미소하다는 

가정에 의해 양단의 상대변형은 다음과 같이 나타낼 수 있

다.

    ∙        (8)

    
  

 (9)

4. 부재변형-부재력 관계식

강접합 3차원 공간프레임의 부재력은 보-기둥이론에 의해 

아래식과 같이 나타낼 수 있다(Oran, 1973; Kassimali 

등, 1991).

 


        (10)

 


        (11)

  


 (12)

   


  (13)

       
       

 (14)

위 식에서 는 단면적, 는 탄성계수, 는 축에 대한 

단면2차모멘트이고, , , 는 각각 부재축력에 의한 축 

휨모멘트의 안정함수, 비틀림 안정함수이며, 는 축 굽힘

효과에 의한 축변형계수이다. 위 식에서 안정함수 , 와 

축변형계수, 는 부재축력의 무차원화 계수, 에 관한 함수로

서 는 부재축력 에 의해 다음과 같이 나타낼 수 있다.

 ≡


 



 
(15)

식 (10)~식 (13)의 부재력, 부재변형의 관계를 식으로 

표현하면 아래와 같이 나타낼 수 있다.

        (16)

            
  (17)

     (18)

       (19)

식 (18)에서 는 부재좌표계(오일러좌표계)에서 절점력

에 대한 부재력의 변환행렬이다. 식 (19)의 부재력에 의한 

절점력의 식은 구조물의 평형관계식으로 볼 수 있으며, 따라

서 식 (19)의 미소증분변위에 대한 미분형태로 아래와 같이 

접선강성행렬을 유도할 수 있다.

       (20)

  
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식 (20)의 오른쪽 첫 번째항은 탄성강성행렬이고, 두 번

째, 세 번째항은 기하강성행렬이 된다. 미소변형 이론을 적용

할 경우, 식 (20)의 오른쪽 세 번째항은 상수가 되어 소거된

다. 본 논문에서는 대변형에 의한 유한변형을 고려하였기 때

문에 식 (20)의 오른쪽 세 번째항은 소거되지 않게 된다. 유

한회전에 의한 기하강성행의 자세한 유도과정은 참고문헌

(Spiller, 1990; Argyris 등, 1979; 이경수 등, 2009)에 

기술되었다.

6. 보-기둥요소의 비선형해석

보-기둥요소의 경우 굽힘효과에 의해 축력과 휨모멘트가 

비선형이 되기 때문에 반복계산과정을 통해 변형된 상태에서

의 정확한 부재축력을 계산해야 한다. 이를 위해 식 (13)을 

무차원 축력계수 에 의해 아래와 같이 다시 표현한다

(Kassimali 등, 1991).

 








  

  (21)

 ′  







 ′ (22)

위 식으로부터 무차원 증분 축력계수 는 아래와 같이 

나타낼 수 있다.

 ′  
 

(23)

따라서 반복단계에서의     이고, 가 

수렴할 때가지 반복계산을 수행하여 축력을 계산한다.

7. 평형경로의 탐색

비선형 평형경로를 계산하는 가장 효율적인 해석법은 호장

법이라 할 수 있다. Newton-Raphson법을 이용한 일반적인 

증분형 해석법(변위, 하중 증분법)은 하중 혹은 변위를 매개

변수를 이용하여 해석을 수행하기 때문에, 비선형 평형경로 

상에서 발행하는 극한점과 같은 변곡점 이후의 거동을 정확

하게 계산할 수 없다. 이에 반해 호장법은 미리 정의된 호장

매개변수 를 적용한 호장제약식을 통해 기본경로상의 변위

와 하중매개변수  를 동시에 계산할 수 있어 극한점, 분

기점과 같이 평형경로 상에 발생하는 복잡한 변곡점 이후의 

거동을 매우 정확하게 계산할 수 있다. 호장법에서는 예측

(predictor)단계에서는 호장제약식을 이용하여 아래의 두 식

을 연립하여 변위 하중매개변수 를 계산한다.

      (24)

      (25)

 : 비례상수,  : 호장길이

식 (25)에서 비례상수 의 값에 따라 구형 호장제약식, 

원통형 호장제약식으로 구분되며, 본 논문에서는   로 하

여 Riks의 구형호장법(細野秀, 1974; Riks, 1979; 1984; 

Fujii 등, 1993)을 적용하였다.

예측단계에 대한 수직방향의 수정(corrector)단계의 반복

계산에서는 식 (24), 식 (25)를 선형화하여 아래 식을 연립

하여    를 계산한다.

         (26)

      (27)

기본경로에 대한 평형점은 예측단계의 매개변수인 호장길

이  에 의해 반복 수렴과정을 통해 결정되며, 증분 변위, 

증분 하중매개변수는 아래의 식으로 수정된다.

        (28)

        (29)

        (30)

   (31)

식 (29)에서 는 평형경로의 접선기울기에 비례하는 계

수이며, 는 호장길이에 대한 비례상수로   ≤ 의 값을 

사용한다.

8. 좌굴판정기준(Pin-pointing 알고리즘)

일반적으로 비선형 좌굴해석을 위한 수치계산에 있어서 구

조물의 접선강성행렬의 행렬식의 값이 0 또는 최소고유치가 

0이 되는 위치를 좌굴점으로 간주한다. 

본 논문에서는 기본경로에 대한 매개변수로 호장길이 

를 사용하였으며,  ≅일 때 극한점이나 분기점 같은 임

계점에 도달하였다고 판단한다. 이와 같이 어떤 매개변수의 

값을 통해 간접적으로 좌굴상태를 파악하는 방법을 좌굴판정

에 대한 간접법이라 하고, 직접법은 임계조건을 나타내는 확

장시스템을 이용해 임계점과 관련된 고유모드를 얻는데 사용

되며, 이를 위해 추가식이 비선형 평형방정식에 추가된다. 
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그림 2 평면아치 정점의 수직방향 하중-변위 그래프

간접법은 분기점을 찾는 방법 중 가장 일반적인 방법으로, 

임계추적 매개변수인 호장 를 계산하는데, 최소고유치나 

강성행렬의 행렬식을 사용한다. 행렬식을 이용하는 방법은 행

렬식의 부호를 통해 임계상태를 파악하는 단계에는 적용가능 

하지만(Crisfield, 1997; Fujii 등, 1993), 호장길이를 결

정하는 단계에서는 부정확한 결과를 나타내었다. 그 이유는 

호장길이가 0에 매우 근접하였을 때, 행렬식이 해석오차가 발

생하여 비정상적인 값을 나타내었기 때문이다. 이에 반해 최

소고유치를 이용하면(한상을 등, 2000; 細野秀, 1974; 

Riks, 1979; 1984; Fujii 등, 1997), 계산과정은 보다 더 

요구되지만, 행렬식을 이용하는 경우에 비해 보다 더 정확한 

임계상태 및 호장길이의 계산이 가능하였다.

임의의 -단계까지의 평형경로의 호장을 라하고, 임계점 

 에서의 고유치  를 테일러급수 전개하면 아래식과 같

이 나타낼 수 있다.

   
   

  
  ⋯ (32)

단순 분기의 경우에 대해서만 식 (32)를 고려하였던 이전 

연구(한상을 등, 2000; 細野秀, 1974; Crisfield, 1997; 

Riks, 1979; 1984)에서는, 다분기나 복합분기를 위해서는 

특해모드의 계산을 위해서 종속행렬을 소거한 강성행렬의 축

약과정이 필요하였고, 이 과정이 복잡한 분기해석을 저해하는 

수치 해석적 단점을 야기하였다(한상을 등, 2000; Choong 

등, 1993).

고유한 임계점에서의 최소고유치는 항상 
≅0이어

야 하는 조건에 의해 본 연구에서는 고유치해석 후 각각의 

고유치에 대한 보정(shift; Crisfield, 1997)을 통한 재 정

렬을 수행하여 평형경로에서 발생하는 여러 개의 임계점에서 

각각의 최소고유치 
≅0되도록 하였으며, 분기경로의 

계산을 위해서 이때의 최소고유치에 대한 최소고유벡터를 사

용함으로써, 특해모드의 계산 없이도 다분기나 복합분기의 

분기경로를 탐색할 수 있다.

식 (32)에서 고차항은 소거한 상태에서  에 대해 다시 

정리하면 다음이 나타낼 수 있다.

    

 
≅   

   
(33)

임계점에 접근할수록   →0이 되므로 다음 식으로 임계

점을 판단한다. 

      (34)

9. 분기경로 전환 알고리즘

평형경로에서 정해벡터  가 분기점() 근방에 도달하였

을 때, 분기 후 경로에 대한 초기 근사해는 분기점에 적당한 

크기를 가진 근사 분기모드 를 더함으로써 다음식의 형태

로 나타낼 수 있다.

    
 (35)

Crisfield(1997), Wriggers 등(1988)은 근사 분기모드

를 구하는데 고차항도 고려하였지만, 본 논문에서는 근사 분

기모드를 구하는데, 고차항은 고려하지 않은 상태에서 고유

벡터만 사용하여 단순분기 및 다중분기모드를 예측하였으며, 

식 (35)의 근사 분기모드에 대한 일반적인 형태로 Fujii 등

(1993, 1997)가 제안한 다음 식을 사용하였다. 

  




  (36)

( : number of zero eigenvalue at critical point)

10. 검증예제의 수행

10.1 평면아치의 분기좌굴해석

Sabir 등(1973)은 유한요소법과 변위증분법에 의해 분기

경로를 제시하였고, 細野秀(1974)는 2차원 빔요소와 호장법
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그림 3 불완전형상에 따른 정점의 하중-변위 그래프

그림 4 불완전형상에 따른 평면아치의 거동 형상

그림 5 평면프레임 정점의 수직방향 하중-변위 그래프

그림 6 평면프레임의 변형형상

를 이용하여 해석을 수행하였다. 해석모델은 細野秀(1974)

의 방법에 따라 그림 2와 같이 평면아치를 10개의 공간프레

임요소로 모델링하였고, 이에 대한 좌굴해석결과 평형경로 

상에서 4개의 분기점이 발생함을 성공적으로 해석할 수 있었

다. 특이 이전 연구(Sabir 등, 1973; 細野秀, 1974)에서는 

BP1-BP4를 연결하는 분기경로만 보고되었던 것과 달리, 본 

연구에서는 BP2-BP3을 연결하는 분기경로가 추가로 발견되

었다. 그림 3은 그림 4와 같이 기하학적 형상불완전이 도입

되었을 때의 하중-변위곡선이다. 형상불완전은 완전한 아치

형상에서 오른쪽의 지지점 위치를 중심방향으로 옮김으로써 

구조물에 비대칭성을 도입하였다. 해석결과 그림 4에서와 같

이 주경로 상에서는 완전성(대칭)을 나타내고, 분기경로나 

형상불완전에 대해서는 비대칭임을 알 수 있다. 

10.2 평면프레임의 분기좌굴해석

평면프레임에 대한 분기좌굴해석을 수행하여 Fujii 등

(1997)의 결과와 비교하여 그림 5에 나타내었다. 그림 6은 

주경로와 분기경로에 대한 변형형상이며, 해석결과 평형경로 

상에서 3개의 분기경로와 6개의 분기점을 찾을 수 있었다. 

전체적인 해석결과 및 거동특성은 Fujii 등(1997)의 결과

와 일치하였으나 좌굴하중의 크기는 차이를 보였는데, 이는 

각각의 연구에서 사용된 요소의 차이에서 발생한 것으로 판

단된다. 해석과정 중에 발생하는 3개의 분기경로 중에서 두 

번째, 세 번째 분기경로는 각각 BP4, BP5에서 주경로로 다

시 복귀하는데, 이는 본 연구의 공간프레임요소가 대변형에 

의한 강체변형을 정확히 계산하고 있기 때문이며, 부정확한 

강체변형의 계산은 분기 후 주경로로의 복귀 시 오차를 보이

게 된다(이경수 등, 2009).

10.3 공간프레임의 좌굴해석

Chu 등(1972), Kassimali 등(1991)은 등분포 절점하중
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그림 7 공간프레임 정점의 수직방향 하중-변위 그래프

그림 8 분기좌굴모드

이 작용하는 본 예제에 대한 좌굴하중으로 각각 17.355MN, 

17.413MN을 제시하였으며, 해석결과 첫번째 분기점에서의 

좌굴하중이 17.400MN으로 계산되어 이전 연구의 좌굴하중

과 거의 일치하는 결과를 얻을 수 있었다. 저자의 조사에 의하

면 아직까지 본 예제에 대한 분기경로를 제시한 이전의 연구는 

없는 것으로 판단되어 첫 번째 분기점의 좌굴하중의 비교만으

로 본 예제에 대한 정확성을 검토하였다. 그림 7과 그림 8에 

각각 주경로 및 분기경로에 대한 하중-변위곡선과 분기점에서

의 분기모드를 나타내었다. 그림 7로 부터 극한점이전에 발생

하는 2개의 분기점까지 하중-변위관계가 선형으로 거동하다가 

구조물에 갑자기 분기좌굴이 발생하고 있음을 알 수 있는데, 

분기경로의 변형형상은 그림 8의 분기모드에 종속적임을 알 

수 있다. 따라서 비대칭 접선강성행렬을 나타내는 본 연구의 

공간프레임요소와 분기좌굴해석법은 공간프레임에 대해서도 

정확한 분기모드 및 분기경로를 해석할 수 있음을 확인할 수 

있었다.

11. 결    론

본 논문에서는 대변형 공간프레임요소를 이용하여 공간구

조의 분기좌굴해석을 위한 평형경로 탐색, 좌굴판정기준, 분

기경로 전환 등의 수치해석알고리즘을 제시하였다. 

평형경로 탐색은 호장법을 사용하였고, 좌굴판정기준을 위

해서 특해모드의 계산이 필요없는 간접법을 제안하였으며, 

이를 Fujii 등(1993, 1997)의 다분기해석 알고리즘에 적용

하였다. 

 본 연구의 공간프레임요소는 유한변형과 굽힘효과를 고려

한 보-기둥식에 의해 유도되었으며, 본 연구의 분기좌굴이론

에 적용하여, 다양한 검증예제에 대한 정확한 분기좌굴해석

을 수행할 수 있었다. 검증예제의 해석결과는 기존의 연구문

헌에서 보고되었던 좌굴특성 및 분기경로 등의 결과와 일치

하거나 근접하였으며, 예제 2, 예제 3의 경우에는 추가적인 

분기경로를 탐색할 수 있었다. 

따라서 분기좌굴해석을 위한 본 논문의 해석알고리즘은 공

간구조 및 일반구조의 좌굴해석에 효율적으로 적용가능 할 

것으로 사료된다.
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