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경계요소법을 이용한 접촉해석의 효율적인 접촉면 검출기법
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요  지

본 논문에서는 경계요소법의 평면 접촉해석에 사용될 수 있는 효율적인 접촉면 검출 알고리즘을 제시하였다. 접촉면 검

출 알고리즘을 경계요소법에 적용하기 위하여, 경계요소법이 가지는 자료구조를 분석하였다. 경계요소법의 특징 중 하나인 

모퉁이 문제를 고려하여 전역검색, 지역검색, 접촉관계식 설정의 3단계로 접촉면 검출기법을 구현하였다. 전역검색은 접촉 

주요소, 부요소 개념을 도입하였으며, 지역검색에 있어서는 공간분할기법인 사지트리를 이용하였다. 접촉관계식의 설정을 

위하여 요소수준에서 절점의 접촉여부를 검토하고 최종계의 방정식에 구속조건을 할당하도록 하였다. 제시된 알고리즘을 

이용한 프로그램의 정확성과 효율성을 입증하기 위하여 수치해석을 실시하여 결과를 비교하였다.

핵심용어 : 경계요소법, 접촉면 검출, 공간분할 알고리즘, 사지트리

Abstract

This paper presents an efficient contact detection algorithm for the plane elastostatic contact problem of the boundary element 

method(BEM). The data structures of the boundary element method are dissected to develop an efficient contact detection 

algorithm. This algorithm is consists of three parts as global searching, local searching and contact relation setting to reflect the 

corner node problem. Contact master and slave type elements are used in global searching step and quad-tree is selected as the 

spatial decomposition method in local searching step. To set up contact relation equations, global contact searching is conducted at 

node level and local searching is performed at element level. To verify the efficiency of the proposed contact detection algorithm of 

BEM, numerical example is presented. 

Keywords : boundary element method, contact detection, spatial decomposition method, quad tree
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1. 서    론

접촉문제는 1896년에 Hertz가 두개의 탄성물체간의 접촉

문제를 해석적으로 풀어낸 이후로 활발한 연구가 이루지고 

있다. 현재까지 개발된 이론해는 매우 이상화된 문제에만 적

용이 가능하므로 이론해를 통한 접촉문제 해석은 매우 제한

적인 경우에만 가능한 것으로 알려져 있다(Karami, 1989). 

최근에는 컴퓨터 계산 능력의 비약적인 향상에 힘입어 기

존의 이론해로는 풀기 어려웠던, 접촉문제와 같이 복잡한 비

선형 문제에 수치해석기법을 도입하고자 하는 연구가 시도되

고 있다. 특히 현재 수치해석분야를 선도하고 있는 패러다임

인 유한요소법의 경우 다양한 연구가 진행되고 있다. 반면에 

접촉문제가 본질적으로 경계영역에서 발생하는 현상임을 주

목하여 경계요소법을 이용한 접촉문제 해석을 하고자 하는 

시도도 계속되어 왔다. 특히, 경계요소법의 경우 해석영역의 

요소망이 내부영역을 모형화할 필요가 없고, 표면력을 직접

적으로 해석에 사용함으로 접촉력의 산정이 보다 정확한 장

점이 있다.

경계요소법을 이용한 접촉문제의 해석은 Andersson 등

(1980)이 등변형 요소를 이용하여 2차원 문제를 해석한 것
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그림 1 경계절점위의 표면력과 변위분포

이 시발점으로 알려지고 있으며, 이를 시작으로 하여 경계요소

법에 적용할 수 있는 다양한 접촉요소가 개발되었다(Karami, 

1989; Olukoko 등, 1993; Paris 등, 1995; Bangyong 

등, 2005). 접촉문제에서 나타나는 비선형성은 경계비선형

으로 불리는데, 이는 접촉면의 면적이 가해지는 하중에 따라 

지속적으로 변하는 현상을 의미한다. 즉, 접촉면의 면적이 접

촉면에서 발생하는 상호 작용력의 형태와 크기에 따라 하중

단계별로 지속적으로 변하는 경계비선형문제를 유발함으로, 

접촉해석을 위해서는 접촉면이 발생하는 위치와 크기 및 접

촉면에서 발생하는 상호작용력 산정이 선행되어야 함을 의미

한다(Zhong 등, 1996; Greco 등, 2004). 특히 접촉면의 

요소망은 고밀도의 요소망이 요구되고, 비선형 해석의 모든 

과정에서 접촉면의 검출이 필요하므로 접촉해석 과정의 40%

이상의 시간이 접촉면 검출에 소요되는 것으로 알려져 있다

(Zhong 등, 1996). 국내에서는 이기수 등(2000)과 김용언 

등(2007)에 의하여 유한요소법에 적용할 수 있는 접촉면 검

출기법이 연구된바 있다.

이와 같이 접촉면 검출이 접촉문제의 주요한 문제임에도 

불구하고, 경계요소법에서는 아직까지 효과적인 접촉면 검출

을 위한 연구가 독자적으로 수행된 바가 없다. 따라서, 본 논

문에서는 경계요소법의 특징을 고려하여 효과적으로 2차원 

접촉문제의 접촉면을 검출할 수 있는 알고리즘을 제안하고자 

한다.

본 논문의 구성순서는 2장에서 경계요소법의 정식화 과정

과 특성에 대하여 간략히 언급하고, 이를 바탕으로 3장에서 

접촉면 검출 알고리즘을 제안하였다. 4장에서는 수치해석을 

수행하여 제시된 알고리즘의 정확성과 효율성을 검증하였다. 

5장에서는 개발된 알고리즘의 핵심내용과 성능을 기술하

였다.

2. 경계요소법의 접촉문제

2.1 경계요소법의 정식화

언급하였듯이 접촉문제는 해석영역 내부의 영역간 접촉면

(interface)에서 발생하는 상호작용력과 접촉면적이 해석의 

주요 인자로서, 이에 대한 경계요소법의 일반화된 접근 방법

은 자기 접촉문제(self contact problem)을 제외한 경우 해

석영역을 다수의 부영역(sub region)으로 분할하는 것이다. 

이렇게 분할된 영역은 하나의 독립된 계로서 다루어지고 이

는 일반적인 경계요소법의 적분방정식을 따라 구성된다. 이

를 식으로 나타내면 식 (1)과 같이 나타낼 수 있다.

(1)

여기서, 적분영역 는 번째 부영역을 나타내며, 적분영역 


는 해당 부영역의 경계를 나타낸다. 부영역의 경계는 

접촉상태에 따라 접촉면은 적분영역 로 나타내고 접촉하지 

않은 면은 로 나타내었다.

이 경계 적분식은 켈빈문제의 일반해를 이용하여 아래의 

식 (2)와 (3)을 사용하여 구체화할 수 있다.

(2)

(3)

이 경계 적분식을 풀기 위하여 접촉문제의 경계조건을 적

용하는 방식은 다양한 방법이 개발되어 있으나, 본 논문에서

는 Gao 등(2000)이 제시한 방법을 따랐다.

2.2 경계요소법의 모퉁이 문제

자기 접촉문제를 포함한 모든 접촉문제의 접촉면 검출은 

본질적으로 독립된 계의 공간점유형태에 따라 수행된다. 유

한요소법의 경우 한 절점에서 변위와 하중조건이 모두 결정

되므로 절점의 위치만으로 구조계의 평형방정식을 구성할 수 

있지만 경계요소법은 이와는 다른 특징을 갖는다. 

경계요소법으로 구성되는 계의 외부절점이 평평(flat)한 경계

위의 점이 아니면, 흔히 모퉁이 문제(corner node problem)

으로 불리는 문제점이 발생한다(Brebbia 등, 1992). 이는 

표면력이 경계의 법선벡터에 의하여 결정되므로 그림 1과 같



김문겸․윤익중

한국전산구조공학회 논문집 제22권 제5호(2009.10) 441

그림 2 접촉문제 해석을 위한 경계요소법의 요소망 예시

이 서로 다른 법선벡터를 갖는 요소의 경계절점 위에서는 하나

의 동일한 변위와 서로 다른 표면력(multi-valued traction) 

값이 발생하는 것을 의미한다.

따라서 경계요소법에서 접촉면 검출은 절점의 위치만을 판

단하여 접촉면이 결정되는 유한요소법과는 달리, 절점과 요

소의 접촉상태를 동시에 고려하여야 한다. 이는 요소와 절점

의 접촉상태에 따라 계의 접촉조건이 상호독립적으로 생성됨

을 의미한다. 즉, 변위제약조건은 절점의 접촉상태에 따라 결

정되고, 표면력의 제약조건은 요소간의 접촉상태에 따라 접

촉요소에 일대일 대응으로 부여된다. 이를 고려하여 본 논문

에서는 모든 절점과 절점의 공간분포를 검사하여 접촉여부를 

판단하고, 계산된 절점의 접촉상태를 요소수준에서 검사하여 

요소의 접촉여부를 결정하였다. 접촉검사가 요소와 절점에 

대하여 모두 수행되었을 경우 접촉상태는 아래에 열거된 것

과 같이 5가지의 상태로 구분할 수 있으며, 각 경우에 따라 

식 (4)와 (5)를 이용하여 접촉하는 계의 구속조건을 설정할 

수 있다.

•접촉이 발생하지 않은 경우：독립된 계로서 해석

•절점만 접촉한 경우：절점의 변위는 식 (4)에 의해 한

정됨

•절점과 진입요소가 접촉한 경우：절점의 변위는 식 (4)

를 따르며, 상응하는 진입요소의 절점의 표면력은 식 

(5)를 따름

•절점과 진출요소가 접촉한 경우：절점의 변위는 식 (4)

을 따르며, 상응하는 진출요소의 절점의 표면력은 식 

(5)를 따름

•진출요소와 진입요소가 접촉한 경우：식 (4)와 (5)가 

절점의 변위와 표면력 제약조건이 됨


  

   
  

 (4)


 

   
 

   (5)

3. 경계요소법의 접촉 검색알고리즘

경계요소법의 요소망은 해석대상 차원보다 한차원 낮은 수

준에서 구성되지만, 접촉면의 검출은 각각의 독립된 영역이 

공간상에 분포하고 있는 위상을 검토해야 함으로 해석대상 

영역과 같은 차원으로 수행된다. 비록 본 논문에서 제시되는 

알고리즘이 사지트리의 확장인 팔지트리를 이용하여 3차원까

지 확장할 수 있으나, 알고리즘의 완결성을 위하여 2차원 영

역의 검출 알고리즘으로 한정하였다. 

3.1 전역검색

효율적인 접촉면 검출 알고리즘 구축은 해석 영역이 접촉할 

수 있는 부분을 한정짓는 것으로 시작할 수 있다. 즉, 접촉면

이 발생하지 않거나, 해석 시작전에 결정된 접촉면이 해석이 

끝난 후에도 동일한 접촉상태를 유지하는 경우에는 접촉면 검

출에 소요되는 시간은 없음으로 가장 효율적인 접촉알고리즘

이라 할 수 있다. 비록, 완전접촉문제(stick condition)을 제

외한 대부분의 문제가 위의 조건을 만족시키지는 못하지만, 

접촉영역을 접촉이 발생할 수 있는 영역과 발생할 수 없는 영

역으로 한정하는 것은 가능하다. 일례로 그림 2에 나타난 접

촉문제는 2개의 부영역이 접촉하는 영역 
∩의 크기를 해

석 전에 결정할 수는 없으나, 접촉영역의 크기를 사각영역 

안으로 한정짓는 것은 쉬운 일이다.

본 논문에서는 이를 이용하여 예상되는 접촉지역의 요소망

을 사전에 접촉 주요소(contact master element)와 접촉 

부요소(contact slave element)를 이용하여 구분하였다. 

이는 유한요소법이 접촉 주절점(contact master node)과 

접촉 부절점(contact slave node)를 이용하는 것과는 상이

한데, 이러한 차이가 발생하는 것은 경계요소법이 가지는 모

퉁이 문제 때문이다. 모퉁이 문제로 인하여 경계절점에 접촉

조건을 부과할 경우 접촉요소와 비접촉요소의 경계점에서 추

가적인 가상절점(dummy node)이 필요하게 되어, 이를 처

리하는 불필요한 비용이 발생한다. 따라서, 본 논문에서는 모

든 절점이 동일한 자료구조를 갖도록 설계하고, 요소가 접촉

상태를 검사하도록 하였다. 제시된 접촉요소의 주된 역할은 

2가지로, 첫 번째는 접촉영역을 한정하여 검사영역을 줄이는 

것이며, 두 번째는 최종계의 방정식에 영역간의 관계 방정식

을 기술하기 위하여 사용된다.

3.2 지역검색

접촉 주요소와 부요소를 통하여 접촉면을 해석영역의 일부

분으로 한정지을 수 있지만, 최종적인 접촉여부는 지역검색
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그림 3 사지트리를 이용한 지역검색 그림 4 접촉요소와 절점의 관계도

을 통하여 이루어진다. 지역검색에서는 해석영역의 공간분포

를 검토하기 위해 영역과 관계없이 주요소와 부요소에 속한 

모든 절점을 공간상에 분포시키고 2점이 동일한 위치에 놓여 

있는지를 확인한다. 2차원에서 해석 영역이 접촉하였을 때는 

주요소와 부요소의 절점이 요소의 형상 함수에 따라 구성되

는 1차원 공간에 위치하지만, 1차원 공간상에서는 절점의 공

간적 분포를 확인할 수 없다. 그러므로 대상이 되는 모든 절

점을 탐색해야 한다. 이는 계산기하학(Forrest, 1971)의 공

간복잡도 개념을 따를 때 으로 매우 비효율적인 알고

리즘이 된다. 따라서 본 논문에서는 의 공간복

잡도를 갖는 사지트리를 이용하여 2차원 공간에 분포한 경계

요소의 절점을 검사하여 접촉절점을 검출하였다. 전술하였듯

이, 경계요소법의 접촉면은 변위와 표면력 조건이 따로 결정

되기 때문에 절점이 동일한 공간을 점유하고 있다면 변위구

속조건이 최종계의 방정식에 추가되어야 하고, 요소가 동일

한 공간에 놓여 있다면 표면력구속조건이 추가되어야 한다. 

본 연구에서는 이를 분리하여 지역검색에서는 절점의 접촉만

을 판단하고 요소의 접촉은 최종계의 방정식을 요소내 절점

의 접촉상태를 이용하여 판단하였다.

그림 2의 접촉문제에 사지트리를 적용하여 지역검색을 수

행하였을 경우 그림 3과 같은 결과를 얻을 수 있다. 사지트

리 구성은 주요소와 부요소를 둘러싸는 사각영역을 구성하는 

것으로 시작한다. 이 사각영역은 다시 내부를 4등분하는 4분

체(quadrant)로 분할되며, 절점이 사분체 내부에 위치할 경

우 재귀적으로 사분체를 분할하여 절점의 공간적 위치를 확

인한다. 이 재귀분할알고리즘은 모든 절점의 위치가 확인되

거나 더 이상 공간을 분할할 수 없을 경우 종료된다. 

그림 3의 중앙에 위치한 밝은 음영으로 표시된 사각형은 

전역검색의 결과로 한정된 접촉영역을 나타내며, 내부의 어

두운 음영으로 표시된 사각형은 해당 사분면에 절점이 들어 

있는 경우를 나타낸 것이다. 절점의 접촉은 어두운 음영으로 

표시된 사분체 내에 주요소와 부요소의 절점이 각각 1개 이

상 존재하는 경우만 검토하면 된다. 검색이 필요한 사분체의 

절점은 별표로 표시하였다. 절점간 접촉은 식 (6)과 같이 1

차원 노름(norm)을 이용하였다.

        (6)

3.3 관계방정식의 설정

지역검색을 통하여 절점의 접촉여부가 결정되면, 표면력 

제약 조건을 검토하기 위하여 요소간의 접촉여부를 검사하여

야 한다. 요소의 접촉여부는 요소내의 절점의 접촉상태를 검

사하여 실행할 수 있다. 이 과정은 절점에 경계요소를 부여

하는 과정에서 수행되기 때문에 프로그램 수행에 대한 추가

적인 비용이 발생하지 않는다.

절점과 요소의 접촉상태가 결정된 후에는 최종 방정식을 

구성하기 위하여, 접촉영역에 추가적인 관계방정식을 설정하

여야 한다. 변위에 대한 관계방정식은 접촉하는 모든 절점에 

대하여 일괄적으로 식 (4)를 이용하여 생성할 수 있다. 표면

력 제약 조건의 경우 요소의 법선벡터에 의하여 결정되므로 

요소와 절점의 관계를 고려해야 한다. 한 영역이 다른 영역

과 접촉할 경우 반드시 그림 4와 같이 접촉면의 법선벡터는 

서로 180만큼의 위상차이를 갖게 되므로 항상 서로 접촉

하는 절점의 진입요소와 진출요소가 접촉상태를 이루게 된

다. 따라서 접촉하는 모든 요소의 절점에 작용하는 표면력은 

진입요소위의 절점일 경우, 후행요소의 법선에 따른 표면력 

값을 가지며 반대로 진출요소 위의 절점일 경우 선행요소의 

법선에 따른 표면력 값을 가지게 된다. 이를 이용하여 표면

력의 추가 방정식은 식 (5)를 적용하여 생성할 수 있다.
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그림 5 수치해석예제의 요소망
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그림 6 접촉면에서의 접촉응력 값

그림 7 프로그램 수행 시간

4. 평면 내 펀치 문제

제시된 알고리즘의 실효성을 증명하기 위하여 전통적인 접

촉문제인 평면 내 펀치문제를 해석하였다. 해석에 사용된 요

소망은 그림 5에서 확인할 수 있다. 요소망은 298개의 절점

과 190개의 접촉 주요소, 190개의 접촉 부요소로 구성된다. 

그 외의 요소는 모두 선형요소를 사용하였다. 해석결과의 신

뢰성을 타진하기 위하여 유한요소법의 해석결과와 비교하였

다. 유한요소해석은 범용프로그램인 ABAQUS를 사용하였으

며, 접촉해석 알고리즘은 라그랑지 계수법을 적용하였다. 경

계요소법은 유한요소법과 달리 경계면만 이산화되기 때문에 

등가의 요소망을 구축하는 것은 매우 피상적인 작업이 되므

로, 접촉면의 요소망의 형태가 비슷해지도록 유한요소망을 

구성하였다. 

개발된 프로그램에 의한 접촉응력과 유한요소법에 의하여 

얻어진 결과를 그림 6에 도시하였다. 접촉응력의 최대값은 

접촉면이 끝나는 지점에서 발생하며, 이때 경계요소법에 의

하여 구해진 결과는 유한요소법에 비하여 매우 크게 발생한

다. 이 문제에 대한 접촉해석의 일반해가 알려져 있지는 않

지만, 유사한 문제인 강성펀치가 평면위에 작용하였을 때의 

접촉응력이 접촉면 끝단에서 무한대로 수렴하는 것(Johnson, 

1985)을 고려하면 경계요소해석에 의한 결과가 보다 좋은 

것으로 사료된다.

그림 7은 제시된 알고리즘의 효율성을 확인하기 위하여 

개발된 프로그램을 프로파일링 한 결과이다. 프로파일링은 

Linux기반의 PC에서 Gprof를 사용하였다. 그림 좌측의 A

원은 원초적인 접촉문제로 예제문제를 해석하였을 때 소요된 

시간이며, 우측의 사각영역 B는 개발된 알고리즘을 적용하였

을 때 소요된 시간이다. 각 10회씩 수행하여 얻은 결과의 평

균 시간은 원초적인 방법의 경우 1.76초이고, 개발된 알고리

즘에 의한 것은 1.66초 소요되었다. 이와 같이 제시된 알고

리즘을 통하여 전체 해석 프로그램이 약 6% 가량 수행능력

이 향상되었음을 알 수 있다.

5. 결    론

본 논문에서는 효율적인 접촉면 검출을 위하여 경계요소법

의 접촉문제를 위하여 필요한 자료구조를 분석하였다. 분석

된 자료구조를 바탕으로 접촉면 검출을 전역검색, 지역검색, 

관계방정식 성립의 3단계로 구분하여 해당 단계에 적용할 수 

있는 알고리즘을 제시하였다. 

첫 번째 알고리즘은 해석영역을 접촉이 발생할 수 있는 부

분과 그렇지 않은 부분으로 한정짓는 것으로, 이를 위하여 

접촉 주요소와 접촉 부요소 개념을 도입하였다. 두 번째 단

계에서는 한정된 접촉영역에 존재하는 절점간의 공간분포관
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계를 계측하기 위하여 공간분할알고리즘인 사지트리를 이용

하여 절점간의 공간분포를 확인하도록 하였다. 최종적으로 

요소에 속한 절점의 접촉상태를 검사함으로써, 계의 최종 방

정식을 풀기위한 추가관계식을 작성하도록 하였다.

공간분할 알고리즘은 요소와 절점의 공간분포와 자료의 정

렬에 따라 다른 수행능력을 보일 수 있음으로 모든 경우에 

대하여 항상 일정한 수행능력향상을 보장할 수 없으나, 동해

석과 같이 넓은 공간에서 움직이는 물체나 하중단계가 급격

히 변하고 보다 많은 절점을 가진 경우에 사지트리를 적용하

면 공간 복잡도를 수준으로 낮추어 보다 효율적인 

접촉면 검출이 가능하다.

개발된 알고리즘의 실효성을 검증하기 위하여 대표적인 평

면접촉문제인 평면위의 펀치문제를 해석하고, 이를 범용 유

한요소프로그램의 결과와 비교하였다. 또한, 원초적인 방법과 

제시된 접촉면 검출 알고리즘을 토대로 개발된 프로그램을 

프로파일링 하여 본 논문의 방법이 약 6% 가량 빠른 해석을 

수행하고 있음을 확인하였다.
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