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포아송비의 임의성에 의한 영향
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요  지

복합재료는 재료적, 역학적으로 뛰어난 특성을 가진 재료로서 엔지니어링분야의 많은 부분에 적용되고 있다. 특히 무게 

대비 강성비가 높은 특성을 가지고 있으며 다양한 형상에 대한 성형성도 뛰어나다. 그러나 재료의 특성상 두 가지 재료를 

조합하여 제작하는 복잡한 과정은 재료상수에 높은 임의성을 야기할 가능성이 있다. 본 연구에서는 재료상수 중 포아송비

의 공간적 임의성을 고려한 추계론적 유한요소해석 정식화를 제시한다. 직교이방성 복합적층구조의 두 재료축에 대한 상호

관계를 적용하여 두 재료축방향의 포아송비를 하나의 대표값으로 나타내었고, 이를 합력-변형률관계에 적용하였다. 이를 

통하여 합력-변형률관계를 포아송비의 변동항의 수학적 표현인 추계장함수의 차수에 따라 분해된 형태로 유도하였고, 이

를 정식화에 적용하여 응답분산계수를 제시하였다. 제시한 응답분산계수는 몬테카를로 해석의 결과와 비교하였다.

핵심용어 : 복합재료, 복합적층구조, 임의성, 응답분산계수, 추계장함수

Abstract

Composite materials have been employed in the various engineering applications due to high mechanical performances including 

high strength-weight ratio and high degree of free formability. Due to complex manufacturing process, however, it can have 

intrinsic randomness in the material constants which affect the deterministic behavior of the composite structures. In this study, we 

suggest a formulation for stochastic finite element analysis considering the spatial randomness of Poisson’s ratio. Considering the 

reciprocal relation between elastic moduli and Poisson’s ratios in the two mutually orthogonal axes, one of two values of Poisson’s 

ratio can be expressed in terms of the other. Using this, the relation between stress resultants and strains is derived in the 

ascending order of power of the stochastic field function, which can be directly used in the formulation to obtain the coefficient of 

variation of responses. The adequacy of the proposed scheme is demonstrated by comparison with the results of Monte Carlo 

analysis.

Keywords : composite material, laminated composite, randomness, coefficient of variation, stochastic field 

function
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1. 서    론

복합재료는 재료적인 특성이 우수하여 공학의 다양한 분야

에서 적용되고 있는 재료로서, 강도가 높고, 강도 대비 무게

가 적으며, 성형성(formability)이 좋은 특성을 가지고 있

다. 특히 무게대비 강도 또는 강성이 높은 부분에 탁월한 성

능을 보이며(Pavlovic, 2005), 항공, 차량, 해양 등 다양한 

구조분야에 사용되고 있다. 그러나 복잡한 제작 과정에 의하

여 복합재료의 재료적 임의성(randomness)은 일반재료에 

비하여 높게 나타나고 있다(Vinckenroy, 1995). 구조계의 

임의성은 재료 뿐만 아니라 작용하중은 물론, 구조의 기하학

적 형상에서도 나타나므로 구조계의 모든 인수가 임의성을 

가지고 있다고 보아도 큰 무리는 없을 것이며, 따라서 추계

론적 해석의 중요성은 매우 높게 된다. 
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추계론적 해석과 유한요소법을 결합한 추계론적 유한요소

해석(Stochastic FEM)은 유한요소법을 이용한 확률론적 

해석법으로서 80년대부터 현재까지 활발하게 연구가 진행되

고 있는 분야이다(Liu 등, 1986; Vanmarcke, 1983). 추

계론적 유한요소해석의 역사는 초기에는 통계학적 방법인 몬

테카를로 해석(Monte Carlo techniques; Shinozuka, 

1972)에 기초하였고, 그 후 간접적이며 이론적인 방법인 비

통계학적 해석법들이 개발되어 왔다(최창근, 1995; Deodatis 

등, 2003; Falsone 등, 2002; Singh, 2009). 최근에는 

컴퓨터의 역량이 크게 증대되면서 다시 몬테카를로 해석법에 치

중하는 방향으로 진행되고 있으며, 추계장의 생성 등 이를 위한 

기본 연구들이 진행되고 있다(Fenton 등, 1990; Grigoriu, 

2004). 그러나 몬테카를로 방법은 해석에 많은 시간이 소요

됨은 물론 그 근간이 되는 난수의 발생에 큰 어려움이 있으

므로 이 또한 많은 제한이 따르게 된다.

본 연구에서는 구조재료의 인수 중 하나인 포아송비(Poisson’s 

ratio)의 공간적 임의성이 구조거동에 미치는 영향을 판단하기 

위한 유한요소해석 정식화를 제시한다. 특히 복합재료구조에

서 포아송비의 임의성 영향 평가를 위한 정식화에 그 초점을 

맞추고자 한다. 복합재료는 재료구성에서의 특성에 따라 직교

이방성을 나타내며, 두 방향으로의 재료상수는 복합재료를 이

루는 두 재료의 부피비에 따라 결정되고, 일반적으로 두 재료

축방향에 대한 탄성계수는 큰 차이를 보이게 된다. 포아송비의 

경우, 두 재료축에 대하여 각기 다른 값이 결정되지만, 이들은 

두 방향의 탄성계수와 상호 연관되어 있으며, 결과적으로 하나

의 독립된 값으로 표현할 수 있다(Reddy, 1997). 본 연구에

서는 이러한 사실에 기초하여 합력과 변형률의 관계식을 재구

성하여 임의성을 나타내는 추계장함수(stochastic field 

function)의 차수별로 정리된 합력-변형률관계를 구성하고 이

를 정식화에 이용하였다. 포아송비는 정규분포 추계장으로 추

계론적 등방성(stochastic homogeneity)을 가지는 확률변수

로 가정하였다. 재료상수에 대한 정규분포 가정은 변동계수

(coefficient of variation)가 적은 경우 여러 분야에서 채택

되고 있다(Schuëller, 2007). 제안된 정식화는 몬테카를로 

해석법에 의한 결과와 비교하여 그 타당성을 검증하였다.

2. 임의성 모델링

2.1 재료인수의 공간적 임의성

구조의 거동을 지배하는 모든 인수들은 어떤 형태로든 공

간적 혹은 시간적 임의성(randomness)을 가진다. 여기서는 

재료인수의 공간적 임의성에 의한 구조거동의 변동에 대하여 

논하며, 재료인수의 임의성에 대한 물리적 특성은 차 모멘

트로 일컬어지는 통계적 특성치로 모사한다. 

일반적으로 어떤 인수의 공간적 임의성은 그 확률분포의 

형태와 관계없이 평균항과 이에 추가되는 변동항의 합으로 

나타낼 수 있다. 따라서 평균항을 중심으로 본다면 변동항이 

그 인수의 확률분포를 결정하게 된다. 정규분포 등 일부 확

률밀도함수는 우함수 형태의 확률밀도함수를 가지나, 그렇지 

않은 경우에 대해서도 평균항과 변동항의 합으로 나타내는 

것은 가능하다. 

그러므로 어떤 인수 p에 대한 공간적 임의성은 인수의 

평균 pμ 와 함께 다음과 같이 나타낼 수 있다.

( ) ( )p x p p xμ δ= + (1)

식이 나타내는 바와 같이 평균항은 하나의 상수이며, 변동

항은 공간좌표 x의 함수로 주어진다. 임의인수의 분산은 인

수의 평균을 중심으로 한 변동항의 제곱에 대한 평균으로 정

의되므로 다음과 같다.

( )22 2
p p p pσ ε ε δ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − = ⎣ ⎦⎣ ⎦ (2)

여기서, 변동항 pδ 를 어떤 함수와 연계하여 인수의 평균과 

함께 ( ) ( )pp x x pμδ ϕ= 로 가정할 수 있다. 여기서 나타난 새

로운 함수 ( )p xϕ 를 추계장함수(stochastic field function)

라고 한다. 즉, 추계장함수는 인수의 변동항을 평균항으로 표

현하기 위한 가중함수라고 할 수 있다. 이 경우 인수의 분산은 

다음과 같다.

( )2 2 2 2
p pp p xμσ ε δ ε ϕ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ (3)

따라서 평균에 대한 표준편차의 비율을 나타내는 변동계수

(coefficient of variation) pα 는 다음과 같이 추계장함수

로 표현되며, 이는 추계장함수의 표준편차와 동일하게 됨을 

알 수 있다.

( )2p
p p xp ϕ

μ

σ
α ϕ σ= = = (4)

즉, 임의인수의 분산계수는 그 인수의 변동항을 표현하기 

위한 가중함수인 추계장의 표준편차와 같다.

변동항에 대한 가정식을 식 (1)에 대입하면, 임의인수를 평
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균항과 추계장함수로 표현하는 것이 가능하며 식 (5)와 같다.

( ) ( ) ( )1 pp x p p x p xμ μδ ϕ⎡ ⎤= + = +⎣ ⎦ (5)

아래첨자 μ 는 평균을 의미하여, 앞으로도 동일한 표기법

을 사용한다.

2.2 임의포아송비의 모델링

식 (5)를 따르면 공간적 임의성을 가지는 포아송비는 다음

과 같이 쓸 수 있다.

( ) ( )1 , sx x x Dμ νν ν ϕ= + ∈⎡ ⎤⎣ ⎦ (6)

추계장함수는 재료인수가 음의 값을 가지는 경우를 배제하기 

위하여 ( )1 1xϕ ν ϕε ϕ ε− + ≤ ≤ − 의 범위에 있는 것이 타당하며, 

이 경우 0 1ϕε< < 의 값을 가진다. 여기서, sD 는 구조의 영역

을 나타낸다. 식 (6)에서 알 수 있듯이 ν 의 평균이 μν 이므로, 

추계장함수 νϕ 의 평균은 0이다. 즉, [ ] 0.0νε ϕ = . 여기서 [ ]ε •

는 평균연산자를 나타낸다.

3. 복합적층구조의 응력-변형률 관계

3.1 임의포아송비를 고려한 응력-변형률관계 유도

복합적층구조 분야에서 일반적으로 사용되고 있는 표기법

을 적용하면, 번째의 단일층에서의 응력-변형률 관계는 식 

(7)과 같이 면내부분과 전단부분으로 나누어 나타낼 수 있

다. 면에 연직한 방향의 응력은 무시한다.

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),k k k k k k
p p p s s sQ Qσ ε σ ε= = (7)

식 (7)의 각 벡터 및 행렬의 형태는 다음과 같다.

( )

( )

( )

( )

1 2 6

1 2 6

4 5

4 5

Tk
p

Tk
p

Tk
s

Tk
s

σ σ σ σ

ε ε ε ε

σ σ σ

ε ε ε

=

=

=

=

( )

( )

( )
( )11 12

44
12 22

55
66

0
0

0 ,
0

0 0

k
k

k k
p s

Q Q
Q

Q Q Q Q
Q

Q

⎡ ⎤
⎡ ⎤⎢ ⎥= = ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

(8)

행렬 
( ) ( ),k k
p sQ Q 각 요소의 구체적인 형태는 다음과 같다. 

1 12 2 2
11 12 22

12 21 12 21 12 21

44 23 55 13 66 12

, ,
1 1 1

, ,

E E EQ Q Q

Q G Q G Q G

ν
ν ν ν ν ν ν

= = =
− − −

= = =
(9)

평면에 존재하는 복합적층구조의 경우 평면응력을 가정할 

수 있으므로, 식 (9)에 나타난 6개의 인수는 독립적인 인수

가 된다. 즉, 일반적인 3차원 관계에서 나타나는 상호관계 

ij i ji jE Eν ν= 를 적용한다면, 21ν 은 12ν 로 표현이 가능하

다: 21 12 2 1E Eν ν= . 따라서 식 (9)의 첫 세 항은 포아송비의 

대표적인 값인 12ν 만의 함수로 나타낼 수 있다. 즉, 

1 12 2 2
11 12 222 2 2 2 2 2

12 12 12

, ,
1 1 1E E E

E E EQ Q Q
r r r

ν
ν ν ν

= = =
− − − (10)

여기서, Er 는 복합재료의 두 방향에 대한 탄성계수에 대한 비

로서 2 1Er E E= 이다. 식 (10)의 형태는 급수전개를 통하

여 무한합으로 표현이 가능한 ( )1 1 x− 의 형태로서 이에 대

한 Taylor전개를 수행할 경우 다음과 같이 나타낼 수 있다.

2 3

0

1 1
1

i

i
x x x x

x

∞

=

= + + + + =
− ∑L (11)

그러므로 식 (10)의 각 식들도 이들 무한합의 형태로 표

현이 가능하다. 식 (6)에 따라 ( ) ( )12 12 1x xμ νν ν ϕ= +⎡ ⎤⎣ ⎦ 를 

식 (10)에 대입하여 이를 전개하면, 무한합은 탄성계수비 Er

와 평균포아송비 12μν , 그리고 추계장함수 ( )xνϕ 로 표현된

다. 이 경우 전개된 식은 동차의 추계장함수에 대하여 정리

가 가능하며, 다음의 식 (12)와 같이 유도 전개할 수 있다.

2 3
11 1 22 2 0 1 2 3

2 3
12 2 0 1 2 3

, i
i
i

i

Q E Q E a a a a a

Q E b b b b b
ν ν ν ν

ν ν ν ν

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

= + + + + =

= + + + + =

L

L
(12)

무한전개식에 나타난 상수들은 다음과 같이 조합(combi-

nation)연산을 포함하는 식으로 나타나며, 추계장함수의 차수

에 따라 규칙적인 특성을 나타낸다.

( )

( )
( )

( )

2

0 12
1

2

12
1, 2

2
1 ,

0

2
, 1, 2,

k

E
k

k

i E
k k i

k
a r

k
a r i

i

μ

μ

ν

ν

∞

=

∞

= ≥

⎛ ⎞
= + ⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

∑ L
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( )

( )
( )2 1 2 1

12
1, 2 1

2 1
, 0,1,k k

i E
k k i

k
b r i

iμν
∞

− −

= − ≥

−⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ L (13)

여기서, 괄호안의 연산 
n
r

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

은 조합연산 ( )
!

! !n r
nC

r n r
=

− 을 

나타낸다.

3.2 전체좌표계에서의 응력-변형률 관계

복합재료적층구조의 각 층은 전체좌표계와 임의의 각도를 

가지고 적층되며 이들은 전체 강성에 기여하게 된다. 따라서 

재료의 주축에 대해서 얻은 3.1의 응력-변형률관계는 전체좌

표계로 변환되어야 한다. 변환된 요소들을 윗줄 바를 사용하

여 나타내면 식 (14)와 같다. 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

4 4 2 2
11 11 22 12 66

4 4 2 2
22 11 22 12 66

4 4 2 2
66 66 11 22 12 66

4 4 2 2
12 12 11 22 66

3
16 11 12 66 12

cos sin 2 2 sin cos

sin cos 2 2 sin cos

sin cos 2 2 sin cos

sin cos 4 sin cos

2 sin cos

Q Q Q Q Q

Q Q Q Q Q

Q Q Q Q Q Q

Q Q Q Q Q

Q Q Q Q Q Q

θ θ θ θ

θ θ θ θ

θ θ θ θ

θ θ θ θ

θ θ

= + + +

= + + +

= + + + − −

= + + + −

= − − + −( )
( ) ( )

3
22 66

3 3
26 11 12 66 12 22 66

2 sin cos

2 sin cos 2 sin cos

Q

Q Q Q Q Q Q Q

θ θ

θ θ θ θ

+

= − − + − +

(14)

여기서, 회전각 θ 는 전체좌표계로부터 재료주축까지의 각으

로 반시계방향을 양의 값으로 하여 결정된다.

식 (14)의 관계에 식 (12)에서 얻어진 결과를 직접 대입

하면, 변환된 응력-변형률관계는 등차인 추계장함수 ( )k
νϕ 의 

항으로 ( )
k

ij ij kQ q νϕ= 로 쓸 수 있으며, 이를 행렬의 형태로 다

시 나타내면 다음의 결과식를 얻을 수 있다.

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
0 1 2 , 0,1, 2,l

l lϕ ϕ ϕ= + + + = =Q Q Q Q QL L (15)

( ) ( ) ( ), , 1, 2, 6l ij lq i j⎡ ⎤= =⎣ ⎦Q (16)

여기서, ( )ij kq 는 1 2, , , ,i iE E a b θ 의 함수이다.

3.3 적층의 효과를 고려한 응력-변형률관계 

적층복합구조의 각 층은 면내 신축거동(extensional beha-

vior)과 면외 휨거동(flexural behavior) 그리고 이들 두 거

동 사이의 연성거동(coupling behavior) 등을 나타낸다. 이

를 모두 모사할 경우 유한요소의 각 절점은 5개의 자유도를 

가진다. 세 개의 개별적인 거동에 대한 합력-변형률관계는 각 

층에서의 기여도를 고려하여 두께방향으로의 적분을 통하여 

얻게 되며 식 (17)과 같이 구성할 수 있다. 여기서 합력은 신

축방향의 연직력과 휨방향의 모멘트, 그리고 이들 사이의 연

성작용을 나타내는 항 등을 말한다.

( ) ( ) ( ) ( )/ 2 2
1/ 2

1

1, , 1, ,
LNh k m m

ij ij ij ij ij k kh
k

A B D Q y y dy Q y y
m +−

=

= = −∑∫
(17)

A, B, D는 각각 신축거동, 연성거동, 그리고 휨거동에 대

한 강성을 나타내며, 각 경우에 대하여 은 1, 2, 3의 값이 

해당된다. LN 은 적층의 총 수이며, 는 복합적층판의 두께

를 나타낸다. 중립축으로부터 각 층까지의 거리는 ky 이다. 

식 (15)에 보여진 바와 같이 각 층의 응력-변위관계는 추계

장함수의 차수별로 분해된 부분행렬로 나타나므로 A, B, D 

세 행렬도 분해된 형태로 나타낼 수 있으며, 이들 행렬의 구

체적인 형태는 식 (18)과 같다. 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )1

1

1, ,
LN

l l l k m m
ij ij ij k kij l

k
A B D q y y

m +
=

= −∑ (18)

따라서 임의포아송비를 포함하는 합력-변형률관계는 다음

과 같이 쓸 수 있다.

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ), 1, 2,

l ll l
l l

l ll l
x l

ϕ ϕ
ϕ

ϕ ϕ

⎡ ⎤⎡ ⎤
= = = =⎢ ⎥⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

A B A B
E E

B D B D
L

(19)

4. 임의성을 포함하는 요소강성행렬의 구성

4.1 평균강성행렬과 변동강성행렬

공간적 임의성을 가지는 포아송비에 의하여 구성행렬이 추계

장함수의 함수로 표현되었으므로 요소강성행렬은 추계장함수를 

포함하지 않는 부분과 포함하는 부분으로 나뉘게 된다. 즉, 

d
T

v
dv= = + Δ∫k B EB k k (20)

추계장함수를 포함하지 않는 부분인 dk 는 확정론적 유

한요소해석에서 얻게 되는 강성행렬과 동일한 것으로서, 
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( )0T
d v

dv= ∫k B E B 이다. 반면, 변동항에 해당하는 Δk 는 아

래와 같다.

( )( )lT l

v
dvϕΔ = ∫k B E B (21)

확정론적 강성행렬은 일반적인 경우 평균강성행렬과 같은 

형태를 가지나, 임의포아송비에 의한 평균강성행렬은 확정론

적 강성행렬과는 다른 형태를 가지게 된다. 강성행렬에 대한 

평균연산은 다음과 같다.

[ ]T

v
dvμ ε= ∫k B E B ( )0T

v
dv= +∫ B E B

( ) [ ] ( )1 2 2T T

v v
dv dvε ϕ ε ϕ⎡ ⎤+ +⎣ ⎦∫ ∫B E B B E B L (22)

여기서, 무한급수로 전개된 식 (22)에서 짝수멱 추계장함수

의 평균이 0이 아니므로(홀수멱함수에 대한 평균연산 결과는 

0) 평균강성행렬은 확정론적 강성행렬에 추가적인 항을 가지

게 된다. 짝수멱 추계장에 대한 평균이 0이 아니라는 성질은 

정규분포로 가정된 확률변수에서 나타나게 되며, 그 일반적 

특징은 확률변수의 -차 곱에 대한 평균의 일반식으로 표현

된다(Lin 1967). 그러므로 식 (22)는 다음과 같은 결과를 

나타낸다.

( ) ( )2 4
dμ μ μ= + + +k k k k L (23)

식 (23)에서 추계장함수에 대한 짝수멱을 포함하는 강성

행렬에 대한 적분식은 식 (24)와 같으며, 이는 유한요소내의 

개별적 적분으로 산정된다.

( ) ( )l ll T

v
dvμ ε ϕ⎡ ⎤= ⎣ ⎦∫k B E B (24)

그러므로 식 (20)~(23)으로부터 평균강성에 대한 변동강

성행렬 μδ = −k k k 은 식 (25)와 같음을 알 수 있다.

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 2 3 4 4
μ μ

μ

δ

δ δ

= + − + + − +

= −

k k k k k k k

k k

L

% %
(25)

여기서, 
( )

1
l

l
δ ∞

=
=∑k k% , 

( )2
1

l
lμ μδ ∞

=
=∑k k% 이며, 

( ) ( )l ll T

v
dvϕ= ∫k B E B 이다. 

4.2 확률변수의 정의

식 (25)에 순차적으로 나타나고 있는 강성행렬 
( ) ( )1, 2,l l =k L

는 변위-변형률행렬 B를 i ip=B B  ( )1, 2, , pi n= L 로 가정하면 

다음과 같이 쓸 수 있다(여기서, pn 는 행렬 B에 존재하는 독립

인 다항식의 수를 나타낸다.).

( ) ( ) ( )l l lT
i j ijα=k B E B (26)

여기서, 
( )l
ijα 는 유한요소에 내재하는 확률변수로서 다음의 추

계론적 적분으로 정의된다.

( )l l
ij i jv

p p dvα ϕ= ∫ (27)

그러므로 식 (25)의 변동강성행렬은 상수행렬인 
( )l
ijk =

( )lT
i jB E B 와 확률변수 

( )l
ijα 의 곱의 합이 되어, 변동강성행렬

이 확률변수 
( )l
ijα 의 함수가 됨을 알 수 있다. 따라서 요소강

성행렬은 물론 전체강성행렬과 변위행렬은 모두 확률변수 

( )l
ijα 의 함수가 된다.

확률변수는 식 (27)에서 보는 바와 같이 추계장의 차수에 

따라 무한개의 종류가 설정되나 각 종류별로 보면 rn =

( )1 2 1p pn n + 개가 있게 된다. 식 (25)에서 변동강성행렬의 

전개를 번째까지로 제한할 경우 전체 확률변수의 수는 

( )2 1rv r p pn kn k n n= = + 이다. 즉, 각 유한요소별로 rvn 개의 

확률변수가 존재하며, 이는 개념적으로 ( ) ( )1 2
rv r rn n n= + +L

( )k
rn+ 로 쓸 수 있다. 그러므로 확률변수벡터 α는 { }1,2, , rvi nα ==α L

1 2, , ,
rv

T

nα α α= L 로 쓰거나, 또는 ( ) ( ) ( )1 2, , , k
r r r

T
T T T
n n n

=α α α αL

와 같이 확률변수의 종류별로 표기할 수 있다. 여기서, 종류라

고 함은 식 (27)의 정의에서 보는 바와 같이 추계장함수 ( )xϕ

의 차수 l에 따른 분류이다. 본 연구에서는 식 (11)의 전개에

서 고차항의 기여가 저차항에 비하여 미미하고, 전개식인 

(12), (13)에서 보는 바와 같이 고차항은 추계장함수 ( )xϕ 에 

대한 차수의 증가를 의미하며, 따라서 그 기여도가 기하급수적

으로 감소하므로 전개차수를 4차까지로 제한하며, 추후 이에 

준하여 정식화를 수행한다.

5. 변위벡터의 1차 및 2차모멘트 산정

5.1 변위벡터에 대한 선형근사식

변위벡터가 확률변수 α 의 함수이므로, 변위벡터를 확률변
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수의 평균을 중심으로 1차 Taylor전개하면 다음과 같이 쓸 

수 있다.

( ) ( )1 e
r e

r μ

μ μδα
α

− ∂≅ −
∂ α

KU U α K U α (28)

식 (28)에서 확률변수에 대한 변위의 편미분은 평형방정

식에 대한 미분을 통하여 얻을 수 있는 강성행렬에 대한 편

미분으로 대치되었다. 반복되는 첨자 ,e r은 합을 의미하며, 

1, , ee n= L 로 en 는 구조모델리에 사용된 전체 유한요소의 

수를 나타내며, 1, , rvr n= L 이다. 확률변수벡터의 평균은 μα

로 나타내었고, 기호 • α 은 평균확률변수에서의 연산을 의미

한다. 확률변수의 평균을 중심으로 한 거리는 
e e e
r r rμδα α α= −

이다.

변위의 평균인 ( )μU α 는 평균강성행렬에 의하여 구해지는 

것으로 요소강성행렬의 합으로 얻어지는 전체강성행렬을 μK

라 하면 
1

μ
−K F로부터 얻을 수 있다. 4.1에서 언급한 바와 

같이 평균강성행렬이 확정론적 강성행렬에 비하여 크게 되므

로 평균변위는 확정론적 유한요소해석에서 얻어지는 변위보

다 작은 값을 나타낸다.

식 (28)의 선형전개식은 개별유한요소 e의 확률변수 
e
rα

가 1, , rvr n= L 까지 범위에 있는 모든 종류(여기서는 네 종

류)의 확률변수에 대한 편미분을 포함하고 있음을 알 수 있

다. 그런데 
e e e
r r rμδα α α= − 에서 평균확률변수 

e
rμα 는 확률변

수를 정의하는 식 (27)과 추계장함수 ( )xϕ 의 특징에 따라 

첫번째와 세번째 종류의 평균확률변수는 0이 됨을 알 수 있

다. 그러므로 식 (28)을 확률변수의 종류대로 분류하고 특정 

확률변수의 평균이 0이 됨을 고려하여 다시 쓰면 식 (29)와 

같다.

( ) 1

1, , rv

e
r e

r
r nμ

μ μ α
α

−

=

⎧⎛ ⎞∂⎪⎜ ⎟≅ − ⎨⎜ ⎟∂⎪⎝ ⎠⎩ α

KU U α K
L

(29)

( ) ( )

( )
2 41, , 1, ,r r

e e
u ve e

u v
u n v nμ μ

μ μ μδα δα
α α

= =

⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎭α α

K K U α
L L

5.2 변위에 대한 1차 및 2차모멘트의 산정식

변위에 대한 1차모멘트(평균)와 2차모멘트(공분산)의 산

정은 식 (29)로 나타낸 변위벡터에 대하여 평균 및 공분산연

산을 통하여 얻을 수 있다. 먼저, 평균의 경우 식 (29)에서 

( )μU α  이후의 항은 사라지게 되므로 식 (30)과 같이 간단

히 얻을 수 있다.

[ ] ( )με =U U α (30)

변위의 공분산은 그 정의에 따라 식 (31)과 같다.

[ ] TCov ε δ δ⎡ ⎤= ⎣ ⎦U U U (31)

여기서, 평균을 중심으로 한 변위벡터의 변동량은 δ = −U U

( )μU α 가 되며, 이는 식 (29)로부터 아래와 같이 쓸 수 있다. 

r u vμ μδ = − + +U U U U (32)

그러므로 식 (31)의 공분산은 다음과 같다.

[ ]Cov =U

2T T T T
r r u u v v u vμ μ μ μ μ με ε ε ε⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦U U U U U U U U (33)

식 (33) 우변의 뒤 세 항은 개별 유한요소별 적분으로 얻을 

수 있으나, 첫 항은 다음 식 (34)와 같이 정리할 수 있다.

1

,

en
T T

r r ij
i j
Covμ με − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦⎣ ⎦ ∑U U K f K (34)

여기서, ijCov ⎡ ⎤⎣ ⎦f 는 개별 유한요소 ,i j에 대한 식으로서 식 

(29)에서 알 수 있듯이 모든 종류의 확률변수에 대한 연산을 

포함하며, 식 (25)의 δk% 를 포함함을 알 수 있다. 그러므로 

이를 확률변수의 종류에 따른 합으로 표현하면 다음과 같다.

T
ij i jCov ε δ δ⎡ ⎤⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦α αf k U U k% %

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

4 4

1 1

4 4

1 1i j

k lT
i jk l

k l k lT
i j i j j iv v

k l
x x dv dv

ε

ε ϕ ϕ

= =

= =

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= ⎣ ⎦

∑ ∑

∑∑∫ ∫

α α

α α

k U U k

k U U k
( (

(35)

식 (35)의 마지막 줄의 강성행렬 표시는 ( ) ( )k kT
i =k B E B
(

를 나타낸다. 식 (33) 우변의 뒤 세 항은 다음과 같이 개별

유한요소에 대한 적분으로 얻을 수 있다. 식 (35)에 대한 수
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그림 1 해석 대상 복합적층판

치적분시 식 (35)의 추계장 곱에 대한 평균연산은 자기상관

함수(auto-correlation function)으로 대치된다.

( ) ( )
T

i jμ με ⎡ ⎤
⎣ ⎦U U

( )
( )

( )
( )

1 1

1 1

i j
e er r

T
n nn n

e e
s te e

e s e ts t
μ μ μ μ μ μα α

α α
− −

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑∑ ∑∑

α α

K KK U α K U α

( ) ( ) ( ) ( )1

1

e

e

n
i i

e e ev
e

R dvμ ϕ μξ−

=

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∫K k U α

( ) ( ) ( ) ( )
1

e

e

Tn
j j T

e e ev
e

R dvϕ μ μξ −

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∫ k U α K (36)

여기서, ( ) ( )i iT
e =k B E B , 2 1 2 1; ,e ex x x x vξ = − ∈ 이며, 

( ) ( )i
eRϕ ξ

는 자기상관함수를 나타낸다.

5.3 자기상관함수 

식 (35)의 추계장곱함수의 평균연산 
( ) ( ) ( ) ( )k l

i jx xε ϕ ϕ⎡ ⎤
⎣ ⎦

은 정의에 따라 자기상관함수로 변환된다. 즉,

( ) ( ) ( )ij j i i jR x xϕ ε ϕ ϕ⎡ ⎤= − = ⎣ ⎦ξ x x (37)

본 연구에서는 상대거리벡터 
Tξ η=ξ 에 따라 지수함

수적으로 감소하는 식 (38)의 자기상관함수를 사용한다.

( ) 2

1 2

expR
d dϕ ϕ
ξ η

σ
⎧ ⎫

= − −⎨ ⎬
⎩ ⎭

ξ (38)

2
ϕσ 는 추계장의 분산계수로 상대거리벡터 0=ξ 에서의 값

으로 추계장의 분산임을 알 수 있다. 상관관계거리의 방향에 

따른 성분 ,d dξ η 는 양방향에 대하여 동일한 것으로 가정하

였으며 본 연구에서는 d d dξ η= = 인 상태에 대하여 고찰하

였다.

6. 수치예제를 통한 검증

6.1 구조모델링

본 연구에서는 그림 1과 같이 가로, 세로가 6.0m인 정방

형의 고정지지 및 단순지지 복합적층판과 가로 12.0m, 세로 

6.0m인 단순지지 직사각복합적층판에 대한 해석을 수행하였

다. 직사각 형태인 복합적층판의 경우 길이방향 양변은 자유

단이다. 두 구조 모두 두께는 10mm로 가정하였다. 재료상

수로는 Kant 등(1998)이 사용한 재료 물성치를 적용하였으

며, 다음과 같다: 1 2E E =25, 2 2.1E GPa= , 12ν =0.25, 

12 13 23 20.5G G G E= = = . 

적층의 배열순서는 ( )1 2/ n
θ θ 로서, 1 20 , 90θ θ= =o o

인 경우

는 정상겹침(cross-ply)으로, 임의각인 경우에는 각겹침

(angle-ply)으로 부르기로 한다. 적층의 수는 모두 여덟개로서 

( )1 2 4
/θ θ 으로 표기할 수 있다. 적층의 방식에 따라 이들의 배열

이 중립면에 대하여 대칭(asymmetric)인 경우와 반대칭

(anti-symmetric)인 경우로 나누었다. 즉, ( )1 2 1 2/ / /θ θ θ θ 는 

반대칭적층이며, ( )1 2 2 1/ / /θ θ θ θ 은 대칭적층이다. 작용하중은 

판의 상부에 0.1kN/m
2
의 등분포하중이 작용하는 경우와 판의 

중심위치에 1.0kN의 집중하중이 작용하는 경우를 택하였다. 해

석결과 그래프의 표기는 다음과 같다: rt-직사각판, sq-정방형

판, ag-각겹침, cr-정상겹침, asm-반대칭적층, sm-대칭적층.

몬테카를로 해석(MCS)의 경우 통계학적 전처리과정을 통

하여 생성한 정규분포 표본을 사용하였다. 사용된 표본의 수

는 4 NF NE× × 로서 ,NF NE는 각각 표본생성과정에서 사

용되는 삼각함수와 구조 모델링에 사용된 유한요소의 수를 

의미한다. 본 연구에서는 정방형판의 경우 NE =6×6의 요소

망을 사용하였고, NF =5로 설정하였다. 따라서 전체 표본의 

수는 720이 되나, 개별 유한요소 내에 16개의 표본점을 설

정하여 국부평균법을 적용하였고, 따라서 모두 11,520개의 

표본에 대한 해석을 수행하고 이를 제안정식화에 의한 결과

와 비교하였다. 직사각판의 경우는 4×6의 요소망을 사용하였

다. 임의 포아송비 추계장의 분산계수는 0.1로 택하였다.

6.2 해석결과: 몬테카를로 해석과의 비교

제안한 해석법과 몬테카를로 해석과의 비교는 대칭적층 각겹

침 직사각판(rt/ag/sm)과 반대칭적층 정상겹침 직사각판

(rt/cr/asm), 그리고 반대칭적층 각겹침 정방형판(sq/ag/ 
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그림 2 제안해석법과 몬테카를로 해석의 비교
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그림 3 고정지지 정방형 적층판의 응답분산계수
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그림 4 단순지지 정방형 적층판의 응답분산계수

asm) 등 대표적인 세 형태에 대하여 비교하였다. 

그림 2에 나타낸 바와 같이 제안된 해석법은 몬테카를로

해석에 비하여 응답분산계수를 다소간 과대평가하는 경향은 

있으나, 지점 조건, 작용하중(D: 등분포, P: 중앙점 집중하

중), 구조의 기하형태(rt-직사각, sq-정방형), 적층방식(sm-

대칭, asm-반대칭) 및 겹침각(ag-각겹침, cr-정상겹침)과 

무관하게 몬테카를로 해석과 잘 일치하는 결과를 보이고 있

다. 상관관계거리가 적은 경우는 추계장 표본의 공간적 주파

수가 매우 높은 상태로서, 6×6 또는 4×6의 조악한 유한요소

망에 의한 표현에 한계가 있기 때문에 몬테카를로해석이 제

안한 해석법과 다른 결과를 보이고 있다. 이 부분에 대한 이

론해는 0으로서, 제안한 해석법은 식 (35)와 같이 추계장의 

특성을 간접적으로 나타내는 자기상관함수에 대한 수치적분

에 의하므로 이론값을 잘 나타내고 있다.

6.3 제안한 해석법에 의한 결과

6.2절에서 제시한 바와 같이 제안한 해석법이 몬테카를로

해석과 잘 일치하는 결과를 보였으므로, 본 절에서는 제안된 

해석법에 의한 결과만을 제시하고, 이를 토대로 복합적층판의 

추계론적 거동에 대하여 논한다. 해석결과는 작용하중으로 

분류하여 나타내었으며(집중하중 P: 중실기호, 등분호하중 

D: 중공기호), 각겹침(ag)과 정상겹침(cr), 반대칭(asm)과 

대칭적층(sm)으로 구분하여 제시하였다.

6.3.1 정방형 적층판의 해석

고정지지 정방형 적층판에 대한 해석결과는 그림 3에 나

타내었다. 고정지지 적층판의 경우 작용하중의 종류에 따라 

응답분산계수의 값에 다소간의 차이를 보이고 있으며, 집중

하중에 의한 변동계수가 등분포하중에 의한 것보다 크게 나

타나고 있다. 상관관계거리 =1000.0에서 나타나는 응답분

산계수의 최대값은 추계장 분산계수 대비 1.0~1.5%정도의 

값을 나타내었다.

그림 4에 나타낸 바와 같이 단순지지 정상겹침(cr) 적층판

의 경우 다른 형태의 겹침방식이나 고정지지된 적층판에 비

하여 큰 응답분산계수를 보이고 있으며, 추계장 분산계수 대

비 약 2.0%정도의 값을 나타내고 있다. 동일 하중상태에서 

정상겹침이 각겹침에 비하여 큰 응답분산계수를 나타내는 것

은 직교하는 방향으로의 포아송효과가 각 층이 접하는 면에

서 제약되는 효과가 반영된 것으로 볼 수 있으며, 이러한 거

동양상은 그림 2의 고정지지판에서도 유사하게 나타나고 있

다. 각겹침(ag) 평판의 경우에는 상관관계거리가 10이상인 

상태에서 응답분산계수가 감소하는 결과를 나타내어 여타의 

판들과는 다른 양상을 나타내고 있다. 

6.3.2 양단고정 직사각형 적층판의 해석

길이방향 변이 자유변인 직사각형태의 적층판에 대한 해석

결과는 그림 5와 같다. 응답분산계수는 추계장 분산계수 대

비 1% 내외의 값을 나타내고 있으며, 중앙점 집중하중(P)에 

의한 경우가 등분포하중(D)에 의한 거동보다 높은 응답분산

계수를 보이고 있다.
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그림 5 직사각형 적층판의 의한 응답분산계수

6.3.3 평균강성 고려에 따른 영향

식 (23)의 평균강성 μk 에서 확정론적 강성 dk 에 추가되

는 항인 
( )2
μk , 

( )4
μk 의 기여도를 파악하기 위하여 이들을 순차

적으로 고려한 해석을 수행하였다. 해석결과는 단순지지된 

정방형판에 대하여 제시하며, 정상겹침 및 각겹침에 대하여 

나타내었다. 

고차 추계장의 영향에 의하여 평균강성은 확정론적 강성보

다 증가되므로 그림 6에서 보는 바와 같이 평균변위는 추계

장의 상관관계거리가 커짐에 따라 감소한다. 해석에 고려한 

추계장의 차수 측면에서 보면, 평균강성의 계산에서 2차항까

지(평균강성(2))만 고려하여도 만족할 만한 결과를 얻을 수 

있음을 알 수 있다. 즉, 4차항의 추가에 의한 결과의 개선은 

2차항을 추가 할 때에 비하여 상대적으로 적은 것으로 산정

되었다. 응답분산(variance)의 경우에도 고차항의 고려에 따

라 결과의 개선을 볼 수 있다(그림 6-c). 집중하중을 받는 

각겹침된 단순지지 정방형판의 경우 그림 4에 제시된 바와 

같이 응답분산계수(CoV)는 물론 분산(variance)자체도 상

관관계거리 =20.0 이후에는 감소하는 결과를 나타내고 있

다. 그림 6에 제시된 평균변위와 분산의 양상에 따라 응답분

산계수가 산정되며, 그 결과는 MCS와 동일한 경향을 나타

낸다. 
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그림 7 평균포아송비에 따른 응답분산계수 추이

6.3.4 평균 포아송비의 값에 따른 응답변화도 관찰

기존의 연구결과(최창근 1995, Deodatis 2003)에서 보

는 바와 같이 선형계수인 탄성계수의 임의성에 의한 응답분

산계수는 그 평균치에 영향 받지 않으며 확률변수의 평균과

는 무관하게 동일한 결과를 나타낸다. 이에 따라 적용 단위

(units)에서의 일관성만 유지된다면 어떤 평균치에 대하여도 

동일한 응답분산계수가 나타난다. 그러나 포아송비는 응력-

변형률관계에 비선형 인수로 개입되는 재료상수(식 9)이며, 

따라서 그 평균값이 구조의 응답분산계수에 영향을 미치게 

된다.

그림 7은 중앙점 집중하중을 받는 각겹침, 반대칭 적층된 

단순지지 정방형판에서 평균포아송비의 변화에 따른 응답분

산계수를 나타낸 것으로, 상관관계거리 d =1.0에서의 결과

이다. 그림에서 보는 바와 같이 응답분산계수는 평균포아송

비에 대하여 정비례관계에 있지 않으며, 평균값 증가에 따라 

응답분산계수의 증가율이 커지는 양상을 보여주었다. 선형보

간된 두 그래프는 각각 평균포아송비 0.10과 0.15 그리고 

0.10과 0.11사이에서 얻은 결과에 대한 기울기의 선형연장

선이다.

7. 결    론

본 논문에서는 복합적층구조에서 포아송비가 공간적인 임

의성을 가질 경우 이에 의한 응답분산계수 산정을 위한 추계

론적 유한요소해석 정식화를 제시하였다. 이를 위하여 복합

적층재료의 응력-변형률관계를 추계장함수의 차수에 따른 함

수로 재구성하였고, 이를 적용하여 정식화를 수행하였다. 제

시한 정식화의 타당성을 보이기 위하여 정방형 및 직사각 적

층판에 대한 해석을 수행하였고, 이를 몬테카를로 해석결과

와 비교하였다.

해석에서는 경계조건과 하중조건을 달리한 모델을 사용하

였으며, 이를 통하여 경계조건에 의한 변형제한이 포아송효

과에 영향을 미치고, 이에 따라 응답분산계수가 영향 받게 

됨을 알 수 있었다. 하중의 형태 역시 경계조건과 마찬가지

로 포아송거동에 영향을 미치는 것으로 관찰되었다. 포아송

비의 공간적 임의성에 의한 복합적층평판의 응답분산정도는, 

본 논문에서 고찰한 평판의 경우, 추계장 분산계수대비 1.0~ 

2.5%의 범위에 있는 것으로 나타났으며 적층의 형태, 경계

조건 및 하중형태 등에 따른 변동범위가 큼을 알 수 있었다.

포아송비의 평균치에 따른 응답분산계수의 고찰을 통하여 

재료 포아송비 평균치 자체가 응답분산계수에 영향을 미치

며, 그 경향은 선형비례관계에 있지 않고, 평균 포아송비가 

커짐에 따라 응답분산계수의 증가가 가속화됨을 관찰하였다.

본 논문에서 제시한 정식화는 복합적층판의 양방향 재료탄

성계수, 그리고 전단탄성계수 등 재료의 역학적 주요상수에

서의 임의성 고려 및 이들 상수와의 상관관계를 고려한 추계

론적 유한요소해석법 개발의 기초가 될 수 있을 것으로 판단

된다.
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