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요 약

본 논문은 비선형 시스템의 퍼지 모델을 적용한 시간 지연 간격에 종속적인 안정도 분석 및 제어기 설계에 대해서 논의한

다. 먼저, 시간 지연을 포함하는 비선형 시스템을 T-S 퍼지 시스템으로 모델링한다. 시간 지연을 포함하는 전체 페루프 비

선형 시스템은 다중 시간 지연을 갖는 T-S 퍼지 시스템이 된다. 전체 폐루프 퍼지 시스템의 안정도를 분석하고, 안정화

시키는 퍼지 제어기 설계를 위한 필요충분 조건을 유도한다. 유도된 안정도 및 제어기 설계 조건이 시간 지연 간격에 종속

적임을 확인하다. 기존의 시간 지연에 종속적인 안정도 및 제어기 설계 조건 보다 넓은 범위를 나타냄을 확인한다. 제안된

필요충분 조건을 선형 행렬 부등식의 형태로 나타내고, 기존의 다양한 프로그래밍 기법을 이용하여 제어기 이득값을 구한

다. 예제를 통하여 제안된 이론의 타당성을 확인한다.

키워드 : 퍼지 제어기, 선형 행렬 부등식(LMI). 퍼지 시스템. 시간지연, T-S 퍼지 모델

Abstract

This paper concerns delay-range-dependent robust stability and stabilization for time-delay nonliner system via T-S

fuzzy model approach. The time delay is assumed to be a time-varying continuous function belonging to a given

range. On the basis of a novel Lyapunov–Krasovskii functional, which includes the information of the range,

delay-range-dependent stability criteria are established in terms of linear matrix inequality. It is shown that the new

criteria can provide less conservative results than some existing ones. Moreover, the stability criteria are also used to

design the stabilizing state-feedback controllers. Numerical examples are given to demonstrate the applicability of the

proposed approach.

Key Words : Fuzzy controller, Linear Matrix Inequalities. Time-delay, T-S fuzzy model

1. 서 론

산업 현장에서 널리 쓰이는 대부분의 시스템은 강한 비

선형성과 불확실성을 가지고 있으며, 이를 제어할 때에 어

느 정도의 시간 지연이 발생 하게 된다. 비선형 시스템에서

는 시스템의 특징상 시간 지연 현상이 발견된다. 이러한 시

간 지연을 포함한 비선형 시스템은 시간지연에 의해 시스템

전체의 성능이 떨어지고, 심지어는 시스템 자체가 불안정

해 질수도 있다. 따라서 이러한 시간 지연현상이 반드시 포

함되는 비선형 시스템의 안정도 해석에 관한 연구가 주요

관심사가 되어 왔으며, 활발한 연구가 진행되어 왔다 [1-4].

그 중 퍼지 제어는 복잡하고 불확실한 비선형 시스템을

제어하는데 성공적인결과를 거두었다. 특히, 시스템의 모델

이 불확실하면 할수록 더 복잡할수록 퍼지 제어는 더욱 그

가치를 발휘한다. 시간 지연을 갖는 선형 시스템에 대한 강

인 제어기 설계 논문은 많이 있다.

Han [3] 에 의해서 단일 시간 지연을 가지는 퍼지 시스

템에 대한 연구가 진행되어 왔다. 이를 토대로 Jia [4]은 비

선형 플랜트를 가지는 퍼지 시스템의 모델링 및 안정화에

관한 연구를 수행하였다. 지금까지 연구 되어온 시간 지연

을 포함하는 비선형 시스템에 관한 다양한 결과를 비선형

플랜트에 맞게 적용시켰다. 이러한 시간 지연을 가지는 비

선형 시스템의 제어기 설계를 위하여 본 논문에서는 퍼지이

론을 도입한다. T-S 퍼지이론은 복잡한 비선형 시스템을

수학적으로 모델링할 경우 고차의 모델을 이용하거나 모델

근사화를 이용하여 낮은 차수로 표현하지만 결과는 만족하

지 않다고 알려져 있다. T-S 퍼지 시스템 [5-6] 은 수학적

으로 해석이 어려운 비선형 시스템의 모델링에 유용하며,
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동시에 선형 제어 이론의 도입에 유리하다.

본 논문에서는 시간 지연을 가지는 퍼지 시스템의 퍼지

제어기를 설계하고자 한다. 먼저 비선형 퍼지 시스템을

T-S 퍼지 모델로 모델링한다. 모델링된 시스템과 멤버십

함수를 공유하는 퍼지 제어기를 설계한다. 제안된 퍼지 제

어기와 비선형 시스템을 합친 폐루프 시스템을 안정화 시키

는 제어기를 설계한다. 선형 행렬 부등식을 이용하여 제어

기 설계의 조건과 제어기 이득 값을 설계한다. 설계된 제어

기의 이득값은 시간 지연 간격에 종속적임을 확인한다.

2. 퍼지 모델

본 논문에서는 다음과 같은 이산 비선형 시스템을 고려

한다.

   (1)

여기서 ∈ 
는 상태변수, ∈

는 제어 입

력이다. 비선형 함수 와 는 공간 ∈ 에서 원

할함수라고 가정한다. 이산 비선형 시스템의 초기값은

  이며, 각각의 시변 시간 지연  ≥  는 랜덤

시간 지연을,  ≥  는 랜덤 시간 지연을 의미하며, 제

어기는 우리가 설계해야 하는 부분이다.

본 논문에서는 각각의 시변 시간지연 와 는 다

음과 같은 상한과 하한을 가진다고 가정을 가진다. 이러한

가정은 일반적인 것이며, 지금까지의 연구결과에서도 사용

되어 온 가정이다.

 ≤ ≤   ≤ ≤ 

Takagi-Sugeno(T-S) 퍼지 모델은 다음과 같은 퍼지

IF-THEN 규칙을 사용하여 비선형 시스템을 나타낸다.

  

   
  ⋯  and   

 

  


(2)

여기서 
   ⋯ 는 번째 규칙에서 번째 전

건부 변수의 퍼지 집합이며,   는 알려진 차

원의 행렬이며 각각 타당한 차원의 행렬이며,  는 

번째 전건부 변수의 퍼지집합이며, 는 퍼지 규칙수를 나타

낸다.

중심값-평균 비퍼지화, 곱셈추론, 싱글톤 퍼지화를 사용

하면 퍼지 IF-THEN 규칙 (2)의 전역 동특성은 다음과 같

이 표현된다.

 
  



 

 
  



 

   ∈⋯

(3)

여기서  
 




  

 


  






 그리고 

  는 번째 전

건부 변수  의 퍼지 집합 

에 대한 소속도이다.

본 논문에서는 다음과 같은 퍼지 제어기를 설계한다. 개

의 퍼지 규칙과 함께 (2)에서 사용된 퍼지 모델을 바탕으로

퍼지 제어기의 퍼지 규칙은 다음과 같다. 퍼지 제어기의 멤

버쉽 함수는 플랜트의 멤버쉽 함수와 같다는 PDC 개념을

도입한다.

  

   
  ⋯  and   

 

  
(4)

여기서 
   ⋯ 는 번째 규칙에서 번째 전

건부 변수의 퍼지 집합이며, 는 번째규칙의 퍼지 제어

기 이득값이며, 본 논문에서 설계하여야 하는 값이다. 비선

형 플랜트와 마찬가지로 중심값-평균 비퍼지화, 곱셈추, 싱

글톤 퍼지화를 사용하면 퍼지 제어기 IF-THEN 규칙 (4)의

전역 동특성은 다음과 같다.

 
  



  (5)

따라서 주어진 플랜트와 제어기의 전역 동특성 (3)과 (5)

를 이용하면, 폐루프 퍼지 시스템은 다음과 같다.

 
  




 







   ∈max⋯

(6)

정의 1. 시스템(6)은 초기값   이고, 다음의 조건을

만족하는      이 존재할 경우 지수적으로 안정하

다고 정의 한다.

∥∥≤supk ≤ s≤ k∥s∥ekk  (7)

이때, ≥ 이다.

본 논문에서는 지금까지 연구되어지지 않았던 시간 지연

을 가지는 퍼지 비선형 시스템의 지수적인안정도 판별 및

제어기 설계를 목적으로 한다. 설계된 제어기 이득값 는

페루프 시스템 (6)을 지수적으로 안정화 시키는 값으로 설

계한다. 안정도 조건과 제어기 설계 조건은 지금까지의 연

구결과에서 사용 되지 않은 시간 지연 간격에 종석 적이며,

이러한 연구 결과는 기존의 이론에 비해 보다 확장된 것임

을 확인한다. 다음 장에서 제어기 설계 및 안정도 분석에서

이용하고자 한다.

3. 안정도 판별 및 제어기 설계

이 장에서는 시간 지연을 갖는 폐루프 퍼지 시스템 (6)의

안정도에 대해서 논의한다. 시간 지연을 갖는 폐루프 퍼지

시스템 (6)의 안정도를 판별하기 위한 시간 지연 간격에 종

속적인 충분조건을 제시한다. 정의 1을 바탕으로 시간 지연
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을 갖는 폐루프 퍼지 시스템 (6)의 지수적 안정도를 판별하

면 다음의 정리 1을 얻을 수 있다.

정리 1. 시간 지연을 갖는 폐루프 퍼지 시스템 (6)은 다음

의 행렬 부등식이 만족하는 행력      ,

  
   ,  

    ,

     ,      ⋯ , 
가

존재한다면, 지수적으로 안정하다.




 




 


 

   ⋯ (8)




 




 


 





 




 


 

     ⋯ (9)

 ≥ (10)

 ≥ (11)

 ≥ (12)




 


 




≥



 


 




≥



 


 


 

≥ (13)

여기서,


 













 

  

   

    






   







 

 
 






 
 






 
 




 
 




 
 




 
 

 





 

 
 

 
 







 
 

 
 







 
 

 
 







 
 

 
 

 ,

 
 

 
 

  




증명) 시간 지연을 갖는 폐루프 퍼지 시스템(6)의 안정도

해석을 위해서 본 논문에서는 지금까지의 연구결과와 마찬

가지로 Lyapunov-Krasovskii의 방법을 적용한다. 이 논

문에서 주어진 비선형 시스템의 안정도 해석을 위해서 디스

크립터 모델 변환을 이용한다. 이때의 모델 변환을 이용하

면 시간 지연을 갖는 폐루프 퍼지 시스템(6)은 다음과 같은

형태로 변환할 수 있다.

 


 










 










 







 





여기서   이며,   이다.

다음으로 안정도 해석을 위하여 다음의 리아프노프 함수

를 고려한다.

  
 




 





 
 





 
 





 
 





여기서 각각의 행렬  



 


 

 
  이

다.

제안된 리아프노프 함수의 각각의 항을 시간 에 관하여

차이를 구하면 다음과 같다.

    

 







식 (10)은 다음과 같다.


  




 

 



 ≤


  


















 








 









 

×














 





리아프노프 함수의 다른 나머지 항들의 차이를 구하면

다음과 같다.


 




 




  

 





 
 





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 
 






 
 




 

 





≤  
 





≤  
 


 
 












 
 









여기서,  그리고 ≤ ≤이다.

따라서 위의 식들을 이용하여, 전체 리아프노프 함수의

시간 에 관한 차이를 구해보면 다음과 같다.

≤

 

 









  




 

  
 






  







 
 







 







 
 









여기서

  
 






 





이다.

보조정리 1을 이용하여 를 정리하면 다음과 같다.

보조정리 1을 이용하기 위해서

 


 





    로 대입한다.

다음의 식이 항등을 증명에 사용하기 위해 사용한다.

  


 
  










 

   












  




 







  





 

   





위와 비슷하게, 보조정리 1을 이용하여 다음을 증명할 수

있다.

 
 





 

 





≤ 
  


















 








 









 

×














 





(14)

식 (14)은 다음과 같이 정리된다.

≤ 
  












  
















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로 정의하고, 이를 이용

하여 다음을 정리하면,
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이를 이용하여 Lyapunov 함수의 시간 에 관한 차이를

정리하면, 다음과 같다.

 ≤  

따라서 LMI 조건 (9)-(11) 이 만족 되면, ≤ 
를 만족한다. 따라서 Lyapunov-Krasovskii의 이론에 따라

서 시간 지연을 갖는 폐루프 퍼지 시스템 (6)은 안정하다.

정리 1 에서는 시간 지연을 갖는 폐루프 퍼지 시스템 (6)

의 안정도 분석을 위한 필요 충분 조건을 유도하였다. 그러

나 정리 1에서 제시한 조건들은 비선형 행렬 부등식의 형태

이므로, 다음의 정리 2에서 선형 행렬 부등식을 유도한다.

정리 2. 시간 지연을 갖는 폐루프 퍼지 시스템(6)은 다음의

행렬 부등식이 만족하는 행력      ,

    
   , 


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존재한다면,
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여기서,
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
 
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


다음의 제어기 이득값을 이용하여 제어가능하다.

 


 

증명) 식 (9)-(11)의 양변에 와 그것의 전치

를 곱하고, 새로운 변수들   
,  

, 


을 정의하여, Schur complement를 이용하면, 정

리 2는 쉽게 증명된다.

4. 시뮬레이션 및 결과 고찰

시간 지연을 가지는 퍼지 시스템을 고려한다. 고려된 비

선형 시스템을 다음과 같은 T-S 퍼지 룰을 이용하여 모델

링한다.

        

    



        ±

   



이때 각각의 행렬은 다음과 같다.
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여기서, IF-THEN 규칙의 전건부에 등장하는 퍼지 소속

함수들은 각각 과 를 중심으로 하는 함수이며, 다음과

같다.

1 1
( ) (1 )( )1 1 exp( 7( 0 25 ) 1 exp( 7( ( ) 0 25 ))1 1

( ) 1 ( )2 1

h
x x t

h h

q
p p

q q

= - ,
+ - - . + - + .

= - .

여기서      이므로, 정리 2에 의

해서 우리가 원하는 제어기 이득값을 구할 수 있다. 구하여

진 제어기 이득값을 아래와 같이 구할 수 있다.

   

   

초기 조건을     으로 가정하고, 정리 2에

서 구한 퍼지 제어기의 이득값을 이용하여 퍼지 폐루프 시

스템의 상태 변수의 그래프를 그리보면 그림 1-2와 같다.

그림에서 보여지듯이 본 논문에서 설계한 퍼지 제어기를 이

용하면 시스템의 각각의 상태 변수들이 →∞일 때 으로

수렴함을 확인할 수 있다.
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그림 1. 상태 변수  의 시스템 응답

Fig. 1. Closed loop system response of state  
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그림 2. 상태 변수  의 시스템 응답

Fig. 2. Closed loop system response of state  

5. 결 론

본 논문은 시간 지연을 가지는 퍼지 시스템의 제어기 설

계에 관한 새로운 방법에 대해서 논의하였다. 시변 시간 지

연을 포함하는 폐루프 시스템을 고려하고, 이를 TS 퍼지

시스템으로 모델링하였다. 전체 폐루프 시스템의 지수적인

안정도를 판별하고, 안정화 시키는 퍼지 제어기 설계를 위

한 충분조건을 유도하였다. 제안된 충분조건은 시간지연 간

격에 종속적이며, 선형 행렬 부등식의 형태로 유도하였고

해를 유도하였다. 제안된 예제를 이용하여 이론의 타당성을

입증하였다.
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