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요  약 

본 논문은 이산 시간 비선형 시스템을 이산 시간 T-S 퍼지 모델에 의해 표현되는 새로운 궤환 선형화에 대해서 논한다.  

T-S fuzzy 모델의 국부적인 선형 모델들은 각각 가제어 표준형으로 변환되어지고, 그것들의 T-S 퍼지 결합은 궤환 선형

화 가능한 T-S fuzzy 모델이 된다. 이 모델을 토대로 비선형 상태 궤환 선형 입력이 결정된다. 비선형 상태 변환은 가제

어 표준형에 대한 선형 상태 변환으로부터 추론된다. 본 논문에서 제안하는 방법은 충분한 수학적 배경이 요구되는 고전적

인 궤환 선형화 기법과 비교하여 수학적으로 보다 직관적이고 이해하기 쉽다. 본 논문의 궤환 선형화 조건은 고전적인 궤

환 선형화와 비교하여 더 완화되었다. 이것은 고전적인 선형화방식 보다 더 큰 범주의 비선형 시스템이 선형화가 가능해진

다는 것을 의미 한다.

키워드 : 이산 시간 비선형 시스템, T-S 퍼지 모델, 궤환 선형화, T-S fuzzy 궤환 선형화, 비선형 상태 변환

Abstract

In this paper, a novel feedback linearization is proposed for discrete-time nonlinear systems described by discrete-time 

T-S fuzzy models. The local linear models of a T-S fuzzy model are transformed to a controllable canonical form 

respectively, and their T-S fuzzy combination results in a feedback linearizable Tagaki-Sugeno fuzzy model. Based on 

this model, a nonlinear state feedback linearizing input is determined. Nonlinear state transformation is inferred from 

the linear state transformations for the controllable canonical forms. The proposed method of this paper is more 

intuitive and easier to understand mathematically compared to the well-known feedback linearization technique which 

requires a profound mathematical background. The feedback linearizable condition of this paper is also weakened 

compared to the conventional feedback linearization. This means that larger class of nonlinear systems is linearizable 

compared to the case of classical linearization.

Key Words : discrete-time nonlinear system, T-S fuzzy model, feedback linearization, T-S fuzzy feedback 

linearization, nonlinear state transformation

1. 서  론

비선형시스템의 제어에 있어서 선형제어이론을 적용할 수 

있는 방법으로 궤환 선형화 기법과 T-S 퍼지제어 기법이 많

이 이용되고 있다. 궤환 선형화는 일반적으로 비선형 좌표 

변환과 비선형 궤환을 사용하는 방법으로 비선형 제어분야에

서 활발하게 연구되어 왔다[1]-[4]. 궤환 선형화 기법은 Lie 

브라켓, Lie 미분과 같은 편미분 연산자를 사용하고 in-

volutive와 같은 개념을 필요로 하기 때 문에 수학적으로 매

우 어렵고 직관적인 개념으로 이해하기가 힘들다. 특히 이산

치 비선형 계통에 대한 궤환 선형화는 수학적으로 더욱 난해

하고 선형화가 가능한 시스템의 범위를 수학적으로 파악하기

도 힘들다. 최근에는 동적궤환을 사용함으로써 선형화가 가

능한 시스템의 범위를 확대하기 위한 연구가 진행되고 있으

며 어느 정도의 성과를 얻고 있다[5]-[17]. 그러나, 선형화에 

필요한 비선형 좌표변환을 구하는데 있어서 편미분 방정식의 

해를 구해야 하는데 편미분방정식의 해가 존재하는 영역이 

여전히 제한되어 있을 뿐더러 그 범위을 파악하는 것이 풀리

지 않는 문제로 남아있다.

한편, T-S 퍼지 모델은 비선형 모델의 근사화에 매우 유

용하며, 여러 동작점을 기초로 하는 여러 개의 선형 모델들

의 결합으로 구성된다. 그리고, T-S 퍼지 제어기는 각각의 

선형모델에 대하여 설계된 여러 개의 선형 제어기들의 퍼지 

결합으로 구성된다[18]-[19]. 이 방법은 여러 개의 선형모델

에 대한 각각의 제어기를 설계함에 있어 전체계통에 대한 안
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정도를 고려해야만 하기 때문에 선형 제어 이론을 직접적으

로 T-S 퍼지 제어기들에 이용할 수 없다는 어려움이 있다. 

T-S 퍼지제어는 제어기의 구조가 여러 개의 선형제어기의 

퍼지결합으로 구성되어있기 때문에 선형제어기로 생각하기 

쉬우나 T-S로 표현된 비선형 계통에 대한 비선형제어기를 

설계하는 문제임으로 선형화를 통한 선형제어기의 설계와는 

거리가 멀다. 

본 연구에서는 비선형 시스템을 T-S 퍼지 모델로 표현한 

후, T-S 퍼지 모델을 선형화 함으로써 기존의 궤환선형화에 

있어서의 편미분방정식의 해에 관한 수학적 어려움을 제거하

였으며, T-S 퍼지제어에서와 같이 T-S 퍼지 모델을 사용하

였지만 선형화를 통한 직접적인 선형제어기의 사용을 가능케 

함으로써 기존의 T-S 퍼지 제어기법과는 완전히 차별되는 

방법을 제안하였다. 제안된 방법은 연속치 계통과 이산치 계

통에 있어서 별다른 문제없이 적용시킬 수 있으며 본 논문에

서는 이산치 계통을 기준으로 이론 전개를 하였다.

논문의 구성은 다음과 같다. 2장에서는 T-S 퍼지 모델을 

소개하고 그것을 이용하여 본 논문에서 해결해야 할 문제를 

구체적으로 확립하였다. 3장에서는 T-S 퍼지모델을 이용한 

새로운 궤환 선형화 방법을 제안하였고 4장에서는 시뮬레이

션을 통하여 제안된 방법의 타당성을 입증하였다. 마지막으

로 5장에 결론을 기술하였다. 

2. 문제의 설정

식(1)과 같은 비선형 시스템을 고려해보자.

   (1)

여기서    ⋯
 ∈×  는 상태 

벡터를 나타내고, ∈  는 제어 입력을  나타낸다. 본 

논문에서는 비선형 시스템이 T-S 퍼지 모델로 표현되고, 이

를 기반으로 비선형 좌표변환과 비선형 궤환제어 입력이 유

도된다. T-S 퍼지 모델은 비선형 시스템을 국부적인(local) 

선형 동특성들의 결합으로 나타내기 위해 Takagi와 Sugeno

에 의해 제안되었다[1]. 국부적인 선형 모델은 퍼지 If-Then 

규칙에 의해 기술되며, 식 (1)의 비선형 시스템의 제어기 설

계 문제를 다루는데 이용된다. 비선형 시스템에 대한 퍼지 

모델의 i 번째 규칙은 식(2)와 같이 표현된다.

Plant Rule i :

    and ⋯ and   
    
    ⋯ 

(2)

여기서  ⋯는 전반부 변수(premise 

variables),는 퍼지 집합이며, ∈×   ∈×  이

다. 그리고   은 If-Then 규칙의 개수이다.

전체 퍼지 시스템은 식(3)과 같이 추론된다.

 













  






 

(3)

여기서    ⋯ 이고,

 




이다. 는 퍼지 집합 

  에 대한   의 소속 정도를 나타낸다.

식(3) 은 식(1)에 대한 근사적인 표현이다. 식 (3)에서 

   ⋯  에 대해  ≥ 이고, 모든 시간에 대하

여 




 ≥ 라고 가정한다. 그러므로    ⋯  

에 대하여  ≥ 이며 식(4)가 만족된다.






    (4)

T-S 퍼지 시스템의 제어 입력은 특정한 동작점에서의 국

부적인 선형 모델에 대한 제어기들로 구성되며 전체 안정성

을 보장하는 T-S 퍼지 제어기들의 입력을 구해야 하기 때문

에, 이러한 어려움 없이 바로 선형 제어 이론을 적용시킬 수 

있도록 하기 위하여 T-S 퍼지 시스템의 선형화가 필요하다. 

본 논문에서는 식 (3)의 좌표 변환을 다루기 위해, 식 (1)

과 같은 비선형 시스템의 퍼지 모델에 대한 i 번째 규칙을 

식(5)와 같이 정한다.

i 번째 계통의 퍼지 규칙: 

    and ⋯ and   
    

   

(5)

 and        (6)

for    ⋯    

여기서  
     이다.

전체 퍼지 좌표 변환은 식(7)과 같이 추론된다.

  




  (7)

이것은 x(t)가   에 의한 변환을 통하여   의 비율로 더

해진 것으로 생각할 수 있다. 좌표 변환 후, 전체 퍼지 시스

템은 식 (6)로부터 식(8)과 같이 추론된다.

 




     (8)

식 (3)의 선형화는 식 (8)을 선형 모델이 되도록 하는 문

제이다. 따라서 중요한 것은 T-S 퍼지 모델 식 (8)을 선형으

로 만드는 와 u(k)를 유도하는 것이다.

본 논문에서 결과적으로 얻어지는 선형화된 모델은 다음

의 Brunovsky 표준형 이다.

    (9)

여기서 











  ⋯ 
  ⋯ 
⋮ ⋱
  ⋯ 
  ⋯ 

 ,  













⋮



  이다.
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3. 이산치 계통에 대한 T-S 퍼지 궤환 선형화 

본 논문에서의 궤환 선형화는 다음의 가정을 필요로 한다.

가정 1. 모든 선형 모델은 제어 가능하고, 식(10)의 조건을 

만족한다.

  …     (10)

이것은 대부분의 제어 시스템이 만족시킬 수 있는 기본적

인 조건이다. 

가정 1 하에서 가 식(11)과 같이 구해진다.

    …   …   (11)

여기서a  안의 파라미터들은 다음 식과 같은 i번째 국부 

선형 모델에 대한 특성 방정식의 계수들로부터 구해진다. 

　 　  ∈ ⋯    (12)

식 (11)의 상태 변환 는 i번째 선형 시스템을 식(13)의 

가제어 표준형으로 변형시킨다.

 











   ⋯ 
   ⋯ 
⋮ ⋱
   ⋯ 
  ⋯ 










⋮







 (13)

따라서, 식 (13)과 같은 국부 선형 모델들을 갖는 전체 

T-S 퍼지 시스템은 식 (14)와 같이 된다.

 




 






















⋮



















⋮
























⋮



















⋮









(14)

여기서     ⋯    이고, 식(4)로부터 






   이다. 

정리 1. 다음의 비선형 궤환 입력은 식 (14)의 T-S 퍼지 

시스템을 Brunovsky 표준형으로 선형화 한다.

 




 (15)

증명: 식 (14)에서 자명함을 알 수 있다.

다음 그림 1은 본 논문에서 제안한 방법에 대한 전체적인 

개념을 보여준다.

그림 1.  T-S 퍼지 궤환 선형화 전체 구성도

Fig. 1. T-S fuzzy feedback linearization schematic

4. 시뮬레이션

본 연구에서 제안된 선형화 이론의 정당성을 보이기 위한 

시뮬레이션에 대한 개념도는 다음 그림 2와 같다. 기존의 궤환

선형화기법에 의한 비선형시스템의 선형화 결과는

Brunovsky 표준형과 같다, 그러므로 본 논문에서 제안된 방

법을 이용하여 비선형 계통을 선형화 시킨 다음에 Brunovsky 

표준형과 비교함으로써 그 타당성을 입증하기로 한다.

그림 2.  시뮬레이션 개념도

Fig. 2. Simulation schematic

사용된 시뮬레이션 예제는 톱니 바퀴 시스템을 통해 직류 

전동기로 구동되는 역 진자의 운동에 대한 것이다. 식 (16)은 

이 경우에 대한 비선형 이산 시간 형태의 운동 방정식을 나

타낸다.


















































(16)

여기서   는 진자의 각, 는 진자 각의 가속도 

이고, 는 전동기의 전류이다. 그리고 T는 샘플링 주기 

이다.

식 (16)에 대한 T-S 퍼지 모델은 식(17)과 같다.
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 










  
  
  

  










  
  
  



  














(17)

    는 각 모델에 대한 소속함수로 식

(18)과 같이 정의된다.

 











sin
 ≠

   

  

(18)

식 (17) 및 식 (18)에 의해서 얻어지는 식 (3) 형태의 퍼지 

모델은 ≤  ≤ 에서 비선형 기계 시스템의 동특성

을 정확하게 나타낸다.

이 경우 식 (11)에 의해 구한 상태 변환 행렬은 다음과 같이 

얻어진다. 여기서 샘플링 시간 T 는 0.0001[sec]로 주어진다.

 










  
  
  



 










  
  
  

(19)

각각의 선형 모델에 대한 가제어 표준형은 식(20)과 같다.

 










  
  

  
 

 










  
  

  
(20)

  












위 식으로부터, 식(21)의 벡터들을 구할 수 있다.

     

     
(21)

선형 입력은 식(22)와 같다.

     (22)

이 때 시스템의 고유치는 0.5+0.5j, 0.5-0.5j , -0.5 이다. 

비선형 시스템의 완벽한 선형화는 Brunovsky 표준형과 같

아짐으로 제안된 방법에 의한 선형화된 시스템의 응답을 

Brunovsky 표준형의 응답과 비교함으로써 충분한 선형화가 

이루어지는지를 확인하였다. 오차를 식(23)과 같이 정의한다.

  

  

  
(23)

여기서   는 제안된 제어기를 이용하여 생

성된 상태들이며,   는 Brunovsky 표

준형 시스템에 의해 직접적으로 생성된 상태들 이다. 

그림 3. Z1(k), ZBC1(k)에 대한 결과

Fig. 3. Results of Z1(k), ZBC1(k)

  

그림 4. e1(k)에 대한 결과

Fig. 4. Results of e1(k)

그림 5. Z2(k), ZBC2(k)에 대한 결과

Fig. 5. Results of Z2(k), ZBC2(k)
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그림 6. e2(k)에 대한 결과

Fig. 6. Results of e2(k)

그림 7. Z3(k), ZBC3(k)에 대한 결과

Fig. 7. Results of Z3(k), ZBC3(k)

그림 8. e3(k)에 대한 결과

Fig. 8. Results of e3(k)

Brunovsky 표준형 모델과 제안된 방법에 의해 선형화된 

시스템의 응답을 시뮬레이션 한 결과 그림 3~8에 보여지듯

이, 두 응답간의 오차가 아주 작음을 알 수 있다. 따라서 본 

논문에서 제안한 방법에 의한 비선형시스템의 선형화가 잘 

이루어 졌음을 확인할 수 있다.

5. 결  론

본 논문에서 제안된 상태 궤환 선형화 방법은 비선형 시

스템을 이산 시간 T-S 퍼지 시스템으로 모델링한 후 이를 

다시 Brunovsky 표준형의 선형 모델로 바꾸어 줌으로써 비

선형제어시스템을 제어하는데 있어 선형제어이론을 적용할 

수 있도록 해준다. Brunovsky  표준형으로 만들어주는 T-S 

퍼지 비선형 상태 변환과 비선형 궤환 제어기는 가제어 표준

형 이산 시간 T-S 퍼지 모델로부터 유도된다. 수학적인 관

점에서 제안된 방법은 기존의 이산 시스템의 궤환 선형화 방

법보다 훨씬 이해하기 쉽다. 또한, 비선형 시스템이 T-S 퍼

지 모델로 충분히 근사화될 수 있다는 가정하에 이산 시간 

시스템에 대한 고전적 궤환 선형화 방법의 모든 결과들을 대

신할 수가 있다
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