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요 약

의사난수발생기로부터 얻어지는 난수의 임의성을 검정하기 위한 통계방법들이 기존에 많이 제시되었다. 수열의 임

의성을평가하기위한탐색적그림도구로서우리는재현그림을이용할수있다.

주요용어: 의사난수발생기, 임의성검정, 재현그림.

1. 서론

난수는복잡한현상에대한시뮬레이션이나모델링, 암호학, 대규모모집단에서의표본추출등에유용한
수단이다. 우리는 통상 이러한 난수를 구하기 위하여 의사난수발생기(pseudo-random number gener-

ator)를 이용한다. 의사난수발생기에서 얻어지는 난수가 임의성(randomness)을 만족하는 지를 검정하

기위한임의성검정방법들이많이개발되었다(도수검정(frequency test), 계열검정(serial test), 포커검

정(Poker test), 연검정(run test), 충돌검정(collision test), 자기상관검정(autocorrelation test), 간격

검정(gap test) 등이 자주 쓰인다.). 최근까지도 많은 학자들이 새로운 임의성검정 방법에 대하여 연구
하고있다 (Chatterjee 등, 2000; Marsaglia와 Tsang, 2002; Ryabko 등, 2004; Castro 등, 2005; Katos,

2005; Ryabko와 Monarev, 2005; Hamano와 Kaneko, 2007; Hamano와 Yamamoto, 2008; Kim 등,

2008; Rukhin과 Volkovich, 2008; Wang 등, 2008; Tan과 Guan, 2009).

난수의 임의성을 평가하기 위한 탐색적 그림도구로서 우리는 자기상관함수그림(autocorrelation plot)

를 이용할 수 있고 장대흥 (2002)은 임의성와 카오스를 구별하기 위한 탐색적 그래픽 도구로서 시

차(lag)를 이용한 산점도행렬(시차도)를 사용할 것을 제안하였다. 이 산점도행렬(시차도)를 이용하면

우리는난수의임의성을탐색적으로평가할수있다.

난수의 임의성을 평가하기 위한 또 다른 탐색적 그림도구로서 우리는 재현그림(recurrence plot)을 사

용할 수 있다. Eckmann 등 (1987)은 동적 시스템의 위상공간(phase space) 상태의 재현을 시각화하

는 재현그림을 제안하였다. Marwan 등 (2007)은 재현그림에 대한 리뷰 페이퍼를 잘 정리하여 발표하
였다. 이러한 재현그림을 이용하면 우리는 의사난수발생기로부터 얻어지는 난수의 임의성을 탐색적으
로 검토하여 볼 수 있다. 2절에서 재현그림에 대하여 언급을 하고 3절에서는 이러한 재현그림을 통하여
어떻게 의사난수발생기로부터 얻어지는 난수의 임의성을 검토할 수 있는 지에 대하여 언급하고 4절에서

결론을내렸다.
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2. 재현그림

시계열자료가주어졌을때위상공간은테이켄스정리에의하여다음과같이재구성될수있다.

xi =
(
ui, ui+τ , . . . , ui+τ(m−1)

)
,

여기서 xi, i = 1, 2, . . . , N은 위상공간 궤도(trajectory)이고, N은 위상공간 상태의 개수, ui는 시계

열이고 m은 매립차원(embedding dimension)이며 τ는 시간지연(time delay)이다. 재현그림을 통하여
우리는 m-차원 위상공간 궤도를 2차원으로 표시하여 탐구할 수 있다. 재연그림은 다음과 같은 행렬로
표현할수있다.

Ri,j(ϵ) = Θ(ϵ− ∥xi − xj∥),

여기서 xi∈Rm, i, j = 1, 2, . . . , N이고, ϵ은 분계점(threshold) 거리, ∥·∥은 노름, Θ는 헤비사이

드(Heaviside) 함수이다. 두 개의 위상공간 xi와 xj의 거리가 ϵ보다 작거나 같으면 위상공간 궤도가
같은 위치에 있다고 보아 Ri,j(ϵ) = 1이 되어 정사각형 모양의 재현그림에서 x축에서의 i-번째 시점

과 y축에서의 j-번째 시점에 해당하는 위치에 점으로 나타나게 된다. 모든 i, j = 1, 2, . . . , N에 대하여

Ri,j(ϵ) = 1일때만 (i, j) 위치에점을찍으면재현그림이완성된다.

재현그림에서 중요한 모수가 분계점 ϵ의 값이다. ϵ이 너무 작으면 정사각형의 재현그림에서 점들을 거
의 볼 수 없게 되어 빈 공간에 가까운 재현그림이 되고, ϵ이 너무 크면 재현그림에서 거의 모든 점들
이 다른 점들의 이웃이 되어 정사각형의 공간을 모든 점들이 채워 거의 까맣게 되는 재현그림이 된다.

Mindlin과 Gilmore (1992), Zbilut와Webber (1992), Matassini 등 (2002), Thiel 등 (2002), Zbilut 등

(2002)이분계점 ϵ의값을선택하는방법들에대하여연구하였다.

우리는 이러한 재현그림에 나타나는 점들의 패턴을 살펴봄으로써 의사난수발생기로부터 얻어지는 난수
의 임의성을 탐색적으로 검토하여 볼 수 있다. 난수가 임의성을 만족한다면 정사각형의 재현그림에서
점들이 어떤 패턴이나 집락을 이루지 못하고 정사각형 공간 전체에 무작위로 흩어져 나타날 것이다. 반

대로난수가임의성을만족하지못하면이러한시계열자료가갖고있는고유한구조때문에정사각형의
재현그림에서 점들이 어떤 패턴이나 집락을 이룰 것이다. 우리는 이러한 패턴이나 집락을 보며 시계열

자료의 어느 부분에서 임의성을 만족하지 못하는 지를 확인할 수 있다. 그러므로 우리가 자료분석의 확
증적 단계에서 임의성검정을 시행하기 전에 자료분석의 탐색적 단계에서 재현그림을 그려봄으로써 난수
가임의성의성질을갖고있는지를탐색적으로검토하여볼수있다.

3. 임의성을 평가하기 위한 탐색적 그림도구로서의 재현그림

우리가 어떻게 재현그림을 임의성을 평가하기 위한 탐색적 그림도구로서 쓸 수 있는 지를 몇 가지 사례
들을이용하여살펴볼수있다. 본연구의목적이난수의임의성을평가하는것이므로매립차원 m과시

간지연 τ을 고려할 필요없이 시계열 자체를 이용하면 된다. 즉 m = 1로 놓으면 된다. 또한 노름은 유

클리드 거리를 이용하기로 하고 모든 예제에서 특별한 언급이 없는 한 ϵ으로 시계열 자료의 표준편차 값

의 0.1배를이용하기로한다.

예제 3.1: 다음 그림 3.1은 R 패키지에서의 의사난수발생기에서 구한 난수 300개를 이용하여 구한 꺽
은선그래프, 히스토그램, 자기상관함수그림을 나타낸다. 완전난수는 아니나 의사난수의 임의성을 볼 수

있다.
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그림 3.1. 난수 300개를 이용하여 구한 꺽은선그래프, 히스토그램, 자기상관함수그림

그림 3.2. 난수 300개를 이용하여 구한 산점도행렬

앞에서 구한 난수 300개를 이용하여 산점도행렬(시차도)을 그리면 다음 그림 3.2와 같다. 모든 산점도

에서점들이무작위로흩어져나타남으로이난수가임의성을만족함을알수있다.

히스토그램, 자기상관함수그림, 산점도행렬외에난수의임의성을평가하기위한또다른탐색적그림도
구로서 우리는 재현그림을 사용할 수 있다. 앞에서 구한 난수 300개를 이용하여 재현그림을 그리면 다
음그림 3.3과같다. 정사각형의재현그림에서점들이어떤패턴이나집락을이루지못하고정사각형공
간전체에무작위로흩어져나타나므로난수가임의성을만족한다고볼수있다.

앞에서의 난수와 비교하기 위하여 다음과 같은 전형적인 카오스 현상을 일으키는 로지스틱맵을 이용하
여시계열자료 10,000개(초기값: 0.1)를구한다.

xn+1 = 4xn(1− xn)

이 시계열 자료를 이용하여 꺽은선그래프(10,000개 중 끝에 있는 300개(9,701∼10,000)만 그림), 히스

토그램, 자기상관함수그림을 그리면 다음 그림 3.4와 같다. 자기상관함수그림에서는 모든 시차에 걸쳐
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그림 3.3. 난수 300개를 이용하여 구한 재현그림

그림 3.4. 로지스틱맵에서 구한 시계열 자료 300개를 이용하여 구한 꺽은선그래프, 히스토그램, 자기상관함수그림

자기상관이 거의 없음을 알 수 있으나 히스토그램에서 시계열 자료가 임의성을 만족하지 못하고 U자형

패턴을이루어 0이나 1에가까운숫자가많은반면 0.5에가까운숫자는적은것을확인할수있다.

산점도행렬(시차도)을 그리면 다음 그림 3.5와 같다. 모든 산점도에서 점들이 무작위로 흩어져 나타나

지 못하고 특이한 패턴(이차다항식이 시차가 커짐에 따라 거듭제곱되는 합성함수 형태)을 나타냄으로

이시계열자료가임의성을만족하지못함을알수있다.

앞에서 구한 시계열 자료 10,000개 중 끝에 있는 300개(9,701∼10,000)를 이용하여 재현그림을 그리면
다음 그림 3.6과 같다. 정사각형의 재현그림에서 점들이 여러 개의 띠모양의 패턴과 빈공간을 형성하여
집락을 이룸을 알 수 있어 이 시계열 자료가 임의성을 만족하지 못함을 알 수 있고 이러한 패턴이 나타

나는부분에서임의성이파괴되고있음을알수있다.

ϵ으로 300개 시계열 자료의 표준편차 값의 0.5배를 이용하면 다음 그림 3.7을 얻을 수 있다. 그림 3.6보

다더또렷하게이정사각형의재현그림에서점들이여러개의띠모양의패턴과빈공간을형성하여집락
을 이룸을 알 수 있어 이 시계열 자료가 임의성을 만족하지 못함을 알 수 있고 이러한 패턴이 나타나는

부분에서임의성이파괴되고있음을알수있다.
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그림 3.5. 로지스틱맵에서 구한 시계열 자료 300개를 이용하여 구한 산점도행렬

그림 3.6. 로지스틱맵에서 구한 시계열 자료 300개를 이용하여 구한 재현그림(I)

그림 3.7. 로지스틱맵에서 구한 시계열 자료 300개를 이용하여 구한 재현그림(II)
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그림 3.8. 표준정규난수 300개를 이용하여 구한 꺽은선그래프, 히스토그램, 자기상관함수그림

그림 3.9. 표준정규난수 300개를 이용하여 구한 산점도행렬

예제 3.2: 다음 그림 3.8은 R 패키지에서의 의사난수발생기에서 구한 표준정규난수 300개를 이용하여

구한 꺽은선그래프, 히스토그램, 자기상관함수그림을 나타낸다. 완전표준정규난수는 아니나 의사표준
정규난수의임의성을볼수있다.

앞에서 구한 표준정규난수 300개를 이용하여 산점도행렬(시차도)을 그리면 다음 그림 3.9와 같다. 모든

산점도에서 점들이 둥그런 모양을 이루며 무작위로 흩어져 나타남으로 이 표준정규난수가 임의성을 만
족함을알수있다.

앞에서 구한 표준정규난수 300개를 이용하여 재현그림을 그리면 다음 그림 3.10과같다. 정사각형의재

현그림에서 점들이 어떤 패턴이나 집락을 이루지 못하고 정사각형 공간 전체에 무작위로 흩어져 나타나
므로표준정규난수가임의성을만족한다고볼수있다.

예제 3.3: 동전을 300개 던졌을 때 그림면을 1로, 숫자면을 0으로 놓았을 때의 수열을 컴퓨터로 시뮬

레이션해 보자. 다음 그림 3.11은 R 패키지에서의 의사난수발생기에서 구한 성공률이 0.5인 베르누이
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그림 3.10. 표준정규난수 300개를 이용하여 구한 재현그림

그림 3.11. 베르누이난수 300개를 이용하여 구한 꺽은선그래프, 막대그래프, 자기상관함수그림

그림 3.12. 베르누이난수 300개를 이용하여 구한 산점도행렬
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그림 3.13. 베르누이난수 300개를 이용하여 구한 재현그림

그림 3.14. 베르누이난수 1,000개를 이용하여 구한 재현그림

난수 300개를 이용하여 구한 꺽은선그래프, 막대그래프, 자기상관함수그림을 나타낸다. 완전베르누이

난수는아니나의사베르누이난수의임의성을볼수있다.

앞에서 구한 베르누이난수 300개를 이용하여 산점도행렬(시차도)을 그리면 다음 그림 3.12와 같다. 숫

자가 0과 1로 만 이루어져 있어 300개의 점들이 겹쳐 4개의 점들로만 나타남으로 좌우, 위아래로 조금

흔들어(흐트림(jittering)) 300개의 점들을 구별하였다. 모든 산점도에서 점들이 4개의 점 (0,0), (0,1),

(1,0), (1,1)을 중심으로 둥그런 모양을 이루며 4개의 집락을 이루며 그 크기도 비슷하므로 이 베르누이
난수가임의성을만족함을알수있다.

앞에서 구한 베르누이난수 300개를 이용하여 재현그림을 그리면 다음 그림 3.13과같다. 정사각형의재

현그림에서 점들이 중간 중간 뭉쳐 있기는 하나 아주 뚜렷한 패턴이나 집락을 이루지 못하고 정사각형



임의성을 평가하기 위한 탐색적 그림도구로서의 재현그림 1161

그림 3.15. 케이스 A의 경우에 대한 꺽은선그래프, 막대그래프, 자기상관함수그림

그림 3.16. 케이스 A의 경우에 대한 산점도행렬

공간 전체에 무작위로 흩어져 나타나므로 베르누이난수가 임의성을 만족한다고 볼 수 있다. 베르누이난

수에 대한 재현그림이 예제 1이나 예제 2에서 언급한 재현그림(균등난수나 표준정규난수인 경우)과 다

르게느껴지는이유는베르누이난수는단지두개의값(0이나 1) 만을가지기때문이다.

좀 더 자세히 보기 위하여 또다른 베르누이난수 1,000개를 이용하여 재현그림을 그리면 다음 그림
3.14와 같다. 그림 3.13보다 더 또렷하게 재현그림에서 점들이 중간 중간 뭉쳐 있기는 하나 아주 뚜렷한
패턴이나 집락을 이루지 못하고 정사각형 공간 전체에 무작위로 흩어져 나타나므로 베르누이난수가 임

의성을만족한다고볼수있다.

참고로동전을 300개던졌을때다음과같이극단적으로임의적이지않은두가지경우를생각해보자.

1. 0이 150개, 1이 150개연속으로나오는경우(케이스 A)

2. 0, 1이 150번반복되는경우(케이스 B)

케이스 A의 경우 꺽은선그래프, 막대그래프, 자기상관함수그림을 나타내어 보면 다음 그림 3.15와 같

다. 자기상관함수그림이특이하게나타남을알수있다.

케이스 A의경우산점도행렬(시차도)을그리면다음그림 3.16과같다. 숫자가 0과 1로만이루어져있
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그림 3.17. 케이스 A의 경우에 대한 재현그림

그림 3.18. 케이스 B의 경우에 대한 꺽은선그래프, 막대그래프, 자기상관함수그림

어 흐트림을 사용하였다. 모든 산점도에서 점들이 두 개의 점 (0,0), (1,1)을 중심으로 둥그런 모양을 이
루며 2개의집락을이루므로이경우임의성을만족하지못함을알수있다.

케이스 A의 경우 재현그림을 그리면 다음 그림 3.17과 같다. 아주 특이한 모습을 갖으므로 임의성을 만

족하지못함을알수있다.

케이스 B의 경우 꺽은선그래프, 막대그래프, 자기상관함수그림을 나타내어 보면 다음 그림 3.18과 같

다. 자기상관함수그림이특이하게나타남을알수있다.

케이스 B의 경우 산점도행렬(시차도)을 그리면 다음 그림 3.19와 같다. 숫자가 0과 1로 만 이루어져 있

어 흐트림을 사용하였다. 각 산점도에서 점들이 두 개의 점 (0,0), (1,1)을 중심으로 둥그런 모양을 이루
며 2개의 집락을 이루는 경우와 두 개의 점 (0,1), (1,0)을 중심으로 둥그런 모양을 이루며 2개의 집락을

이루는경우두가지패턴이번갈아나타난다. 그러므로임의성을만족하지못함을알수있다.

케이스 B의 경우 재현그림을 그리면 다음 그림 3.20과 같다. 아주 특이한 모습(검은 점과 흰 공간이 번

갈아나타나는)을갖으므로임의성을만족하지못함을알수있다.
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그림 3.19. 케이스 B의 경우에 대한 산점도행렬

그림 3.20. 케이스 B의 경우에 대한 재현그림

4. 결론

우리는 자료분석의 확증적 단계에서 주어진 난수의 임의성검정을 시행하기 전에 자료분석의 탐색적 단

계에서 난수의 임의성을 평가하기 위하여 그래픽도구들을 이용하여 그림들을 그려봄으로써 난수가 임의
성의 성질을 갖고 있는 지를 탐색적으로 검토하여 볼 수 있다. 난수의 임의성을 평가하기 위한 탐색적

그림도구로서우리는자기상관함수그림과산점도행렬(시차도)를사용할수있다. 난수의임의성을평가

하기위한또다른탐색적그림도구로서재현그림을본논문에서제안하였고몇가지예들을보였다.
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Abstract
There are many traditional statistical tests for randomness. We can consider recurrence plots as an ex-

ploratory graphical tool for evaluating randomness.
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