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요 지 :유한요소법에 사용되어 효율적으로 파랑변형을 해석할 수 있는 (Legendre 보간 함수) 방법을 소개하였

다. 고차의 보간함수를 사용하는 유한요소모형은 대부분이 Lagrangian 보간 함수를 사용한다. 이 경우, 적은 수의

요소를 사용하고도 정확한 결과를 얻을 수 있다는 장점이 있지만 결과를 얻기 위해 소요되는 시간이 증가한다는

단점이 있다. Mass lumping을 통하여 계산 시간을 절약할 수는 있지만 이 경우에는 해의 정확성이 떨어진다는 단

점이 있어 정확도를 향상시키기 위하여 요소의 수를 증가시켜 다시 계산시간이 증대되는 문제가 생기게 된다. 본

연구에서 Lagrangian 보간 함수의 변형된 형태인 Legendre 보간함수에 수치적분을 사용하여 mass lumping을 수

행한 것과 같이 대각 행렬을 만들어 시간 절약의 효과를 얻으면서도 정확도가 어느 정도 유지되는 방법을 소개

하였다. Boussinesq 방정식을 이용한 다양한 수치 계산을 통하여 본 연구에서 제안하는 방법의 우수성을 검증하였다.

핵심용어 :Boussinesq 방정식, 유한요소법, Lagrangian, Legendre

Abstract : The present study introduces a Legendre interpolation function which is capable of analyzing wave

transformation effectively in a finite element method. A Lagrangian interpolation function has been mostly used

for a finite element method with a higher-order interpolation function. Although this function has an advantage

of giving an accurate result with less number of elements, simulation time increases. Calculation time can be

reduced by mass lumping, whereas the accuracy of solution is lowered. In this study, we introduce a modified

Lagrangian interpolation function, Legendre cardinal interpolation, which can reduce simulation time with

keeping up favorable accuracy. Through various numerical simulations using a Boussinesq equations model, the

superiority of the Legendre cardinal interpolation function to a Lagrangian interpolation function was shown.

Keywords : Boussinesq Equation, Finite Element Method, Lagrangian, Legendre

1. 서 론

외해에서 진입하는 파랑은 회절, 굴절 및 천수 등의 현

상을 겪으면서 다양하게 변화한다. 이러한 파랑변형 및 파

랑변형의 영향 등을 예측하는 방법에는 크게 수리모형실

험과 수치모의가 있다. 수리모형실험의 경우 경제적인 여

건으로 인하여 제약 사항이 많은 반면에, 수치모의의 경

우 이러한 제약 사항이 상대적으로 적기 때문에 대부분

의 영역에서 수치모의를 이용한 연구가 활발히 진행되고

있다. 대표적인 수치해석기법으로 유한요소법과 유한차분

법이 있다. 유한차분법의 경우 미분방정식을 근사하여 해

를 구하기 때문에 사용하기 편한 장점이 있는 반면에 복

잡한 지형에는 적용하기 어려운 면이 있다. 반면, 유한요

소법의 경우 해를 근사하기 때문에 유한요소식을 정식화

시키는 과정이 번거롭지만 다양한 지형에 적용할 수 있

다는 장점이 있다. 이러한 장점으로 인하여 지형이 복잡

하고 불규칙한 연안 문제에는 유한요소법이 자주 활용된

다(Panchang et al., 2000; Park et al., 1994; Walkley and

Berzins, 2002; Woo and Liu, 2004b).

유한요소법에서 요소 내를 보간하기 위하여 주로 Lagrangian
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다항식을 사용한다. 일반적으로 고차의 Lagrangian 다항

식을 보간 함수로 사용할 경우에는 식이 너무 복잡해지

기 때문에 대부분의 경우 선형 보간 식을 사용하여 지배

방정식을 정식화한다(Kato et al., 1998; Woo and Liu,

2004a). 하지만, 선형 보간 함수를 사용할 경우, 식을 정

식화시키는 과정은 간단하지만 해의 정확성을 높이기 위

해서는 많은 수의 요소가 필요하며 만약 지배방정식에 많은

미분 항들이 있는 경우 적용하기 어렵다는 단점도 있다. 이

럴 경우 불가피하게 고차의 유한 요소를 사용하여야 한다

(Sanz-Serna and Christie, 1981; Woo and Liu, 2001).

Lagrangian (또는 Hermite 형태) 고차 다항식을 사용하는

경우 대부분 요소 내 절점은 등 간격으로 배치한다. 이럴

경우 다음과 같은 문제점이 생길 수 있다. 첫째, 다항식

의 차수가 증가하여 해를 구하는데 많은 시간이 요구된

다. 둘째, 실행 시간을 줄이기 위하여 질량 행렬에 대하

여 동일행에서 모든 성분들을 합하여 하나의 성분으로 나

타내고 나머지 성분들은 0으로 만드는 lumping을 사용할

경우에는 해의 정확성이 떨어지게 된다. 이러한 문제점을

해결하기 위한 방법의 하나로 요소 내 절점의 위치를 조

절하는 방법이 있다(Legendre 다항식을 사용하면 이와 같

은 특징을 가지는 보간 함수를 수월하게 표현할 수 있기

때문에 이 후 Legendre 보간 함수라고 지칭하겠다). 이와

같은 방법을 이용하면 수치 적분을 수행하였을 경우에 질량

행렬이 대각 행렬이 되는 특징이 있다. 따라서, Legendre

보간 함수를 사용하면서 수치적분을 수행할 경우 해의 정

확성을 유지하면서 질량 행렬에 대하여 lumping을 수행

한 것과 같이 빠르게 해를 구할 수 있다는 장점이 있다.

Legendre 보간 함수를 이용한 연구는 Patera(1984)에 의해 처

음으로 제안되었으며 Eskilsson and Sherwin(2003) 및

Eskilsson et al.(2006) 등에 의해 파랑문제에 적용이 되

었다(그들의 논문에서는 spectral element 라고 표현하였

으나 이는 고차의 다항식이라는 의미가 강하기 때문에 본

문에서는 사용하지 않았다). 그러나 그들의 논문에서는

Legendre 보간 함수가 가지는 특징에 대하여 별다른 언

급을 하지 않았다. Eskilsson and Sherwin(2003)의 논문

에서 선형 보간 함수를 사용한 유한요소법의 결과와 고

차의 Legendre 보간 함수에 수치적분을 사용하여 구한 유

한요소법의 결과를 비교하여 Legendre 보간 함수의 장점

을 강조한 점이 있으나 그의 논문에선 고차의 Legendre

보간 함수와 선형 Lagrangian 보간 함수를 비교하였기 때

문에 Legendre 보간 함수 자체가 가지는 고유의 특성을

평가하였다고 보기는 힘들다. 따라서, 본 연구에서는 동

일한 차수의 Lagrangian 보간 함수와 Legendre 보간 함

수를 약비선형과 약분산성을 고려할 수 있는 Boussinesq

방정식(Nwogu, 1993)에 적용하여 수치적분을 수행한 Legendre

보간 함수의 장점을 검토해보았다.

2. 이론적 배경

해양에서 다루는 파는 상대 수심에 따라 그 특성이 다

르게 나타난다. 심해에서는 파의 분산성(σ : 수심대파장비)

이 두드러지게 나타나며 천해로 접근할수록 분산성은 작

아지면서 비선형성(ε: 파고대수심비)이 커지게 된다. 따라

서 이러한 파의 특성을 적절히 모의하기 위해서는 분산

성과 비선형성을 모두 고려할 수 있는 지배방정식을 사

용할 필요가 있다. 이러한 방정식 중에서 대표적인 방정

식이 Boussinesq 방정식이다. Peregrine(1967)이 처음으로 변

수심에 적용 가능한 모델을 제안한 이후로 Witting(1984),

Madsen et al.,(1991), Nwogu(1993), Gobbi and Kirby(1999)

등 많은 학자들에 의해 Boussinesq 형태의 지배방정식이

개발되었다.

2.1  지배 방정식

본 연구에서는 지배 방정식으로 Nwogu(1993)가 제안

한 다음과 같은 형태의 Boussinesq 방정식을 사용하였다. 이

모델은 약비선형(ε<<1)과 약분산성(σ<<1) 파랑에 대해 모

의가 가능하다.

(1)

(2)

여기서, η는 자유수면변위를 의미하며, u는 수평유속, h는

수심 그리고 A
1
, A

2
, B

1
, B

2
는 다음과 같이 정의되는 상

수이다.

(3)

(4)

(5)
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여기서 θ는 다음과 같이 정의되는 상수이다. 

(7)

θ의 값은 선형분산관계식의 결과와 비교하였을 때 θ=

-0.531일 경우에 가장 작은 오차를 주기 때문에 일반적으

로 이 값을 사용한다.

2.2 정식화

식 (1)에 포함된 고차 미분항으로 인하여 유한요소법을

Boussinesq 방정식에 적용시키는데는 크게 두 가지 방법

이 사용된다. 하나는 고차의 보간함수를 사용하는 방법이

며 다른 하나는 보조변수를 사용하여 고차 미분항의 차

수를 낮추는 방법이다. 본 연구에서는 Walkey and Berzins

(1999)에 의해 제안된 보조변수를 사용하는 방법을 이용

하여 식을 정식화하였다. 보조변수를 사용할 경우 식 (1)

과 (2)는 다음과 같이 나타낼 수 있다.

(8)

(9)

(10)

일정 수심이라고 가정한 후, 식 (8)~(10)에 Galerkin 방법

을 적용하면 다음과 같은 식을 얻을 수 있다.

(11)

(12)

(13)

여기서, η
e, ue및 we는 각각 절점에서의 η, u 및 w 값을

의미하며 M
e

, D
e

 및 K
e

는 각각 다음과 같이 정의되는 행

렬들이다.

(14)

(15)

(16)

여기서 J
e는 Jacobian을 그리고 N(또는 [N

0
, N

1
, ..., NP

])은

P차의 보간 함수를 의미한다. 보간 함수로는 일반적으로

식 (17)과 같이 표현되는 Lagrangian 보간 함수를 사용하

며 보통 요소 내 절점의 위치는 등 간격이 되도록 한다.

(17)

절점의 위치를 이렇게 설정할 경우 보간 함수의 항이

고차로 가는 경우에는 행렬식을 푸는데 시간이 오래 소

요되는 단점이 있다. 이러한 단점을 극복하기 위하여 질

량(mass) 행렬에 대하여 lumping을 할 수 있지만 이 경

우에는 해의 정확성이 떨어지는 문제점이 발생한다(Walkley

and Berzins, 1999). 이에 대한 대안으로 제시된 방법이

Legendre 보간함수를 사용하는 방법이다. Patera(1984)에

의해 처음으로 제시된 이 방법은 해의 정확성을 떨어뜨

리지 않으면서 mass lumping을 한 것과 비슷한 정도의

계산 시간 절감을 가질 수 있다는 장점이 있다. Legendre

함수를 이용한 보간 함수는 다음과 같이 나타내어진다.

(18)

여기서 LP는 P차의 Legendre 다항식을 나타내며 ξp는

(ξ−1)(ξ+1)∂ξLP(ξ)=0을 만족하는 요소 내 절점의 위치이

다. 3차의 다항식을 사용하는 경우 식 (17)과 (18)은 각각 다

음과 같이 나타내어지며 Fig. 1과 같은 형상을 지닌다.

For Lagrangian 보간 함수:

(19a)

(19b)

(19c)

(19d)

For Legendre 보간 함수:

(20a)

(20b)
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(20c)

(20d)

식 (14)~(16)을 직접 적분하면 4×4 행렬이 발생하게 되며

전체 요소에 대하여 합하게 되면 밴드 폭의 크기가 4가

되는 행렬이 발생하게 된다. 이러한 경우 요소의 개수가

커짐에 따라 많은 계산시간이 필요하게 된다는 불편함이

있다. 질량 행렬의 경우에는 lumping을 사용하여 대각 형

렬로 만들어 계산시간을 단축시킬 수는 있으나 이 경우에는

해의 정확성이 떨어진다. 그러나 Legendre 행렬을 사용하는

경우에는 lumping을 하지 않고 Gauss-Radau-Legendre

수치적분을 수행하여 질량행렬을 대각행렬로 만들 수 있

다(Karniadakis and Sherwin, 2005). Gauss-Radau-Legendre

수치적분에 대하여 간략하게 언급하면 기본적인 개념은 일

반적인 Gauss 적분과 동일하다. 즉 어떤 함수의 적분값

을 -1과 1사이의 특정 위치에 대한 함수값에 가중치를 곱

한 값들의 합으로 나타낼 수 있다. 일반적인 Gauss 적분

과 다른점은 Gauss-Radau-Legendre의 적분에서는 특정

위치의 값이 Legendre 보간 함수의 절점의 위치와 동일

하다는 것이다. 따라서 적분점의 수는 항상 차수보다 하

나 많게 된다. 특정 위치와 가중값은 각각 다음과 같이 정

의된다.

(21)

(22)

본 연구에서 사용하는 3차 고차요소의 경우에 대하여

식 (21)과 (22)를 계산하면, 적분점의 값은 -1, -1/ , 1/

, 1이 되며 이에 해당하는 가중값은 각각 1/6, 5/6, 5/

6, 1이 된다.

식 (15)와 (16)을 계산하는데 필요한 미분값은 다음과

같이 구해진다.
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Fig. 1. Comparison between Lagrangian and Legendre interpolation function for third-order: (a) N
1
; (b) N

2
; (c) N

3
; (d) N

4
.
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(23)

이렇게 구해진 행렬식을 요소별로 합하면 전체 행렬 M,

D 그리고 K를 구할 수 있으며 이 값들을 이용하여 다음

과 같이 η 및 u 값을 구할 수 있다.

(24)

   (25)

여기서, 윗첨자 n은 n번째 시간항을 의미하며, Δt는 시간

간격, E와 F는 각각 식 (11) 및 (12)의 오른쪽 항을 의

미한다. 이렇게 u
n+1값이 구해지면 이 값을 이용하여 w

n+1

을 다음과 같이 구할 수 있다.

(26)

3. 결과 분석

규칙파 및 고립파 조건에서 Legendre 요소를 사용한 유

한요소모형의 우수성을 검토해 보았다. 각각의 파에 대하

여 Lagrangian 요소를 사용하면서 식 (14)의 행렬식을 직

접 푼 경우(La-A), lumping 을 사용한 경우(La-B) 그리고

Legendre 요소를 사용하면서 행렬식을 직접 푼 경우(Le-

A)와 수치적분을 이용하여 푼 경우(Le-B), 이렇게 4개의

경우에 대하여 계산하여 결과값을 비교하였다. 

 규칙파의 경우, 초기 조건 및 경계 조건은 다음과 같

이 설정하였다. 

(27a)

(27b)

(27c)

(27d)

(27e)

(27f)

(27g)

(27h)

(27i)

여기서, x
1
 및 x

2
는 각각 영역의 시작점과 끝점의 위치이

다. η
0
는 진폭을 의미하며 파속 c와 각속도 ω는 각각 다

음 식을 이용하여 구할 수 있다.

(28)

(29)

규칙파에 관한 수치 모의는 다음과 같은 조건에서 수행

하였다. 상대수심(kh)은 0.167로 설정하여 천해 조건을 만

족하도록 하였으며 파고는 0.01 m, 수심은 3.2 m로 하여

약 비선형을 만족하도록 하였다. 시간 간격 Δt는 0.01초로 하

여 시간 차분에 의한 수치오차는 최소화하였다. Fig. 2는
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Fig. 2. Comparison of solutions between present and analytical

solutions for: (a) t=0.5T; (b)5T. 
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t=0.5T 및 t=5T에서의 본 연구의 유한요소모형의 결과와

해석해를 비교한 그림이다. 여기서 T는 입사파의 주기를

의미한다. 유한요소모형에서는 파장당 격자를 10개로 나

누고 보간 함수로는 Lagrangian함수를 사용하였다. 그림

에서 보여지듯이 전체적으로 두 결과가 잘 일치하는 것

을 알 수 있다. 해의 정확성을 비교하기 위하여 다음과 같

이 정의되는 L
∞

오차를 계산하여 비교해 보았다.

for j = 1,..., Ndof (30)

여기서 Ndof
는 절점의 총 개수를 의미한다.

Fig. 3은 10주기 동안 프로그램을 실행한 후에 본 연구

에서 사용한 유한요소모형의 결과와 해석 해를 비교한 그

림이다. 행렬식을 직접 적분하여 푼 경우에는 Lagrangian

보간 함수를 사용하거나 Legendre 보간 함수를 사용하여

도 큰 차이를 보이지 않았다. 두 경우 모두 파장당 3개의

요소를 사용하면 오차가 O(10
-1
) 정도의 값을 보이면서 수

렴하기 시작하였다. 그러나 대각행렬을 구성하는 경우는

Lagrangian 보간 함수를 사용하는 경우와 Legendre 보간

함수를 사용하는 경우에 어느 정도 차이를 보였다. 전체

적으로 Legendre 보간 함수를 사용하는 것이 작은 오차

를 나타내면서 Lagrangian 보간 함수를 사용하는 경우에

는 파장당 6개 이상의 요소를 사용하여야만 O(10
-1
) 정도

로 오차가 수렴하였으나 Legendre 보간 함수를 사용하는

경우에는 파장당 4개의 요소를 사용하여도 비슷한 오차

가 나오면서 수렴하였다. 

다음으로, 고립파에 대하여 해의 정확성을 검토해 보았

다. 고립파는 해의 분산성과 비선형성이 균형을 이루어 진

행하는 파로서 비선형 모델의 검토용으로 많이 활용된다.

Wei and Kirby(1995)는 Nwogu의 Boussinesq 방정식에

대하여 다음과 같은 해석해를 제시하였다.

(31)

(32)

여기서 이며 a
1
, a

2
, a 및 b는 각각 다음

과 같이 정의된다.

(33a)

(33b)

(33c)

(33d)

여기서, 이다. 규칙파와 마찬가지로 식

(31)과 (32)를 이용하여 η, u 및 w에 대하여 초기조건과

경계조건을 준 후에 영역 내 요소의 수에 변화를 주면서

수치모의를 수행하였다. 계산 조건은 다음과 같다. 수심

은 0.45 m, 파고는 0.045 m, 그리고 영역의 길이는 100 m로

하였으며 시간 간격은 0.01초로 하여 시간 차분에 의한 오

차는 최소화하였다. Fig. 4는 영역을 100개의 요소로 구

성한 후 각각 5초 및 30초가 지난 후에 파고 분포를 나
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Fig. 3. Comparison of errors obtained by using Lagrangian

(La) and Legendre (Le) interpolation function for peri-

odic wave: (a) full matrix; (b) diagonal matrix. 
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타낸 그림이다. 구간이 충분히 나누어졌을 경우에는 그림

에서 보는 바와 같이 해석해와 본 연구에서 계산한 수치

해가 매우 잘 일치하는 것을 볼 수 있었다. 

Fig. 5는 해석해와 본 연구에서 구한 수치해의 오차를

비교한 것이다. 오차는 식 (30)에 의해 정의된다. 식 (14)

질량 행렬을 해석적으로 적분하였을 때의 결과는 Lagrangian

보간 함수를 사용하였을 경우나 Legendre 보간 함수를 사

용 하였을 경우 모두 오차가 비슷하게 나왔다. 구간 내 요

소의 증가함에 따라 전체적으로 오차는 감소하면서 요소

개수가 90~100개 정도 상황에서 오차가 O(10
-2
) 정도로

수렴하기 시작하였다. 질량 행렬을 대각 행렬로 만들기 위

하여 lumping을 하였을 경우와 수치적분을 하였을 경우

에는 오차가 큰 차이를 보였다. Legendre 보간 함수를 수

치 적분하였을 경우에는 직접 적분하였을 경우보다는 약

간 큰 오차를 보이면서 요소개수 130개 정도에서 오차가

O(10
-2
) 근처로 수렴하였다. 그러나, Lagrangian 보간 함

수를 사용하면서 lumping을 하였을 경우에는 요소의 개

수를 250개 정도를 사용하여도 수렴하는 결과를 보여주

지 못하였다. 

Fig. 3과 5의 결과를 이용하여 원하는 정도의 정확도를

얻기 위해 필요한 프로그램의 실행 시간을 계산해 보았

다. 프로그램의 실행 시간은 Fortran 명령어 cpu_time을

사용하였다. 규칙파 및 고립파에 대하여 La-A와 Le-A는

비슷한 정도를 가지고 있기 때문에 A에 관하여는 La-A

하나를 사용하였다. 원하는 정확도를 O(10
-1
)로 가정하면

파장당 요소의 수는 La-A, La –B, Le-B에 대하여 규칙

파일 경우에는 각각 3개, 6개, 4개가 되며, 고립파일 경

우에는 계산 영역(100 m 기준)당 50개, 100개, 50개가

Fig. 4. Comparison of solitary wave between present and ana-

lytical solutions for: (a) t=5 sec; (b) t=30 sec.

Fig. 5. Comparison of errors obtained by using Lagrangian

(La) and Legendre (Le) interpolation function for sol-

itary wave: (a) full matrix; (b) diagonal matrix.
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된다. Fig. 6은 앞서 말한 요소의 수를 유지하면서 계산

영역에 따른 실행 시간을 나타낸 결과이다. 여기서 실행

시간은 한 시간 간격(Δt)을 수행하는데 걸리는 시간을 의

미한다. 그림을 보면 Legendre 요소의 우수성을 잘 알 수

있다. 규칙파 및 고립파에 대하여 Le-B가 가장 적은 시

간이 걸렸으며, La-A의 경우에는 다른 값들에 비하여 월

등히 많은 시간을 요구하기 때문에 매우 비효율적이라는

것을 알 수 있다. 전체적으로 영역의 크기가 커질수록, 즉

행렬의 크기가 커질수록 계산 시간은 기하급수적으로 증

가하였으며 각 그래프의 차이 또한 증가하였다. 결국, 행

렬식의 크기가 커질수록 Le-B 를 사용하면 효율적임을 알

수 있다. 그러나, 여기서 주의할 점은 여기서 보인 수치

값들이 절대적인 값이 아니라는 것이다. 즉 영역의 크기

나 원하는 정확도에 따라 수치적인 값들은 바뀔 수가 있

다. 그러나 행렬식의 크기가 큰 경우에 Le-B가 효율적이

라는 결론은 변하지 않을 것이다.

4. 결 론

본 연구에서는 3차의 Lagrangian 보간 함수와 Legendre

보간 함수를 유한요소모형에 적용하여 Legendre 보간 함

수가 가지는 우수성을 검토하였다. 기존에 이와 관련된 연

구는 고차의 Legendre cardinal 보간 함수와 선형 보간

함수를 비교한 것이다. 이 경우, Legendre 보간 함수를

사용하여 얻은 결과는 보간 함수 자체가 가지는 특성에

서 얻을 것일 수도 있지만 고차의 보간 함수가 가지는 특

성으로 인한 결과일 수 있다. 따라서 본 연구에서는 동일

한 차수의 보간 함수를 사용함으로써 Legendre 보간 함

수가 가지는 특징에 대하여 검토를 하였다. 고차의 유한

요소모형을 적용하는 경우에는 Lagrangian 고차 다항식을

사용하면서 절점을 등 간격으로 배치시키는데 이럴 경우

행렬식이 커져서 계산 시간이 오래 걸리거나 이를 해결

하기 위하여 mass lumping을 사용하면 해의 정확성이 떨

어지는 문제점이 발생한다. 그러나 Legendre 보간 함수를

사용하는 경우에는 수치적분을 통하여 이와 같은 문제점

들을 해결할 수 있다. 규칙파에 적용하였을 경우에는 La-

A(or Le-A), Le-B, La-B 순으로 정확도를 보였으며 동일

한 정확도를 가지는 상황에서 계산 시간을 구해보면 작

은 영역에서는 La-A(or Le-A), Le-B, La-B 순으로 계산

시간이 짧았으며 큰 영역에서는 Le-B, La-A(or Le-A),

La-B 순으로 각각 계산 시간이 적게 소요되었다. 고립파

에 적용하였을 경우에는 규칙파와 마찬가지로 La-A(or

Le-A), Le-B, La-B 순으로 정확도를 보였으며 계산 시간

에서는 영역에 상관없이 Le-B이 가장 적게 시간이 소요

되었으며 그 다음으로 La-A(or Le-A), La-B 순이다. 결

론적으로, 계산 시간을 고려하지 않는 경우에는 La-A 나

Le-A를 사용하는 것이 가장 정확한 결과를 얻을 수가 있

다. 그러나 영역의 크기가 증가하여 계산 시간이 많이 소

요되는 경우에는 Le-B를 사용하면 계산 시간을 줄이면서

어느 정도 원하는 정확도를 가지는 결과들을 얻을 수 있

다는 것을 알 수 있다.
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