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요 약

생산 공정에서 관리도를 통하여 이상원인을 탐지하는 경우 이상상태의 신호가 발생하면 교정활동

을 통하여 이를 규명하고 제거한 후 다시 공정을 가동시키는 것이 일반적이다. 이때 이상원인이 발생

한 시점인 공정의 변화시점을 알 수 있다면 보다 빠르고 정확하게 이상원인을 규명하고 이를 제거할

수 있을 것이다. 이 논문에서는 누적이동평균(1,1) 모형, 즉 IMA(1,1) 모형을 따르는 공정에서 관리

도를 사용하여 모수들의 변화를 탐지하는 경우 공정의 변화시점에 대한 MLE를 제안하고, 제안된 추

정량의효율에대하여연구하였다.

주요용어: 공정변화시점, 관리도, 자기상관공정, 잔차, 최대우도추정량.

1. 서론

관리도 (control chart)는 통계적 공정관리 (statistical process control; SPC)에서 생산 공정의 변

동의 원인이 되는 공정모수의 변화를 탐지하는 도구로서 널리 사용되어 왔다. 대표적인 관리도로는

Shewhart 관리도를 들 수 있는데, Shewhart 관리도는 공정모수의 작은 변화는 효율적으로 탐지하지

못한다는 단점을 가지고 있다. 이와 같은 단점 때문에 공정평균의 작은 변화를 탐지하고자 하는 경우

CUSUM (cumulative sum) 관리도나 EWMA (exponentially weighted moving average) 관리도를사

용하고있다.

일반적으로 공정에서 관리도를 적용할 경우의 가장 기본적인 가정은 관측값들이 서로 독립이라는 것

이다. 그러나 독립성 가정은 화학공정과 같은 연속형 제조공정에서 자주 위배되고 있는 실정이다. 이렇

게 독립성 가정이 위배됨에도 불구하고 전통적인 관리도를 사용할 경우 오경보 (false alarm)가 매우 증

가하여 관리상태에서의 평균런길이 (average run length; ARL)가 미리 설정한 값보다 매우 작아진다는

사실이 잘 알려져 있다. 일반적으로 이와 같이 자기상관이 존재하는 공정에서 사용하는 관리도 절차는

다음의 2가지 방법을 사용하고 있다. 첫 번째는 공정의 자기상관을 고려하여 관리한계 등을 조정하는

것이고, 두번째방법은시계열모형을사용하여잔차 (residual)를계산하고잔차에대하여기존의관리

도기법을적용하는것이다. 자세한사항은 Lu와 Reynolds (1999) 등을참고할수있다.

관리도를 통하여 이상원인 (special cause)이 발생했다는 신호가 있을 경우 교정활동을 통하여 이를

규명하고제거한후다시공정을가동시키는것이일반적이다. 이때이상원인이발생한시점, 즉공정의
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변화시점 (process change point)을알수있다면보다빨리이상원인을규명하고공정을관리상태로회

복시킬수있을것이다.

Hawkins 등 (2003)은 공정의 변화시점 추정에 대하여 다음과 같이 3가지 시나리오로 나누어 선행연

구 결과들을 언급하였다. 첫 번째는 변화시점을 제외한 모든 공정모수 값을 알고 있는 경우, 두 번째는

관리상태에서의 공정모수 값은 알고 있지만 이상상태에서의 공정모수 값은 모르는 경우, 마지막으로 세

번째는 모든 공정모수 값을 모르는 경우로 구분하였다. 일반적으로 두 번째 시나리오가 생산 공정에서

가장많이발생하는것으로알려져있다.

Samuel 등 (1998)은 두 번째 시나리오를 가정하고 서로 독립인 정규분포 모형에서 Shewhart 관리

도를 사용할 경우 공정평균의 변화시점에 대한 MLE (maximum likelihood estimator)를 제안하였고,

Pignatiello와 Samuel (2001)은같은가정하에서 CUSUM과 EWMA관리도와이MLE를사용하는것

에 대한 효율을 모의실험을 통하여 보였다. Lee와 Park (2007)은 두 번째 시나리오를 가정하고 정규분

포의 평균과 분산이 동시에 변하는 공정에서 고정추출비 (fixed sampling rate)와 변량추출비 (variable

sampling rate)를사용할때공정의변화시점에대한 MLE를제안하였다.

Timmer와 Pignatiello (2003)는자기상관이있는 AR(1) 모형의공정모수들의변화시점에대한추정

량을 제안하였고, Lee 등 (2007)과 Lee와 Lee (2007)는 랜덤오차가 추가된 AR(1) 모형에서 공정모수

들이변화할때이를관리도를사용하여탐지할경우그변화시점에대한 MLE를제안하였다.

이 논문에서는 공학적 공정관리 (engineering process control; EPC)에서 많이 사용하는 IMA(1,1)

모형에서 공정모수들이 변화할 때 이를 관리도를 사용하여 탐지할 경우 그 변화시점에 대한 MLE를 제

안한다. 또한 모의실험을 실시하여 제안된 MLE의 효율을 살펴보았다. 이때 시계열 모형을 적합시켜

계산된 잔차들에 대하여 관리도를 적용하며, Hawkins 등 (2003)이 구분한 3가지 시나리오 중 두 번째

시나리오를가정하기로한다.

2. IMA(1,1) 모형

Xt는시점 t에공정에서추출한관측값이라할때, IMA(1,1) 모형은

Xt = Xt−1 + εt − θεt−1, (2.1)

또는

Xt =
1− θB
1−B εt

로 나타낼 수 있으며, 여기서 B는 BXt = Xt−1인 후진연산자 (backshift operator)이고 시점 t에서

의 공정오차인 εt는 평균이 0이고 분산이 σ2
ε인 정규분포를 따르는 확률변수를 가정한다. 또한 θ는 0 ≤

θ < 1인평활상수 (smoothing constant)를나타낸다.

공정모형에서는 시작 시점이 있기 때문에 t ≤ 0인 경우 Xt = 0과 εt = 0을 가정한다. 이 경우 식

(2.1)은

Xt = (1− θ)
t−1X
j=1

εj + εt, t = 1, 2, · · · (2.2)

로 표현할 수 있다. 또한 시점 t − 1에서 시점 t에 대한 최소평균제곱오차 (minimum mean square

error; MMSE) 예측치를 X̂t라할때, X̂t는 EWMA인

X̂t = (1− θ)Xt−1 + θ ˆXt−1
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가되고이를다시표현하면

X̂t =
1− θ

1− θBXt−1 = (1− θ)
t−1X
j=1

εj (2.3)

가됨이잘알려져있다.

IMA(1,1) 모형은 비정상 시계열모형 (nonstationary time series model) 중 비교적 간단한 형태이

지만, 수정활동을 통하여 공정수준이 목표값에 가깝게 유지하도록 하는 공학적 공정관리에서 공정수준

의 유동적 현상을 잘 표현하여 공정잡음 모형으로 적합한 것으로 알려져 있다 (Box와 Kramer, 1992;

Vander Wiel, 1996). 이 논문에서는 통계적 공정관리의 공정모형으로 사용할 수 있도록 IMA(1,1) 모

형의평활상수 θ가 1에가까운경우를주로고려하고자한다.

3. 공정모수의 변화시점 추정 및 효율

이상원인에 의한 공정모수의 변화는 다음과 같이 공정평균과 공정오차의 분산의 변화 등 2가지를 고

려한다. 이상원인은 알려지지 않은 시점 τ와 τ + 1사이에서 발생한다고 가정하는데, 일반적으로 τ를

공정의변화시점 (process change point)이라칭한다.

3.1. 공정평균의 변화시점 추정 및 효율

먼저 공정모형의 평균이 변화할 때 이를 탐지하는 문제를 고려해 보자. 공정평균의 변화량은 δσε로

표시하고, 관리상태에서의공정평균은 0이라고가정하기로한다. 또한 σε는예비표본을통하여알고있

는값이지만, δ는모르는값임을가정한다. 이경우공정모형은

Xt = (1− θ)
t−1X
j=1

εj + εt + δt

로 표현할 수 있으며, 여기서 δt는 공정평균으로 t ≤ τ인 경우에는 0이고 t ≥ τ + 1인 경우에는 δσε로

정의한다. 공정에 이상원인이 발생한 후에도 이상상태의 신호 이전에는 이를 알 수가 없으므로, MMSE

예측치는식 (2.3)을사용하고이때잔차는

et =

 εt , t ≤ τ

δσε + εt , t ≥ τ + 1

가된다. 따라서잔차의기대값은

E(et) =

 0 , t ≤ τ

δσε , t ≥ τ + 1

이 되고, 분산은 모든 t에 대하여 V ar(et) = σ2
ε이 된다. 즉, 잔차들은 서로 독립이고 평균 E(et)와 분

산 σ2
ε을 갖는 정규분포를 따르게 된다. 그러므로 공정평균의 변화를 탐지하는 관리도는 잔차의 평균의

변화를 탐지하는 문제로 귀결되며, 측정된 잔차 et를 통계량으로 사용하는 Shewhart, CUSUM, 그리고

EWMA 관리도등을적용할수있다.

이경우관리도에서이상신호를준시점을 T라할때, 공정의변화시점에대한 MLE는

τ̂δ = arg max
0≤t<T

8><>:
“PT

i=t+1 ei
”2

T − t

9>=>; (3.1)
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이된다. 이에대한상세한유도과정은부록 A에수록하였다.

다음으로식 (3.1)의 MLE의효율을알아보기위하여모의실험을수행하였다. 앞에서언급한바와같

이 공정모형이 과거의 공정오차들에 영향을 많이 받지 않고 현재 시점의 공정오차에 영향을 많이 받도

록, 즉 백색잡음 (white noise) 모형에 유사하도록 평활상수는 1에 가까운 0.9로 고정하고, 공정의 변화

시점인 τ는 100을 사용하였다. τ는 특정한 평균값을 갖는 기하분포 (geometric distribution)로부터 생

성할 수도 있지만, 이전 연구에서 결과들이 τ값에 의존하지 않는 것으로 나타나 이 논문에서는 100으로

고정된값을사용하였다 (Lee 등, 2007). 또한일반성을잃지않고 σ2
ε = 1을가정하였다.

공정평균의 변화를 탐지하는 관리도로는 표본의 크기가 n = 1인 EWMA 관리도를 사용하였다. 즉,

관리통계량은

Et = λet + (1− λ)Et−1

을 사용하고, 주어진 관리한계 hδ에 대하여 |Et| ≥ hδ인 경우 이상신호를 주는 것이다. 여기서 E0 =

0을가정하고, 관리한계 hδ는

hδ = kδ

s
λ

2− λ
를 사용하였다. kδ는 관리상태에서의 평균런길이인 ARL0가 370.4가 되도록 설정할 수 있다. 370.4는

Shewhart 관리도에서 3σ관리한계를 사용할 때의 ARL0값으로, 관리도의 효율을 살펴볼 때 고정된

ARL0값으로 많이 사용하고 있다. 또한 가중치 λ는 0.1, 0.2, 0.4, 그리고 1.0을 사용하였는데, λ가

작은 값일수록 모수의 작은 변화에 효율적이라고 알려져 있으며 λ = 1.0인 경우는 Shewhart 관리도와

동일해진다.

표 3.1 공정평균이 변화하는 경우 모의실험 결과

δ λ kδ ARL Bias

0.5 0.1 2.701 27.49 6.17

0.2 2.859 35.53 6.85

0.4 2.959 58.14 6.79

1.0 3.000 155.15 4.20

1.0 0.1 2.701 9.54 -0.64

0.2 2.859 9.60 -0.36

0.4 2.959 12.57 0.10

1.0 3.000 43.90 0.36

2.0 0.1 2.701 4.12 -0.70

0.2 2.859 3.54 -0.71

0.4 2.959 3.30 -0.69

1.0 3.000 6.31 -0.25

3.0 0.1 2.701 2.74 -0.34

0.2 2.859 2.27 -0.37

0.4 2.959 1.92 -0.42

1.0 3.000 2.00 -0.37

평균의 변화량인 δ의 여러 가지 값과 EWMA 관리도의 4가지 가중치 및 이때 ARL0 = 370.4를 만족

시키는 kδ값, 그리고 이 경우 ARL과 Bias 값을 표 3.1에 수록하였다. 여기서 ARL은 이상상태에서의

ARL인 ARL1값으로서 관리도가 얼마나 빨리 이상원인을 탐지하는가를 나타내는 값이다. 또한 Bias는

공정의 변화시점인 τ의 추정량에서 τ의 참값 (여기서는 100)을 뺀 값으로 정의하고, 이 값으로 추정량

의 정확성을 나타내기로 한다. 모의실험에서 반복은 독립적으로 1,000,000번 수행하였고, ARL과 τ̂δ은

반복한결과들의평균값을사용하였다.
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모의실험결과이상상태에서의 ARL을살펴보면잘알려진바와같이평균의변화량인 δ가작은경우

에는 λ가 작은 경우가 효율이 좋았으며, δ가 커질수록 λ도 좀 더 큰 값을 사용하는 것이 효율이 좋음을

알 수 있었다. 평균의 변화시점의 추정량의 효율은 δ가 아주 작은 경우 (δ = 0.5) 이상상태의 신호가 아

주 늦기 때문에, 즉 ARL1값이 아주 크기 때문에 τ̂δ의 정확도도 많이 떨어지는 경향이 있으나, 평균의

변화량이어느정도큰경우 (δ ≥ 1.0)에는대체로잘추정하고있음을확인할수있다.

3.2. 공정오차의 분산 σ2
ε의 변화시점 추정 및 효율

다음으로는 이상원인으로 인하여 공정오차의 분산 σ2
ε이 t ≤ τ인 경우 σ2

0이지만 t ≥ τ + 1인 경우

σ2
1으로 변화하는 경우를 고려해 보자. 이 경우 잔차는 식 (2.2)와 (2.3)에 의하여 et = εt가 되지만, 잔

차 et의 분포는 t ≤ τ인 경우 N(0, σ2
0)이고 t ≥ τ + 1인 경우에는 N(0, σ2

1)을 따르게 된다. 결국 공정

오차의 분산 σ2
ε의 변화를 탐지하는 문제는 잔차의 분산을 탐지하는 것과 동일하므로, 공정의 분산을 탐

지하는데 사용하는 관리도, 예를 들면 잔차의 제곱을 통계량으로 사용하는 Shewhart, CUSUM, 그리고

EWMA 관리도등을적용할수있다.

이경우관리도에서이상신호를준시점을 T라할때, 공정의변화시점에대한 MLE는

ˆτσ2 = arg min
0≤t<T

"
(T − t)

(
ln

 PT
i=t+1 e

2
i

T − t

!
+ 1

)
+ t lnσ2

0 +

Pt
i=1 e

2
i

σ2
0

#
(3.2)

이된다. 이에대한상세한유도과정은부록 B에수록하였다.

다음으로 식 (3.2)의 MLE의 효율을 알아보기 위하여 모의실험을 수행하였다. 관리상태에서의 분산

은 σ2
0 = 1, 이상상태에서의 분산은 σ2

1 = γσ2
0 , 그리고 변화의 계수인 γ는 모르는 값임을 가정한다. 기

타 용어 및 가정한 사항은 앞 절에서 수행한 모의실험과 동일하며, 앞 절의 모의실험과 다른 사항은 공

정의 분산의 변화를 탐지하기 위하여 e2t을 통계량으로 하는 EWMA 관리도를 사용한다는 것이다. 즉,

관리통계량으로

Et = λe2t + (1− λ)Et−1

을 사용하고, 주어진 관리한계 hγ에 대하여 Et ≥ hγ인 경우 이상신호를 주었다. 여기서 E0 = 1을 가

정하고관리한계 hγ는

hγ = 1 + kγ

s
2λ

2− λ
를사용한다 (Domangue와 Patch, 1991; Reynolds와 Stoumbos, 2004). 여기서 kγ는 ARL0 = 370.4를

만족하도록설정할수있다.

모의실험을 수행한 결과는 표 3.2에 수록하였다. 모의실험 결과 이상상태에서의 ARL을 살펴보면 앞

절의 결과와 유사하게 분산의 변화계수 γ가 작은 경우에는 λ가 작은 경우, γ가 커질수록 λ도 좀 더 큰

경우가 효율이 좋음을 알 수 있었다. 또한 공정오차의 분산의 변화시점에 대한 추정은 변화계수가 어느

정도큰경우 ( γ ≥ 2.0) 대체로잘추정하고있음을확인할수있다.

4. 결론

관리도를 사용하여 공정에 이상신호가 발생한 후 그 이상원인을 규명하고 이를 제거하여 공정을 관리

상태로 회복시키는 것은 공정관리 측면에서 아주 중요한 과정이다. 그러나 이상원인을 탐지하는 절차에

대해서는많은연구가진행되어왔지만, 이상신호후이상원인을규명하는절차에대한연구는상대적으
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표 3.2 공정오차의 분산이 변화하는 경우 모의실험 결과

γ λ kγ ARL Bias

1.5 0.1 3.062 14.04 5.28

0.2 3.809 15.23 5.52

0.4 4.704 17.67 5.58

1.0 5.657 21.99 5.38

2.0 0.1 3.062 6.04 1.02

0.2 3.809 6.04 1.00

0.4 4.704 6.43 1.02

1.0 5.657 7.50 1.02

2.5 0.1 3.062 3.96 0.30

0.2 3.809 3.87 0.27

0.4 4.704 3.95 0.26

1.0 5.657 4.34 0.26

3.0 0.1 3.062 3.03 0.09

0.2 3.809 2.95 0.06

0.4 4.704 2.96 0.00

1.0 5.657 3.15 0.00

로 많지 않은 실정이다. 이상원인의 발생시점을 정확하게 추정할 수 있다면 훨씬 빠르고 정확하게 이상

원인을규명할수있을것이라는것은자명한사실이다.

이 논문에서는 공정모형으로 IMA(1,1) 모형을 가정했을 때, 공정모수들의 변화시점에 대한 MLE를

제안하고 그 효율을 살펴보았다. 여기서 공정모수들의 변화로는 공정평균과 공정오차의 분산의 변화를

고려하였다. 그결과이논문에서제안된추정량을실제생산공정에적용할경우, 이상원인을규명하고

공정을효율적으로관리하는데크게도움이될것이라판단한다.

부록 A: 식 (3.1)의 유도

IMA(1,1) 모형에서 공정평균이 0에서 δσε로 변하는 경우 et의 분포는 t ≤ τ인 경우 N(0, σ2
ε )이고,

t ≥ τ + 1인 경우 N(δσε, σ
2
ε )이 된다. 여기서 τ와 δ는 모름을 가정한다. 이상상태의 신호가 주어진 시

점 T에서, 잔차 e1, e2, · · · , eT가주어진경우로그우도비함수 (log likelihood function)는

lnL(τ, δ) = −
T

2
ln
`
2πσ2

ε

´
−

1

2σ2
ε

"
τX
i=1

e2i +

TX
i=τ+1

(ei − δσε)2
#

으로표현된다.

만일 τ를알고있다고가정하면 δ의 MLE는

δ̂ =

PT
i=τ+1 ei

σε(T − τ)

이되고, 이추정량을로그우도비함수에대입하면

lnL(τ) = −
T

2
ln
`
2πσ2

ε

´
−

1

2σ2
ε

"
τX
i=1

e2i +

TX
i=τ+1

“
ei − δ̂σε
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= −
T
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2σ2
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TX
i=1

e2i +
1

2σ2
ε

“PT
i=τ+1 ei

”2

T − τ
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을얻는다. 따라서 τ의 MLE는식 (3.1)과같이

τ̂δ = arg max
0≤t<T

8><>:
“PT

i=t+1 ei
”2

T − t

9>=>;
이된다.

부록 B: 식 (3.2)의 유도

IMA(1,1) 모형에서 공정오차의 분산이 변화한 경우 et의 분포는 t ≤ τ인 경우 N(0, σ2
0)이고, t ≥

τ + 1인경우 N(0, σ2
1)이된다. 여기서 τ와 σ2

1은모름을가정한다.

이상상태의신호가주어진시점 T에서, 잔차 e1, e2, · · · , eT가주어진경우로그우도비함수는

lnL(τ, σ2
1) = −

T

2
ln(2π)−

τ

2
lnσ2

0 −
T − τ

2
lnσ2

1 −
Pτ
i=1 e

2
i

2σ2
0

−
PT
i=τ+1 e

2
i

2σ2
1

으로표현된다.

만일 τ를알고있다고가정하면 σ2
1의 MLE는

σ̂2
1 =

PT
i=τ+1 e

2
i

T − τ

이되고, 이추정량을로그우도비함수에대입하면

lnL(τ) = −
T

2
ln(2π)−

1

2

"
(T − τ)

(
ln

 PT
i=τ+1 e

2
i

T − τ

!
+ 1

)
+ τ lnσ2

0 +

Pτ
i=1 e

2
i

σ2
0

#

을얻는다. 따라서 τ의 MLE는식 (3.2)과같이

ˆτσ2 = arg min
0≤t<T

"
(T − t)

(
ln

 PT
i=t+1 e

2
i

T − t

!
+ 1

)
+ t lnσ2

0 +

Pt
i=1 e

2
i
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0

#

이된다.
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Abstract

Knowing the time of the process change could lead to quicker identification of the

responsible special cause and less process down time, and it could help to reduce the

probability of incorrectly identifying the special cause. In this paper, we propose the

maximum likelihood estimator (MLE) for the process change point when a control

chart is used in monitoring the parameters of a process in which the observations can

be modeled as a IMA(1,1).

Keywords: Autocorrelation, control chart, maximum likelihood estimator, residual,

process change point.

† This Research was supported by the Chung-Ang University Research Grants in 2009.
1 Graduate student, Department of Statistics, Chung-Ang University, Seoul 156-756, Korea.
2 Corresponding author: Professor, Department of Statistics, Chung-Ang University, Seoul 156-756,

Korea. E-mail: jaeheon@cau.ac.kr




