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ABSTRACT

This paper shows that the conventional proportional navigation guidance(PNG) law 

with a constant navigation gain is an optimal solution strictly also when the velocity is 

varying during engagement. Especially, PNG with navigation constant, 3, is an optimal 

solution minimizing a closing velocity weighted induced-drag. While most of previous 

studies on optimality of PNG were relied on the linear formulation and the constant 

speed assumption, this study presents more general analysis results on optimality of 

PNG based on the nonlinear formulation and the time-varying velocity assumption.  

   록

본 논문에서는 기존의 호 유도법칙으로 리 사용되는 상수 항법이득을 갖는 비례항

법유도법칙이 속력 변화가 있는 경우에도 엄 한 의미에서 최 해임을 보 다. 해석결과

로부터 항법상수가 3인 경우 유도항력에 근속력이 가 된 성능지수를 최소화하는 최

해임이 확인되었다. 비행체의 운동을 선형방정식으로 표 하고 속력변화를 고려하지 않은 

기존 연구결과들과 달리 본 연구에서는 비선형 방정식을 기반으로 속력변화까지 고려하

여 비례항법유도법칙의 최 성에 한 보다 일반 인 해석 결과를 제시하 다.
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Ⅰ. 서  론

비례항법유도법칙은 2차 세계  이후 유도

탄의 기 혹은 종말유도에 사용되기 시작하 으

며, 재 각종 술 유도탄에 가장 리 사용되

고 있는 유도법칙이다. 비례항법유도법칙은 충돌 

삼각형 상에서 표 과 비행체를 잇는 시선(LOS, 

Line of Sight)이 변화하지 않으면 결국 비행체가 

표 에 충돌하게 된다는 사실로부터 유도명령

은 시선의 회 각속도에 비례하도록 주어진다. 

이때 비례상수를 항법상수라고 하며 일반 으로 

3~5의 값이 선택되는 것으로 알려져 있다. 

비례항법유도법칙의 최 성에 하여, 항법상

수 3인 비례항법유도법칙은 비행체의 제어 에

지를 최소화하는 최 해가 된다는 사실이 리 

알려져 있다[1,2]. 한 비행상태와 제어 에 지

에 가 함수를 갖는 어떤 성능지수가 존재하여 

항법상수가 3이 아닌 경우의 비례항법유도법칙도 

최 해의 하나가 될 수 있음이 알려져 있다[3]. 

제어 에 지를 최소화하는 최 제어문제의 가

함수가 특수한 함수 형태가 되면 그 해가 임의의 

항법상수를 갖는 비례항법유도법칙이 되는지에 

한 연구도 수행되었으며 결과 으로 그
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가 함수는 잔여비행시간의 지수 형태가 됨이 알

려졌다[4,5]. 이러한 연구들은 비례항법유도법칙

의 최 성에 한 다양한 시각을 제공해 주었다.

그러나 이러한 연구 결과들은 모두 비행체와 

표 의 기하학  계에서 비행체의 운동을 선형 

방정식으로 표 할 수 있다는 가정 하에서 정립

된 것이다. 한 부분의 연구결과들은 유도과

정에서 비행체의 속력이 일정하다는 가정을 도입

한다. 비행체가 시변(time-varying) 속력을 갖는 

경우에 한 유도법칙의 최 성에 한 선도 인 

연구가 수행된 바 있으나 이 연구도 선형화 가정

을 통해 정립되었다[6]. 

본 논문에서는 일체의 선형화 가정을 도입하

지 않고 비행체가 시변 속력을 갖는 일반 인 경

우에 하여 기존의 상수 항법이득을 갖는 비례

항법유도법칙의 최 성에 한 엄 한 해석을 수

행하고 그 결과를 제시한다. 

Ⅱ. 문제 설정

수평면 상의 임의의 표 을 향해 비행하는 비

행체를 고려하자. 표 의 운동과 무 하게 표

을 원 으로 하는 기  좌표계를 도입하여 유도

기하를 나타내면 Fig. 1과 같다. 이로부터 비행체

의 운동은 다음과 같은 비선형 방정식으로 기술

된다.

              (1)

   
 

        (2)

                   (3)

여기서 은 비행체와 표 과의 상 거리(이하 표

거리), 는 표 에 한 비행체의 상  속력, 

는 비행 경로각, 는 비행체와 목표 의 시선

각, 그리고 는 비행체 속도 벡터에 수직인 제어 

입력이다. 상 속력( )은 유도 과정에서 시변함

수이다.

Target









Fig. 1. Guidance Geometry

비행체의 속도 벡터가 비행체와 목표 의 시

선과 이루는 각()을 지향각이라고 정의하자. 식

(1)~(3)을 지향각(  )을 이용해 정리하면 

다음과 같다.  

        (4)

   
 
 
 

    (5)

비행체가 표 과 충돌(intercept)하기 해 표

거리( )는 유한한 시간( )에 으로 근해야 

한다. 한 표 거리가 으로 근할 때 지향각

도 으로 근해야 한다. 따라서 충돌을 한 

종말의 경계조건은 다음과 같이 표 된다. 

lim
→ ∞

 , lim
→
    (6)

먼  수평면 상의 정지된 표 에 하여 호

과정에서 지향각이 작고, 비행체의 속력이 일정

하다는 가정을 도입하여 선형해석을 수행해 보

자. 식(4)와 (5)는 다음과 같이 선형화될 수 있다.

     (7)

  
 
 

   (8)

제어 에 지를 최소화하기 한 목 으로 성능지

수를 다음과 같이 표 하자.

  




  (9)

이러한 성능지수를 최소화하는 최  가속도 명령

( )을 구해보면 

  
 

(10)

여기서      이므로 최  해는 항

법상수가 3인 비례항법유도법칙이 됨을 알 수 있

다.

     (11)

이상과 같이 정지 표 에 하여 첫째 지향각이 

작고, 둘째 비행체의 속력이 일정하다는 가정 아

래에 제어 입력 에 지를 최소화시키는 유도법칙

은 항법상수가 3인 비례항법유도법칙임은 지 까

지 잘 알려진 사실이다. 그러나 이러한 사실은 

도입한 두 가정에 의해 선형화된 식을 사용할 경

우에만 타당하다는 을 주목해야 한다.
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Ⅲ. 최 성 해석

만약 표 거리가 시간에 따라 단조감소하면, 

상태변수들의 독립변수로 시간( ) 신 표 거리

( )를 사용하여 표 할 수 있다. 이 경우 

   는     와 같이 두 독립변수

의 계를 나타내는 함수 가 존재한다. 식(4)로

부터 이 시간에 따라 단조 감소하기 한 조건

은 다음과 같음을 알 수 있다.

      


 ∈  (12)

식(4), (5)에서 독립변수를 시간 신 표 거리를 

사용하여 표 하면 다음과 같이 하나의 비선형 

미분방정식으로 표 된다.


′  

′ ′  
′  

 

′       (13)

여기서 라임 기호는      ≡ ′  
등과 같이 독립변수가 인 함수를 정의하기 

한 것이나 표기의 편의상 이하에서 라임 기호

는 생략하기로 하자. 

 식을 각각 새로운 변수     와 

      를 도입하여 정리하면 다음과 

같이 에 한 미분 방정식 형태가 된다.


 

  
 

   (14)

이제 유도의 종말 경계조건은 식(6)에 따라 

    로 표 된다.

다음과 같은 성능지수를 정의하자. 

  





 
     (15)

여기서 는 의 기치, 는 임의의 실수를 의

미한다. 이제 식(12)의 조건을 만족하며, 식(14)의 

구속조건을 가지고 식(15)의 성능지수를 최소화하

는 최 제어입력( )을 구하는 문제를 고찰한다.  

식(15)의 성능지수를 최소화하기 한 유도 문

제에서 Pontryagin의 minimum principle을 용

하기 하여 다음과 같이 해 토니언()을 정의

하자[2].


 

 
   

    (16)    

여기서 는 costate이며 다음과 같은 식을 따라 

움직인다. 


 

 
 

     (17)

여기서   라는 종말 경계조건에 의해 

  로 둘 수 있다. 따라서 식(17)을 풀면 다

음과 같이 표 된다.

       (18)

여기서 는 상수이다. 한편 최 제어 입력은 다

음의 계식을 만족한다.

 
 
       (19)

따라서 최  제어 입력은 다음과 같이 표 된다.

   
 (20)

식(20)의 제어입력을 식(14)에 입하고 기조건

을 용하면 다음과 같은 해를 구할 수 있다.

   





  

    (21)

여기서 종말조건(  )을 용하면 상수 를 

다음과 같이 결정할 수 있다.

 




       (22)

따라서 최종 해의 형태를 정리하면 다음과 같다. 

   




        (23)

여기서 실수  이면 표 거리가 으로 

근할 때 지향각이 으로 근함을 알 수 있다. 

식(22)를 식(20)에 입하고 앞에서 도입한 

계식       를 이용하면 다음과 같은 

개루  최  해를 구할 수 있다.

 


   




      (24)

 식에서 실수  이면 표 거리가 으로 

근할 때 유도명령은 유한함을 알 수 있다. 

한 재의 상태를 기조건으로 보면 다음과 같

은 폐루  최  해를 구할 수 있다.

  
    

     (25)

 식의 유도명령은 식(15)의 성능지수를 최소화

시키며 유도 목 을 달성할 수 있는 최  유도명
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령이다. 여기서 식(2)의 계를 이용하면 식(25)

는 흥미롭게도 정확히 다음과 같은 상수 항법이

득  을 갖는 비례항법유도법칙이 됨을 

알 수 있다.

          (26)

그러므로 시간에 따라 속력 변화가 있는 경우 항

법상수가 ≥인 비례항법유도법

칙은 식(15)의 성능지수를 최소화하는 최  해임

을 알 수 있다. 식(15)의 성능지수를 다른 형태로 

표 하면 다음과 같다.

  







  

  


     (27)

는,

  



 
    

  


     (28)

한편, 정지 표 에 해 상  근속력과 가속도

는 각각 다음과 같이 표 할 수 있다.

     (29)

 

  (30)

따라서  성능지수의 피 분함수는 근속력과 

유도항력으로 구성됨을 알 수 있다.

이제, 성능지수의 특징을 구체 으로 고찰하기 

해 =0(=3)으로 놓으면 다음과 같다.

  





          (31)

이는 식(26)에서 =3인 가속도 명령은  성능

지수 (31)을 최소화하는 최 해임을 의미한다. 즉 

속력변화가 있는 경우 항법상수가 3인 비례항법

유도법칙은 근속력이 가 된 유도항력을 최소

화하는 최 해임을 나타낸다.

참고로, 이러한 성능지수는 근속력이 작은 

경우 상 으로 큰 유도항력 는 수직 가속도 

유도명령을 허용하고 있음을 내포하고 있다. 이

는 속력이 일정하다고 가정한 이  연구결과[7] 

보다 일반화한 해를 제공하고 있다.

마지막으로 을 단조 감소시키는 지향각의 

기 조건에 해 살펴보자. 식(26)의 비례항법유도

법칙이 용되면 식(5)에서 지향각의 시간변화율

은 다음과 같이 표 된다. 

       


      (32)

따라서 표 거리가 인 경우를 제외하고는 항상 

    이 성립한다. 이는    이 

성립함을 의미하므로 만약 지향각의 기조건이 

  이면 항상 다음의 계가 성립한다.

    


 ∈     (33)

그러므로   이면 비례항법유도법칙은 항

상 을 단조 감소시킨다. 그러므로 기 지향각

의 범 가   이면 이상의 해석 결과가 유

효함을 알 수 있다.  

Ⅳ. 결  론

본 논문에서는 기존의 호 유도법칙으로 리 

사용되는 상수 항법이득을 갖는 비례항법유도법

칙이 속력 변화가 있는 경우에도 엄 한 의미에

서 최 해임을 보 다. 해석결과로부터 정지표

에 해 항법상수가 3인 경우 유도항력에 근속

력이 가 된 성능지수를 최소화하는 최 해임이 

확인되었다. 이로부터 일반 으로 리 사용되는 

비례항법유도법칙을 속력 변화가 있는 문제에 

용할 경우에도 경계조건인 표  요격을 보장한다

는 사실을 뒷받침하게 되었다.
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