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ABSTRACT

Starting from the Eu's GH(Generalized Hydrodynamic) theory, the multi-species GH 

numerical solver is developed in this research and its computatyional behaviors are 

examined for the hypersonic rarefied flow over an axisymmetric body. To improve the 

accuracy of the developed multi-species GH solver, various slip-wall boundary 

conditions are tested and the computed results are compared. Additionally, in order to 

validate the entropy characteristics of the GH equation, the entropy production and 

entropy generation rates of the GH equation are investigated in the 1-dimensional 

normal shock structure test at a high Knudsen number.

초   록

본 연구에서는 다화학종 희박유동의 해석을 위해, GH(Generalized Hydrodynamic) 방

정식을 기반으로 한 축대칭 유동 해석이 가능한 다화학종 GH 수치해석 기법을 전산유체

역학 수치해석자로서 개발하였다. 최초로 구현된 다화학종 GH 수치기법은 축대칭 형상의 

물체 주위의 극초음속 희박유동을 대상으로 하여, DSMC(Direct Simulation Monte Carlo) 

및 N-S(Navier-Stokes) 방정식의 결과와의 비교를 통해 정확도를 검증하고자 하였다. GH 

해석자의 정확도 향상을 위해 고체 벽면에서의 여러 가지 slip-wall 경계조건을 적용하고 

각각의 결과를 비교하였다. 또한, 높은 Knudsen 수의 1차원 수직 충격파 구조 문제를 통

해 GH 방정식의 엔트로피 특성 및 정확성을 고찰하였다.
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Ⅰ. 서  론

희박유동의 해석은 낮은 밀도로 인해 분자간 

평균자유행정(mean free path)이 증가하고 분자

간 충돌이 감소하여 비평형 특성이 현저히 발생

하게 된다. 희박유동의 해석자로서 기체역학적 

접근 방법(gaskinetic approach)은 Knudsen 수의
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증가에 따라 증대되는 비평형형을 예측하기에는 

한계가 있었다. N-S(Navier-Stokes) 방정식이 적

용될 수 있는 유동 영역은 매우 낮은 값의 

Knudsen 수를 전제로 하고 있으며, 천이 영역

(transition flow regime, ≤ ≤)에서도 

정확도가 낮아 실용적이지 못하였다. 이러한 기

체역학적 접근 방법의 한계를 극복하기 위한 노

력이 최근 20여 년 동안 진행되어 왔으며, GH 

방정식, Burnett 방정식, BGK 기법 등이 이에 해

당한다. 이들 기체역학적 방법은 DSMC(Direct 

Simulation Monte Carlo)로 대표되는 분자동역학

적 방법(molecular dynamic approach)에 비해 

상대적으로 정확성이 떨어지는 단점이 있으며, 

이러한 차이는 Kundsen 수가 높아질수록 더욱 

크게 나타나게 된다. 그러나 DSMC는 계산에 필

요한 조율 파라미터(tuning parameter)가 많고, 

가상분자 샘플링에 관한 상당한 경험이 필요하

며, 무엇보다 천이영역 이하의 Knudsen 수에서

는 계산 효율이 극도로 낮아지는 단점을 갖고 있

다. 따라서 대략적으로  ≤ 의 구간에서는 

기체역학적 방법이 계산효율 면에서 상대적인 장

점이 있으며,  ≥의 구간에서는 DSMC가 정

확도 및 계산효율의 측면에서 장점을 갖는다고 

할 수 있다. 천이영역에서는 기체역학적 방법의 

정확도가 여전히 낮고, DSMC의 계산효율이 나

쁜 영역이므로, 기체역학적 방법의 정확도를 향

상시킬 수 있다면 이러한 천이영역에서 DSMC에 

비해 사용상의 우위를 보일 수 있을 것이다. 

본 연구에서 다루는 GH 방정식도 기체역학적 

접근 방법의 하나이나, 유도 과정에서부터 열역

학 제2법칙을 엄밀히 따르도록 하여 기존의 

Burnett 방정식에서 보이는 음의 생성 엔트로피

와 같은 문제를 근본적으로 해결하였다. 또한 단

원자 및 이원자 분자에 대한 기체 분자의 특성이 

충분히 반영되어 분자의 회전 에너지(rotational 

energy)의 비평형성 등을 상대적으로 정확히 예

측할 수 있다. 그동안 GH 방정식에 관한 기존 

연구는 단원자 분자 또는 이원자 분자로만 구성

된 단일 화학종 유동에 대해서만 이루어졌으나, 

본 연구에서는 단원자 및 이원자 분자가 혼합되

어 있는 다화학종 유동을 위한 GH 방정식을 유

도하였다[1]. 기존 연구로는 Myong의 단일 화학

종을 대상으로 하여 단원자 분자[2]와 이원자 분

자[3] 희박유동을 해석하는 수치연구가 있었으나, 

GH 구성식을 직접 풀지 않았고, 2차원 문제에 

국한되어 왔다. 본 연구를 통해 다화학종 GH 방

정식의 근사적 형태를 처음으로 유도하였으며, 

이를 기반으로 전산유체역학적 수치 해석자를 새

로 개발하였다. 

본 논문에서는 다화학종 GH 수치해석자를 소

개하고, 정확도 향상을 위해 여러 slip-wall 경계

조건을 적용한 극초음속 희박유동 결과를 고찰하

였다. 정확성을 살펴보기 위해 DSMC 및 N-S 방

정식 결과와의 비교를 수행하였으며, 각 경계조

건의 특성을 간단히 살펴보았다. 이를 통해 희박

유동 해석 및 GH 방정식에서 벽면 경계조건의 

중요성을 보이고, 정확한 해석을 위한 벽면 경계

조건의 요건을 추론하였다. 또한 GH 방정식이 

갖는 장점의 하나인 열역학 제2법칙의 엄밀한 충

족을 입증하기 위해, 높은 Knudsen 수를 갖는 1

차원 수직충격파에서 엔트로피 및 엔트로피 생성

률 결과를 관찰하였다. 

Ⅱ. 지배 방정식

축대칭 형태의 다화학종 GH 방정식은 다음과 

같이 나타낼 수 있다[1].
















∇










 
 
 





∇











 

  




  

 
















(1)

위의 지배 방정식에서 첨자 는 각각의 화학

종을 지칭하고, 본 연구에서는 공기를 구성하는 

, , , , 의 다섯 가지 화학종을 의미

한다. 위 식에서   는 화학적 확산 계수,  는 

전체 유체의 분자량에 대한 번째 화학종의 분자

량 비를 각각 나타낸다. 이들은 Blottner 화학반

응 모델[4]에 사용된다. 우변의  는 화학반응으

로 인한 각 화학종의 밀도 변화를 나타내는 

source 항이다.

지배방정식은 대체로 N-S 방정식과 유사하나, 

점성 플럭스에 excess normal stress()가 포함

되어 있는 점과 응력 텐서(), 열전달 벡터()를 

별도의 GH 구성식을 통해 구해야 한다는 점에

서 차이가 있다. 이들 응력과 열전달 벡터 등은 

비보존항이며, 각각은 식 (2)~(5)의 GH 구성식을 

통하여 구할 수 있다. 앞서 언급한 화학반응 모

델은 N-S 방정식 지배방정식 차원에서 적용되었

으며, GH 구성식은 화학반응을 고려한 N-S 방정
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식에서 구한 응력 텐서와 열전달 벡터 등의 비보

존항들을 초기값으로 하여 GH 이론에 따라 더

욱 정확한 값을 구하는 데 사용된다. 
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식 (2)～(5)에서 첨자 와 는 각각의 화학종을 

의미하며,  는 열확산 계수, 는 열전달 계수

와 온도의 곱이다. 는 단위 정사각 행렬이며, 

는 분자간 충돌에 의한 소산항으로서 엔트

로피 증가에 관련된다. 소산항은 다음과 같이 정

의된다[5-7].

   


            (6)

는 다음과 같이 정의된다.
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는 분자들의 상대속도이며, 는 볼츠만 상

수이다. 식 (7)에서 는 다음과 같이 정의된다.

  ∇
 ∇        (8)

식 (2)~(5)의  는 소산 플럭스 벡터로 식 (9)

와 같이 분자의 충돌에 의한 소산과 열적 소산의 

합으로 정의된다[4]. 

     ∇       (9)

식 (9)에서   와  는 각각 화학종과 화

학종의 충돌로 인한 소산계수와 화학종의 열적 

소산계수이다.

다화학종 GH 방정식에서는 단원자 분자와 이

원자 분자를 구분하여 기술해야 한다. 이는 단원

자 분자의 경우 excess normal stress가 0임을 의

미하며, 식 (1)~(5)에서 를 0으로 설정함으로써 

구현할 수 있다[1]. 

GH 구성식 (2)～(5)는 Eu의 단열 가정[5,7]에 

따라 , , , 등의 비보존항이 밀도, 온도, 

압력 등에 비해 월등히 빠르다고 가정할 수 있으

며, 이는 좌변의 시간미분항을 0으로 간주할 수 

있음을 의미한다. 그 결과 GH 구성식은 비선형 

대수 방정식이 되며 수치적 해석자를 이용해 해

를 구할 수 있다.

Ⅲ. 수치 기법 및 벽면 경계조건

3.1 수치 기법

본 연구에서 사용된 수치 기법을 개괄하면 다

음과 같다. 플럭스 분할 기법으로써 AUSMPW+ 

기법을 사용하였으며, 정확도의 향상을 위해 2차 

MUSCL과 van Albada 제한자를 사용하였다. 시

간 적분 기법으로는 LU-SGS를 사용하였다. 5가

지의 화학종(, , , , )의 화학반응은 

유동 변화에 비해 상대적으로 매우 느린 현상으

로 수렴성을 크게 저하시키게 된다. 본 연구에서

는 수렴성을 높이기 위해 화학반응 source항을 

내재적 방법으로 처리하였다. GH 구성식의 해를 

구하기 위한 수치적 해석자로는 Broydn 기법을 

사용하였다[8].

3.2 벽면 경계조건

고체 벽면에서의 미끄러짐 현상(velocity slip)

과 온도 불연속(temperature jump)을 반영하는 

벽면 경계조건은 희박유동의 해석에 있어 가장 

큰 영향을 미치게 된다. 본 연구에서는 다화학종 

GH 방정식의 정확성 향상에 미치는 slip-wall 경

계조건의 영향을 비교하기 위해 non-slip 경계조

건, 단화학종 및 다화학종에 대한 Langmuir 경

계조건, 1차 및 2차 정확도를 갖는 Maxwell 경

계조건 및 2차 정확도의 Karniadakis 경계조건을

비교하여 해석을 수행하였다.
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Langmuir 경계조건[9]은 고체벽면에 충돌하는 

기체 분자의 벽면 흡착도를 모델링한 Langmuir

의 흡착이론을 토대로 하여 구성되었으며 다음과 

같이 기술된다.

               (10)

             (11)

위 식에서 첨자 , 는 각각 벽면 및 벽면에

서 가까운 곳에서 유체가 갖는 물성치를 의미한

다. 의 값은 이원자 분자의 경우, 다음과 같은 

식으로 구할 수 있다[9].

   


             (12)

   






           (13)

단원자 분자의 경우는 식 (12)에서 제곱근이 

없는 형태가 된다. 

   


             (14)

다화학종 유동의 경우 와 의 흡착도가 

각각의 몰분률에 비례하므로 를 다음과 같이 

구할 수 있다[10].

  


 


  (15)

위 식에서 
와 

는 각각 질소와 산소의 

몰분률이고 와 는 식 (13)에서  의 값

을 질소와 산소의 특성에 따라 달리 도입하여 구

한 값이다.  는 분자가 고체벽면에 흡착될 때 

방출하는 에너지로, 질소의 경우 1.32 

의 값을 가지며, 산소의 경우 3～8  의 

값을 갖는다. 본 연구에서는 산소의 흡착 에너지

로 대략 5  의   값을 사용하였다[11].

1차 정확도의 Maxwell 경계조건은 다음과 같

이 서술된다[11].

 



 


     (16)

  






×
  



      (17)

위의 두 식에서 는 수용계수(accommodation 

coefficient)이며, 0에서 1 사이의 값을 갖는다. 

 은 벽면으로부터 평균자유행정의 거리만큼 

떨어진 곳과 벽면 사이의 속도 또는 온도 구배를 

의미한다.

2차 정확도의 Maxwell 경계조건은 다음과 같

이 기술된다[11,12]. 

  



 








 







    (18)

  





×
  




 






        (19)

2차 정확도를 갖는 Karniadakis 경계조건은 다

음과 같다[11,12].

 


 






   











 (20)

Karniadakis 경계조건에서는 온도 조건으로서 

식 (19)를 동일하게 사용한다.

Langmuir 경계조건의  는 Karniadakis 조건

을 포함한 Maxwell 계열 경계조건의 수용계수와 

동일한 역할을 한다. 다만 Maxwell 경계조건의 

수용계수는 실험적으로 정의되기가 용이하지 않으

며 마치 조율 파라미터와 같은 기능을 하게 되나, 

Langmuir 경계조건의 흡착에너지 값은 실험에 의

해 그 값이 정확히 결정될 수 있다. 덧붙여, GH 

방정식에는 밀도 변화에 따른 응력과 열전달량의 

변화가 이미 내재되어 있으므로,  Maxwell 경계

조건과 같이 속도 구배, 온도 구배, 밀도 등을 도

입하지 않고 Langmuir 경계조건과 같이 간단한 

조건으로도 충분히 정확성을 높일 수 있다[1].

Ⅳ. 수치해석 결과 및 고찰

4.1 축대칭 극초음속 희박유동 

스페이스 셔틀의 앞전을 모델로 쌍곡선 단면

의 축대칭 형상에 대한 극초음속 희박유동을 해
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그림 1. 스페이스 셔틀 앞전 형상 및 격자계

    그림 2. 스페이스 셔틀 앞전 주위의 

등밀도선(왼쪽, 로그 척도)과 

등온선(오른쪽) 분포

석하였다. 자유류 조건은 M=25.3, Re=170, 

Kn=0.227, Tw=223K, T∞=560K이다[13]. 스페이

스 셔틀의 앞전 형상은 쌍곡선 회전체이며, 곡률

반경은 1.362m, 점근선의 각도는 42.5°이다. 레이

놀즈수는 앞전 곡률반경을 기준으로 한 값이다. 

그림 1에 사용된 격자계를 도시하였으며, 격자수

는 51×81개이다. 

그림 2는 각각 무차원화된 등밀도선(로그 척

도)과 등온선 분포를 도시한 것이다. 밀도가 로

그 척도임을 감안할 때 대부분의 유체 밀도가 스

페이스 셔틀 앞전 표면에 집중되어 나타남을 알

수 있다. 이는 밀도가 낮은 희박유동에서 충격파

가 생기지 않는 점을 잘 보여주는 결과이다. N-S 

방정식과 GH 방정식의 결과를 비교해 보면, GH 

방정식의 결과에서 밀도와 온도 모두 N-S 방정

식 결과보다 더 넓은 영역에 걸쳐 점진적인 변화

를 보이고 있음을 알 수 있다. 희박유동에서는 

분자간의 충돌이 충분하지 않아 온도 등의 물리

량이 변화하는 데 상당한 시간이 소요된다. N-S 

방정식의 결과에서 보이는 것과 같은 급격한 변

화는 물성치 변화에 소요되는 시간이 상대적으로 

짧음을 의미하며 GH 방정식에 비해 비평형성이 

적게 나타남을 의미한다. 희박유동에서 일반적으

로 보이는 비평형 특성을 고려할 때, GH 방정식

의 결과와 같이 넓은 영역에 걸쳐 유동의 물리량

이 변화하는 것이 정성적 측면에서 물리적으로 

더욱 타당하다고 여겨진다.

그림 3에 정체 유선 상에서의 무차원 밀도(로

그 척도)를 각 벽면 경계조건에 따라 계산한 결

과를 도시하였다. 동일한 다화학종 GH 수치해석

자를 사용하였으나, 벽면 경계조건에 따라 밀도 

분포에 차이가 있음을 확인할 수 있다. Non-slip 

경계 조건의 결과는 전체적으로 과도하게 높은 

밀도 분포를 보이고 있어 희박유동의 해석에 적

합하지 않음을 알 수 있다. 단화학종 및 다화학

종 Langmuir 모델의 경우, 큰 차이는 발견하기 

어려우나 근소하게 다화학종 Langmuir 모델이 

DSMC 결과에 근접함을 알 수 있었다.

Maxwell 계열 경계 조건에 국한해서 살펴보

면, 1차 정확도와 2차 정확도 모델의 차이 역시 

크지 않았으나, 2차 정확도 모델의 결과가 정체

점 근처에서 상대적으로 더 낮은 밀도 분포를 보

였다. 한편 Karniadakis 모델과 Maxwell 2차 정

 그림 3. 각 벽면 경계조건의 정체 유선  밀도 

분포 비교
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   그림 4. 각 벽면 경계조건의 정체 유선 

온도 분포 비교

확도 모델은 거의 동일하여 그림 3에서는 겹쳐져

서 표현될 정도로 차이가 없는 밀도 및 온도 분

포를 보였다. Karniadakis 모델이 Mawell 2차 정

확도 모델과 동일한 온도 경계조건을 사용하고 

속도 경계조건만 차이가 남을 감안할 때(식 (20) 

참조), 극초음속 유동에서는 속도 경계조건보다 

온도 경계조건이 더 주요한 영향을 미치는 것을 

알 수 있다. 그림 4는 정체 유선을 따라 무차원

화된 온도분포를 도시한 것이다. Non-slip 경계

조건 결과는 온도 변화 시작 위치와 최고 온도점 

위치는 가장 전진해 있으나 최고 온도 값이 낮게 

분포하여 slip 경계조건에 비해 차이를 많이 보

였다. DSMC와 가장 유사한 결과를 보인 것은 

다화학종 Langmuir 모델과 1차 정확도의 

Maxwell 모델이었다. 2차 정확도의 Maxwell 모

델은 지나치게 낮은 최대 온도 값과 과도하게 넓

게 퍼진 분포를 보였다. 극초음속 유동의 해석에 

있어 온도는 열전달량에 따른 온도의 구배임을 

감안할 때, 1차 정확도의 Maxwell 경계조건이나 

다화학종 Langmuir 경계조건으로 충분한 결과를 

보이고 있다고 할 수 있다. 반면 여러 화학종을 

고려하지 않은 이원자 분자 GH 방정식이나 단

화학종 Langmuir 경계조건은 정확도 면에서 만

족스럽지 못한 결과를 보였다. 

그림 5는 정체 유선 상에서의 각 화학종별 밀

도 분포를 도시한 것이다. 실선으로 표시된 GH 

방정식의 결과를 보면, 정체점 부근에서 와 

는 N-S 방정식의 결과에 비해 더 높은 값을 

보이고  ,  , 는 더 낮은 값을 보였다. 이

는   및   분자가  ,  ,   등으로 변화

하는 화학반응이 GH 방정식 결과에서 더 적게 

일어났음을 의미한다. 희박기체에서는 분자간의 

그림 5. 정체 유선 상에서의 화학조성 비교

충돌이 상대적으로 작음을 고려할 때 화학 반응

이 상대적으로 적게 일어날 수밖에 없으므로, 

N-S 방정식의 결과에 비해 GH 방정식의 결과가 

물리적으로 더 타당한 결과임을 알 수 있다. 

4.2 GH 방정식의 엔트로피 특성 

GH 방정식의 대표적인 장점으로 꼽을 수 있

는 것이 열역학 제 2법칙을 절대로 위배하지 않

는다는 점이다[5,6]. 열역학 제 2법칙의 위배는 

초기 Burnett 방정식이 가진 단점이었으며, GH 

방정식에서는 이와 달리 Chapman-Enskog 확장

으로부터 유도되지 않고 비평형 분포함수를 새로

운 형태로 가정함으로써 열역학 제 2법칙을 엄밀

하게 만족한다. 정성적 측면 외에 정량적으로도 

엔트로피 값을 올바르게 예측할 수 있는지 알아

보기 위해, 1차원 충격파 구조 문제를 해석하여 

기존에 알려져 있는 연구 결과와 비교를 수행하

였다. Mach 수는 1.4, Knudsen 수는 1.0이다.

압축성 유동에서 엔트로피 및 엔트로피 생성

률(entropy production rate)은 다음과 같이 정의

된다[14].

     
 

  
         (21)










∇ ∇         (22)

그림 6에 1차원 충격파의 무차원화된 엔트로

피 결과를 도시하였다. 참고를 위해 ES-BGK 기

법을 사용한 Chigullapalli 등의 연구 결과[15]와 

비교하였으며, N-S 방정식 및 GH 방정식의 결과

가 거의 유사한 엔트로피 분포를 보이고 있음을
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      그림 6. 1차원 충격파에서의 생성 

엔트로피 비교

    그림 7. 1차원 충격파에서의 엔트로피 

생성률 비교 

  그림 8. 스페이스 셔틀 앞전의 정체 유선 상 

엔트로피 분포

알 수 있다. 생성 엔트로피의 값이 같은 경우라

해도 엔트로피의 생성률은 달라질 수 있으며, 유

동의 비평형 현상은 엔트로피 생성률을 통해 더

욱 잘 드러나게 된다. 

그림 7에 ES-BGK 기법[16]에 의한 엔트로피 

생성률과 N-S 방정식, GH 방정식에 의한 엔트로

피 생성률을 각각 비교하여 도시하였다. GH 방

정식의 결과는 N-S 방정식의 결과와 비교하여 

상대적으로 낮은 생성률을 보였으며, 3차 정확도

의 ES-BGK 결과에 더 가까운 분포를 보였다. 이

는 GH 방정식에 의한 엔트로피 생성이 N-S 방

정식의 경우보다 더 적게 이루어짐을 의미하며, 

희박유동에서 줄어든 분자간 충돌 빈도를 잘 반

영하는 결과임을 알 수 있다.

그림 8에는 앞 장의 스페이스 셔틀 앞전 문제

와 관련하여 정체 유선 상의 엔트로피 분포를 도

시한 것이다. 전반적으로 GH 방정식으로 구한 

엔트로피 분포가 더 넓은 영역에 완만한 기울기

로 퍼져 있음을 알 수 있다. 

Ⅴ. 결  론

본 연구에서는 다화학종 기체의 화학반응을 

고려한 GH 방정식을 유도하였으며, 이를 바탕으

로 축대칭 다화학종 GH 수치해석자를 수치기법

화 하고, 전산유체역학 수치기법화를 수행하였다. 

본 연구를 통해 처음으로 개발된 다화학종 GH 

수치해석자의 정확성을 향상시키기 위한 노력의 

일환으로, 여러 가지 slip-wall 경계조건을 비교

하였다. 여러 화학종의 존재를 고려한 다화학종 

Langmuir 경계조건과 1차 정확도의 Maxwell 경

계조건의 경우, DSMC 결과와 근접한 밀도 및 

온도 분포를 보였다. 본 연구에서는 이러한 GH 

방정식의 특성에 따라, Maxwell 조건 및 

Karniadakis 조건 등의 조율 파라미터를 필요로 

하는 경계조건을 적용하지 않고도, 상대적으로 

간단한 형태의 다화학종 Langmuir 경계조건만으

로도 충분한 정도의 정확도를 확보할 수 있다는 

점을 입증하였다. 

아울러 GH 방정식의 대표적인 장점인 열역학 

제 2법칙의 항상적인 충족을 입증하기 위해, 1차

원 충격파 구조 문제를 대상으로 엔트로피 및 엔

트로피 생성률을 해석 및 비교하였다. 이를 통해 

N-S 방정식보다 GH 방정식이 분자간 충돌의 감

소와 같은 희박유동의 특성을 잘 반영하였으며, 

그 결과 더 낮은 엔트로피 생성률을 보임을 확인

할 수 있었다. 
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