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요 약

분위수 회귀모형은 확률변수들 사이에 확률적인 관계구조를 포함한 함수 모형을 좀 더 완벽하게

추정하도록 제공한다. 본 논문에서는 함수 추정에 로버스트하다고 알려져 있는 서포트벡터기계 기법

과 이중벌칙커널기계를 이용하여 분위수 회귀모형을 추정하고자 한다. 이중벌칙커널기계는 고차원의

입력변수에 대한 분위수 회귀가 요구될 때 분위수 회귀모형을 잘 추정한다고 알려져 있다. 또한 본 논

문에서는 광범위한 형태의 분위수 회귀모형 추정을 위해서 정규분포보다 비대칭 라플라스 분포를 이

용한다. 본 논문에서 제안한 모형은 분위수 회귀모형 추정을 위해서 서포트벡터기계 기법에 이중벌

칙커널기계를 이용하여 각각의 평균과 분산을 동시에 추정한다. 평균과 분산함수 추정을 위해 사용된

커널함수의모수들은최적의값을찾기위해일반화근사교차타당성을이용한다.

주요용어: 분위수 회귀, 비대칭 라플라스 분포, 서포트벡터기계, 이중벌칙커널기계, 일반화근사 교차

타당성함수.

1. 서론

분위수 회귀모형은 확률변수들 사이에 확률적인 관계구조를 포함한 함수 모형을 좀 더 완벽하게 추정

한다고 알려져 있다. 분위수 회귀모형은 반응변수의 조건부 분포에 대해 자세한 정보를 제공하며, 이상

점이나오차항분포에민감하게반응하지않고로버스트하다고알려져있다. 또한단조변환 (monotone

transformation)에 대해 등분산성을 갖는 장점으로 경제관련 회귀모형의 경험적 연구에 유용하게 응용

될 수 있음에도 불구하고 미분 불가능한 목적함수를 최소화시켜 추정량을 구해야 하는 계산상의 어려움

으로 분위수 회귀추정량을 이용한 실증분석이 미흡했던 것이 사실이다. 그러나 최근 분위수 회귀추정량

을 계산하는 알고리즘의 발전과 컴퓨터의 연산 처리장치의 급속한 향상으로 분위수 회귀추정법을 이용

한 실증적 연구에 관심이 집중되고 있다. 조건부 기대치만을 계산하던 과거의 연구에서는 도출할 수 없

었던 다양하고 유용한 실증분석 결과가 도출되고 있다. 분위수 회귀모형에 관련된 연구는 통계와 경제

관련분야에서많이이루어지고있다.

Koenker와 Bassett (1978)이 소개한 분위수 회귀추정법은 이상점이나 오차항 분포에 민감하게 반

응하지 않는 준모수적인 방법을 소개하고 있다. Koenker와 Bassett (1978)에서는 조건부 평균함수만

을 추정하는 기존의 최소제곱추정법과 달리 조건부 분위수 함수를 추정하며, 선형 분위수 회귀추정량

의 일치성과 점근적 정규성에 대해 증명하고 있다. Koenker와 Bassett (1978)의 분위수 회귀추정법은

조건부 분위수 함수를 추정함으로 반응변수의 조건부 분포의 특성을 잘 파악할 수 있는 장점이 있다.

Bassett와 Koenker (1982)는 오차항이 i.i.d.인 선형모형의 경험적 분위수 회귀함수에 대해 설명하였다.
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Powell (1986)이 처음으로 선형 분위수 회귀모형을 비선형모형의 특수한 형태인 중절회귀 (censored

regression) 모형에 적용하여 추정량의 이론적 특성을 살펴보았으며, White (1992)는 일반적 비선형

회귀모형에 대한 분위수 추정량의 일치성을 증명하였다. Weiss (1991)가 비선형 동적모형 (dynamic

models)을 위한 최소절대오차 (least absolute error) 추정량의 일치성과 점근적 정규성을 보여 주면서

비선형분위수회귀모형에대한연구가본격화되었다고볼수있다.

분위수 회귀모형 추정과 관련된 연구에서는 대부분 평균함수만을 추정한다. 추정하고자 하는 자료의

분포가 등분산인 경우에는 별문제가 없겠지만, 이분산인 경우에 관한 연구에서는 평균과 분산함수를 고

려해야 한다. Hwang과 Shim (2005)은 분위수 회귀모형 추정에 함수추정에 로버스트하다고 알려져 있

는 서포트벡터기계 (Support Vector Machine, SVM) 기법을 적용하였다. SVM은 Vapnik (1998)과

Smola와 Scholkopf (1998)에 잘 소개되어 있다. Shim 등 (2009a)에서는 분위수 회귀모형 추정을 위

해 이중벌칙 커널기계 (doubly penalized kernel machine) 이용하여 분위수 회귀모형을 추정하고 있

다. DPKM으로 분위수 회귀모형을 추정할 때 SVM기법인 SVQR-IRWLS (support vector quantile

regression iteratively reweighted least squares)을 이용하여 추정하였다. DPKM에 관한 상세한 내용

은 Yuan과 Wahba (2004)에 잘 설명되어 있다. 선행 연구된 논문들에서 분위수 회귀모형을 추정할 때

에 대부분 오차항이 정규분포를 따른다는 가정하에 모형을 추정한다. 그러나 경제관련 실증자료들을 보

면 정규분포보다는 꼬리가 더 두꺼운 형태의 분포 즉 라플라스 분포를 따르는 경우들이 많다. 본 논문

에서는 비대칭인 라플라스 분포를 따르는 자료의 분위수 회귀모형을 추정하고자 한다. 분위수 회귀모형

추정을 위해 SVQR-IRWLS 분위수 회귀함수추정 기법을 이용한 DPKM을 적용하고자 한다. 본 논문

은 다음과 같이 구성되어 있다. 2절에서는 분위수 회귀모형을 3절에서는 DPKM과 본 논문에서 제안한

분위수 회귀모형이 정리되어 있으며, 4절에서는 본 논문에서 제안한 분위수 회귀모형을 적용한 모의실

험결과가설명된다. 마지막절에서는본논문에대한결론으로마무리하고있다.

2. 선형 분위수 회귀

분위수의 개념을 회귀식에 적용하기 위해 Koenker와 Bassett (1978)에 의해 제안된 위치모형 (loca-

tion model)은다음과같다.

yi = β + ϵi

여기서 yi는 연속확률분포함수 F를 갖는 확률변수이며 β 는 중앙값이다. θ-번째 표본분위수 βθ는 다음

식을최소화하여해를구한다.

min

nX
i=1

ρθ(yi − βθ), βθ ∈ R (2.1)

여기서 ρ(·)은 점검함수 (check function)이며, ρθ(r) = θrI(r≥0) + (1 − θ)rI(r<0)이다. 이 표본추정량

의개념을선형회귀모형 (linear regression model)으로표현하면다음과같다.

yi = x
′
iβ + ϵi

여기서 ϵi은 0에 대해 대칭인 연속확률분포함수 F를 갖는 확률변수이며 β는 p × 1모수벡터이다. 일반

적으로 선형회귀모형에 대한 최소제곱 추정량은 x가 주어질 때 y의 조건부 평균을 p(y|x) = x′β로

정의하며 일반적인 최소제곱 추정치 bβ는 손실함수를 최소화시켜 해를 구한다. 유사한 방법으로 식

(2.1)에서 구한 θ-번째 표본분위수의 개념을 선형회귀모형에 확장하여 x가 주어질 때 y의 θ-번째 조
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건부분위수함수 (conditional quantile function)를다음과같이정의할수있다.

Qy(θ|x) = x′βθ

회귀 분위수 추정치 (regression quantile estimate) bβθ는 식 (2.1)의 β대신 x
′
iβ로 대체하여 다음의

최소화문제를만족하는해로부터구해진다.

min

nX
i=1

ρθ(yi − x
′
iβθ), βθ ∈ Rp

3. 비선형 분위수 회귀

3.1. 등분산 비선형 분위수 회귀

주어진 자료가 (xi, yi), i = 1, · · · , n로 구성된 훈련 집합을 D라고 할 때, 입력변수 xi (xi ∈ Rd)은

상수 1을 포함하며, 반응변수 yi (yi ∈ R)는 입력변수 xi와 연관이 있다. 여기서 비선형 특징사상함

수 φ(·): Rd → Rdf는 입력 공간을 고차원 특징 공간으로 사상시킨다. 특징 공간에서의 사상함수의 내

적은 입력 공간에서 커널 φ(xi)
′φ(xi) = k(xi, xi)을 사용한 것과 동일하다 (Mercer, 1909). 점검함수

ρθ(·)을가진 θ-번째분위수회귀함수의추정값 qθ(xi)은다음식과같이최적화함으로정의할수있다.

min
1

2
w′w + C

nX
i=1

ρθ(yi − qθ(xi)).

여기서 ρθ(r) = θrI(r≥0) + (1 − θ)rI(r<0)이다. 서포트벡터 분위수 회귀 (support vector quantile

regression)형식으로회귀문제를표현하면다음과같다.

min
1

2
w′w + C

nX
i=1

(θξi + (1− θ)ξ∗i )

제약조건은다음과같다.

yi −w′φ(xi) ≤ ξi

w′φ(xi)− yi ≤ ξ∗i

ξi, ξ
∗
i ≥ 0

여기서 C는훈련오차를벌칙화하는정규화모수이다. 라그랑즈함수 (Lagrange function)로표현하면

다음과같다.

L =
1

2
w′w + C

nX
i=1

(θξi + (1− θ)ξ∗i )−
nX

i=1

αi(ξi − yi + w′φ(xi))

−
nX

i=1

α∗i (ξ
∗
i + yi −w′φ(xi))−

nX
i=1

(ηiξi + η∗i ξ∗i ). (3.1)

여기서 αi, α
∗
i , ηi, η

∗
i ≥ 0을 만족해야 한다. 식 (3.1)을 원변수 (primal variables) (w, ξi, ξ

∗
i )로 편미분

한후에식 (3.1)에다시적용하여최적화시킨식은다음과같다.

max−
1

2

nX
i,j=1

(αi − α∗i )(αj − α∗j )K(xi, xj) +

nX
i=1

(αi − α∗i )yi − e

nX
i

(αi + α∗i )
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제약조건은다음과같다.

αi ∈ [0, θC], α∗i ∈ [0, (1− θ)C].

제약조건을 가진 위의 식을 풀면 최적의 라그랑즈 배수 αi, α
∗
i을 구할 수 있다. 입력변수 x가 주어졌을

때 θ-번째분위수회귀함수의추정량은다음과같다.

bqθ(x) =

nX
i=1

(αi − α∗i )K(xi, x).

3.2. 이분산 비선형 분위수 회귀

3.2절에서는 분산을 고려한 비모수 분위수 회귀모형을 추정하고자 한다. 비모수 위치-척도 모형

(location-scale model)은일반적으로다음식과같다.

yi = µ(xi) + σ(xi)ϵi, (3.2)

여기서 xi, i = 1, · · · , n은 d차원의 공변량 벡터이고, ϵi은 관측되지 않은 확률변수이며, 평균이 0이고

분산이 1인 어떤 분포 Fo로부터 i.i.d.라고 가정하며, xi와 독립적으로 분포된다. xi안에 첫 번째 원소

로모형의절편을포함하기위해 1을포함한다. µ(x)와 σ(x)는알려져있지않다. 위치-척도모형에관

한 연구는 통계학과 경제학 관련 논문에서 많이 다루고 있으며, He (1997), Heagerty와 Pepe (1999),

Koenker (2005), Shim등 (2009b)와 Shim등 (2009c)등에잘안내되어있다. 대부분의비모수적인방

법들은 관측치 벡터 (xi, yi)의 임의 표본으로부터 µ(x)를 추정하는 것에 초점을 맞추고 있다. 본 논문

에서는 µ(x)와 σ(x)를 SVM기법을 활용한 DPKM을 활용하여 동시에 추정하고자 한다. 위치-척도 모

형에대해반응변수 yi의 θ-번째조건부분위수회귀함수는다음과같다.

qθ(xi) = bµ(xi) + bF−1
0 (θ)bσ(xi), (3.3)

여기서 bµ(xi)와 bσ(xi)는 각각 µ(xi)와 σ(xi)의 추정치이며, bF0은 잔차분포함수의 추정치이다. 즉 잔

차 r(xi) = (yi − bµ(xi))/bσ(xi)의 분포함수이다. 본 논문에서는 µ(x)와 σ(x)를 동시에 추정하기 위해

DPKM을 이용한다. 일반적인 분위수 회귀모형을 추정할 때는 자료가 정규분포를 따른다는 가정 하에

서추정하게된다. 그러나, 실증분석자료들을보면정규분포에비해꼬리부분이좀더두꺼운형태, 즉

라플라스 분포로 분포되어 있는 경우들을 접하게 된다. 본 논문에서는 yi가 비대칭 라플라스 분포 (θ,

µ(xi), σi/
√

2)를 따른다고 가정하여 이분산 분위수 회귀함수를 추정하고자 한다. 여기서 µ(xi)는 대칭

라플라스분포 (µ0(xi), σi/
√

2)를가정한경우의 θ-번째분위수회귀함수와동일하다.

비대칭라플라스분포함수는다음과같다.

p(yi|xi) =

√
2

σ
θ(1− θ)e

−

√
2

σ
ρθ(yi−µ(xi))

식 (3.2)의우도함수는다음과같다.

L(µ, σ) =

nX
i=1

 √
2ρθ(yi − µ(xi))

σ(xi)
+ log(σ(xi))

!

여기서 µ(xi)와 σ(xi)는 커널기계를 이용하여 추정한다. θ-번째 분위수 회귀함수는 선형모형, µ(x) =

w′
uφu(x)에 의해 추정되며 고차원 특징 공간 Fµ (φµ : Rd → Fµ)에서 재구성된다. Fµ는 Mer-

cer (1909)에 의해 커널 Kµ(xi, xj) = φµ(xi)
′φµ(xj) (Kµ : Rd × Rd → R)로 정의한다. 표준
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편차는 log σ(x) = w
′
gφg(x)에 의해 추정되며 Mercer (1909)에 정의된 커널 Kσ에 의해 특징 공

간 Fσ에 구성된다. 커널로 다시 표현하면 각각 µ(xi) =
Pn

i=1 Kµ(xi, x)αµi 와 g(xi) = log σ =Pn
i=1 Kg(xi,x)αgi (σ = eg)이다. 본논문에서는가우시안커널함수를사용하였다.

K(xi, xj) = exp

 
−

1

γ2
||xi − xj ||2

!
(3.4)

여기서 γ는커널모수이다. 벌칙음-로그함수 (penalized negative log likelihood)는다음과같다.

L(αµ, αg) =

nX
i=1

“√
2ρθ(yi − µ(xi))e

−g(xi) + g(xi)
”

+
λµ

2
||wµ||2 +

λg

2
||wg||2 (3.5)

여기서 λµ와 λg는 벌칙 모수이다. θ-번째 분위수 회귀함수와 표준편차의 모형을 위해 편향-분산 (bias-

variance)을 독립적으로 조절한다. µ(xi) =
Pn

i=1 Kµ(xi, x)αµi와 g(xi) = log σ =
Pn

i=1 Kg(xi, x)

αgi로표현할수있으며wµ와wg는식 (3.5)을최소화함으로얻어진다. Kimeldorf와Wahba (1971)에

따라 wµ와 wg를확장하면다음식과같다.

L(αµ,αg) =
X

i

Kgiαg +
X

i

√
2ρθ(yi −Kµiαµ)e−Kgiαg +

λµ

2
α′µKµαµ +

λg

2
α
′
gKgαg (3.6)

여기서 Kµ와 Kg는각각 (i, j)번째원소 Kµ(xi, xj)와 Kg(xi, xj)를가지는 n×n행렬로구성되어있

다. αµ와 αg는 각각 i번째 원소가 αµi와 αgi인 n × 1벡터이다. αµ와 αg는 식 (3.6)을 최소화하여 구

한다.

θ -번째 분위수 회귀함수와 표준편차 모형의 모수 αµ와 αg는 SVM과 단순 뉴톤-랩손 반복 처리를

통해서구할수있다. 먼저 αg (g = 0, σ = 1)를고정시킨후 θ-번째분위수회귀함수모형의최적의모

수 αµ는식 (3.6)을모수 αµ로미분시켜최소화하여구한다. 식은다음과같다.

L(αµ) =
√

2
X

i

ρθ(yi −Kµiαµ)e−gi +
λµ

2
α
′
µKµαµ (3.7)

αµ를 추정한 후 µ(xi) = Kµiαµ를 추정할 수 있다. 다음으로 ri = ρθ(yi −Kµiαµ)를 계산하여 고정

시킨후식 (3.6)을모수 αg로미분시켜최소화하여모수 αg를구한다. 식은다음과같다.

L(αg) =
√

2
X

i

Kgiαg + rie
−Kgiαg +

λg

2
α
′
gKgαg (3.8)

αg를추정한후 g(xi) = Kgiαg를추정할수있다. 커널함수의최적커널모수와벌칙모수 (γµ, λµ, γg,

λg)는 Xiang와 Wahba (1996)가개발한 GACV (generalized approximate cross validation)를이용하

여최적의모수를선택한다. 제안한기법의진행과정은표 3.1과같다.

4. 모의실험

이번 절에서는 2종류의 모의실험을 통해 본 논문에서 제안한 분위수 회귀모형의 성능을 평가하고자

한다. Shim 등 (2009a)에서 사용한 모의실험과 Sohn 등 (2008)에서 사용된 실험을 이용하여 분석하

였다. 첫 번째 실험을 위해 준비한 자료는 다음과 같다. 입력변수 xi는 U(0, 2)로부터 150개의 자료를

난수 발생시켰으며, 반응변수 yi는 yi = µ(xi) + σ(xi)ϵi과 같다. 여기서 µ(xi) = sin(2πxi), σ(xi) =
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표 3.1 제안한 분위수 회귀함수 추정절차

[1단계] : α(0)
g = 0을 초기값으로 지정

[2단계] :
(i) α(t)

g 값이 주어진 상태에서 GACV를 이용하여 γµ와 λµ를 선택

(ii) α(t)
g , γµ와 λµ이 주어진 상태에서 αµ에 대해 식 (3.7)을 최소화하여 α(t+1)

µ 을 업데이트

[3단계] :
(i) α(t+1)

µ 값이 주어진 상태에서 GACV를 이용하여 γg와 λg를 선택

(ii) α(t+1)
µ , γg와 λg이 주어진 상태에서 αg에 대해 식 (3.8)을 최소화 하여 α(t+1)

g 을 업데이트

[4단계] :
1

n
||α(t)

µ − α(t+1)
µ ||2 < ϵ와

1

n
||α(t)

g − α(t+1)
g ||2 < ϵ가 동시에 만족될 때까지

[2단계]와 [3단계] 반복 ( ϵ = 10−6 )

[5단계] : 잔차의 분포 함수 Fo을 추정

[6단계] : 각 분위수 θ에 따른 조건부 분위수 회귀함수 식 (3.3) 추정

p
(2.1− xi)/4, ϵi는 χ2

(2)−2 이다. χ2
(2)는자유도가 2인카이제곱분포이다. 실험의절차는표 3.1과같

으며, 함수 추정을 위해 식 (3.4)의 가우시안 커널함수를 사용하였다. 분위수 θ는 (0.1, 0.5, 0.9)로 지

정한 후 분위수 회귀모형을 추정하였다. 실험 결과는 그림 4.1과 같다. 제안한 분위수 회귀모형의 커널

모수와 벌칙모수 (λµ, γµ, λg, γg)는 GACV를 통해 구하였으며 결과는 표 4.1와 같다. 또한 SVQR-

IRWLS와 제안한 분위수 회귀모형의 MSE은 표 4.1와 같다. 그림 4.1에서 실선은 추정하고자 하는 목

표값이며, 점선은 SVQR-IRWLS로 추정한 결과이며, 절취선은 본 논문에서 제안한 분위수 회귀모형에

의해 추정된 결과이다. 그림 4.1의 결과를 통해 본 논문에서 제안한 분위수 회귀모형이 SVQR-IRWLS

모형보다목표값에더근사한것을알수있으며, 또한표 4.1의 MSE에대해서도제안한분위수회귀모

형이 더 작은 수치를 가지고 있음을 확인할 수 있었다. 본 논문에서 제안한 분위수 회귀모형이 SVQR-

IRWLS보다목표값에더근사하며함수추정을잘한다고할수있다.

표 4.1 커널 및 벌칙모수와 MSE

λµ γµ λg γg 제안한 모형MSE SVQR-IRWLS MSE

θ =0.1 0.1 0.5 1 2 0.0046 0.0073

θ =0.5 0.01 0.5 0.01 1 0.0183 0.0195

θ =0.9 0.01 0.5 1 2 0.1345 0.1881

그림 4.1 첫 번째 모의실험 자료를 이용한 함수 추정
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두 번째 실험을 위해 준비한 자료는 다음과 같다. 입력변수 xi는 U(0, 1)로부터 200개의 자료를 난

수 발생시켰으며, 반응변수 yi는 yi = µ(xi) + σ(xi)ϵi과 같다. 여기서 µ(xi) = 2 sin(2πxi), σ(xi) =

e(xi+0.5), ϵi = σ(xi)/
√

2이다. 실험의 절차는 표 3.1과 같으며 함수 추정을 위해 식 (3.4)의 가우시안

커널함수를 사용하였다. 분위수 θ는 (0.1, 0.5, 0.9)로 지정한 후 분위수 회귀모형을 추정하였다. 실험

결과는 그림 4.2와 같다. 그림 4.2에서 실선은 추정하고자 하는 목표값이며, 점선은 SVQR-IRWLS로

추정한 결과이며, 절취선은 본 논문에서 제안한 분위수 회귀모형에 의해 추정된 결과이다. 그림 4.2의

왼쪽그림은 등분산이라 가정할 경우 SVQR-IRWLS와 제안한 분위수 회귀모형을 추정한 결과로 거의

유사함을 확인할 수 있다. 또한 그림 4.2의 오른쪽 그림을 통해 알 수 있듯이 본 논문에서 제안한 분위

수회귀모형이 SVQR-IRWLS보다목표값에더근사함을확인할수있다.

표 4.2 커널 및 벌칙모수와 MSE

λµ γµ λg γg 제안한 모형MSE SVQR-IRWLSMSE

θ =0.1 0.01 0.5 0.01 1 0.4683 0.8933

θ =0.5 0.01 0.5 0.01 1 0.1080 0.1490

θ =0.9 0.01 0.5 1 4 0.6401 1.1262

그림 4.2 두 번째 모의실험 자료를 이용한 함수 추정 (왼쪽: 등분산, 오른쪽: 이분산)

5. 결론

본 논문에서는 분위수 회귀모형 추정을 위해 비대칭 라플라스 분포를 이용한 SVQR-IRWLS 기법의

DPKM모형을 제안하였다. 평균함수와 분산함수를 동시에 추정할 수 있는 장점을 가진 모형으로 모의

실험을 통해 성능을 평가하였다. 분위수 회귀모형 추정에 로버스트하다고 알려져 있는 SVQR-IRWLS

기법과 성능을 비교하였으며 그림 4.1과 그림 4.2를 통해 그 결과를 확인할 수 있었다. 그림 4.1과 그림

4.2의결과를통해본논문에서제안한분위수회귀모형이 SVQR-IRWLS보다목표값에더근사하게잘

추정하고 있음을 확인할 수 있었다. 표 4.1의 MSE값 비교를 통해 본 논문에서 제안한 SVQR-IRWLS

기법의 DPKM모형이 기존에 알려져 있는 SVQR-IRWLS보다 더 작은 값을 가짐을 확인 할 수 있었다.

실험 결과를 통해 본 논문에서 제안한 모형이 분위수 회귀모형 추정에 좋은 결과를 보여줌을 알 수 있었

다.
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Abstract

Quantile regression has become a more widely used technique to describe the distri-

bution of a response variable given a set of explanatory variables. This paper proposes a

novel modelfor quantile regression using doubly penalized kernel machine with support

vector machine iteratively reweighted least squares (SVM-IRWLS). To make inference

about the shape of a population distribution, the widely popularregression, would be

inadequate, if the distribution is not approximately Gaussian. We present a likelihood-

based approach to the estimation of the regression quantiles that uses the asymmetric

Laplace density.
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