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요 약

파론도 게임은 두 개의 지는 게임을 주기적으로 반복하거나 혹은 임의적으로 선택하면 궁극적으로

이기게 되는 역설적인 게임을 말한다. 여러 명의 게임자들이 파론도 게임을 구성하는 두 게임 중에서

하나를 집단적으로 선택해서 진행하는 게임을 고려하자. 본 논문에서는 이 집단 파론도 게임의 모든

모수의 범위에서 장기적으로 기대상금을 최대화하는 최적의 게임 선택 기준이 무엇인지를 찾고 그 기

대상금을구한다.

주요용어: 마코프체인, 정상확률분포, 최적전략, 파론도게임.

1. 머리말

1996년 한 학회에서 스페인의 물리학자 파론도 (Juan M. R. Parrondo)는 두 개의 지는 (losing) 게

임을 결합하여 이기는 (winning) 게임으로 만드는 문제를 소개하였다 (Parrondo, 1996). 각각의 기

대상금이 음수인 두 개의 게임을 일정하게 주기적으로 반복하거나 또는 임의적 (random)으로 게임을

선택하여 진행하면 그 기대상금이 양수가 되는 역설적인 문제로서 이 후에 파론도 역설 (Parrondo’s

paradox)이라고 부르게 되었다. 이것은 물리학의 Brownian ratchet을 설명하기 위해 도입된 것으로서

주로 물리학자들에 의해 연구가 진행되어 왔으나 현재는 물리학 뿐 아니라 게임이론, 금융학, 유전학 등

에서도연구되며그적용사례가점차늘어나고있다 (Spurgin과 Tamarkin, 2005; Reed, 2007; Abbott,

2009; Ethier와 Lee, 2009b).

Kim과 Lee (2007)와 김혜경과 박준표 (2009)는 여러 명의 게임자들이 집단적으로 서로 협력하는

게임에서의 최적해에 대한 연구를 하였고, Dińıs와 Parrondo (2003)는 여러 명의 게임자들이 집단적

으로 파론도 게임을 실시할 때의 최적 조건을 연구하였다. 구체적으로 살펴보면, Dińıs와 Parrondo

(2003)는 매 시행마다 파론도 게임을 구성하는 두 게임 A와 B 중에서 최대의 기대상금을 제공하는 게

임을 선택하는 전략을 소개하고, 특정한 모수 값에서는 이 전략이 결국 지는 게임이 된다는 또 다른 역

설적인 결과를 얻었다. 즉, 매 게임의 시행에서는 더 많은 수익을 주는 게임을 선택하기 때문에 단기적

(short-range)으로는 최상이지만 궁극적으로는 즉, 장기적으로는 기대상금이 감소함을 보인 것이다. 한

편, Van den Broeck과 Cleuren (2004)은 또 다른 모수의 범위에서 이 단기적 최적 전략 (short-range

optimization strategy)의 적용으로 선택되는 게임의 패턴이 점차적으로 주기적 반복 패턴을 보인다는

것을 증명하였다. 그러나 두 논문에서 소개하는 단기적 최적 전략은 장기적 관점에서의 최적 전략은 되

지못함을 Van den Broeck과 Cleuren (2004)이더많은수익을제공하는다른전략과비교함으로써확

인하였다. 한편 Dińıs (2008)는 시뮬레이션을 통해 장기적 최상의 전략이 궁극적으로 게임의 선택 패턴

을 ABABB의순서로반복하는것임을보였다.
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본 논문에서는 일반적인 모수의 범위에서 집단 파론도 게임의 단기적 최적 전략과 장기적 최적 전략

의 구체적인 게임 선택 기준을 결정하고, 각 전략에서 얻어지는 근사적인 기대상금을 비교하고자 한다.

먼저 2장에서는 고전적인 파론도 게임과 여러 명이 집단적으로 진행하는 집단 파론도 게임을 소개하고,

3장에서는각모수의범위에서얻어지는전략을구체적으로살펴본다.

2. 집단 파론도 게임

파론도게임은다음의두개의게임 A와 B로구성된다; 0 < ϵ < 1/10인 ϵ에대해

p =
1

2
− ϵ, p0 =

1

10
− ϵ, p1 =

3

4
− ϵ

라고 두고, 게임 A는 앞면이 나올 확률이 p인 동전을 던져 앞면이 나오면 1원을 얻고 뒷면이 나오면

1원을 잃는다. 게임 B는 게임자가 가지고 있는 현재의 총 금액이 3의 배수이면 앞면이 나올 확률이

p0인나쁜동전을던지고, 3의배수가아니면앞면이나올확률이 p1인좋은동전을던진다.

각게임 A와 B에대해 Xn을 n번의게임후게임자의금액을 3으로나눈나머지라고하면, 파론도게

임은 상태공간이 0, 1, 2인 마코프 연쇄 {Xn}n≥0로 표현할 수 있다. 이 때, 게임 A와 B의 전이확률행

렬은각각

PA :=

0B@ 0 p 1− p

1− p 0 p

p 1− p 0

1CA, PB :=

0B@ 0 p0 1− p0

1− p1 0 p1

p1 1− p1 0

1CA
이고게임 A의정상확률분포 eπA는 eπA = (1/3, 1/3, 1/3)이고게임 B의정상확률분포 eπB는

eπB = (
5

13
−

440

2197
ϵ + O(ϵ2),

2

13
+

168

2197
ϵ + O(ϵ2),

6

13
+

252

2197
ϵ + O(ϵ2))

가된다. 그러면게임 A의기대상금 E(A)와게임 B의기대상금 E(B)는각각

E(A) = eπAeα = −2ϵ,

E(B) = eπB
eβ = −

294

169
ϵ + O(ϵ2)

(Epstein, 2007)로얻어진다. 단,

eα := (2p− 1, 2p− 1, 2p− 1)T , eβ := (2p0 − 1, 2p1 − 1, 2p1 − 1)T (2.1)

이다. 따라서 작은 양수 ϵ에 대해 두 게임 모두 음의 기대상금을 갖는다. 반면에 앞면이 나올 확률이

γ인동전을던져서앞면이나오면 (즉, 확률 γ로)게임 A를실시하고뒷면이나오면게임 B를실시하는

임의적혼합게임의경우는그전이확률이 γPA + (1− γ)PB로서기대상금이

12γ(1− γ)(2− γ)

169 + 22γ − 11γ2
+ O(ϵ)

(Ethier와 Lee, 2009a)로 얻어진다. 그러므로 모든 0 < γ < 1에 대해 기대상금이 양수가 되는 ϵ > 0을

찾을 수 있어서, 두 개의 지는 게임을 임의적으로 결합하여 이기는 게임이 되도록 만들 수 있다. 한편,

게임 A를 r번실시하고그다음게임 B를 s번진행하며, 다시게임 A를 r번, 게임 B를 s번이렇게규칙
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적으로 반복하는 게임을 [r, s]로 표기하면 [1, 1]의 게임만 제외하고 모든 r ≥ 1과 s ≥ 1에 대해 기대상

금이 양수가 되는 양수 ϵ이 존재함을 Ethier와 Lee (2009a)가 증명하였다. 이와 같이 파론도 역설을 만

족하는게임을원금의존파론도게임 (capital-dependent Parrondo game)이라고한다.

본 논문에서는 원금 의존 파론도 게임을 구성하는 게임 B의 모수를 일반적인 것으로 확장하여

(Ethier와 Lee, 2009a), 임의의양수 0 < ρ < 1에대해

p0 =
ρ2

1 + ρ2
− ϵ, p1 =

1

1 + ρ
− ϵ (2.2)

로 정의한다. 그러면 기존의 파론도 게임 B는 ρ = 1/3인 예에 해당된다. 만약 ϵ = 0이면 두 게임 A와

B는 기대상금이 0으로 모두 공정 (fair)한 게임이 되지만 임의적인 선택을 하거나 고정적인 주기로 반복

하면 그 기대상금이 양수가 되도록 할 수 있다. 즉, 두 개의 공정한 게임이 결합하여 이기는 게임이 되

는 것이다. 여기서는 ϵ = 0을 가정하여 최적의 전략을 찾는다. 양수의 ϵ은 본 결과에서 얻어지는 기준

의이동 (shift)으로설명이가능할것이다 (Dińıs, 2008).

1명의 게임자가 두 게임 A와 B 중에서 자유롭게 한 개를 선택할 수 있다면, 현재의 금액이 3의 배수

일 때는 게임 B의 나쁜 동전보다는 게임 A를 선택하는 것이 훨씬 유리하다. 따라서 현재의 금액이 3의

배수이면 게임 A를 선택하고 3의 배수가 아니면 게임 B를 선택하는 것이 최상의 전략이다. 만약 여러

명의 게임자들이 있을 때는 어떠한가? 즉, N명의 게임자들로 이루어진 집단에서 각자 파론도 게임을

한다고 하자. 이 때 게임 B의 동전의 종류는 각 게임자가 가지고 있는 금액에 의해 정해진다. n번의 게

임 후 총 N명의 게임자들 중 금액이 3의 배수인 게임자들의 비율을 π0(n)이라고 하자. 만약 게임자들

모두가게임 B를선택하면기대상금은식 (2.2)의확률로부터

π0(n)(2p0 − 1) + [1− π0(n)](2p1 − 1) = −π0(n)
1− ρ2

1 + ρ2
+ [1− π0(n)]

1− ρ

1 + ρ

가 되고, 만약 모두 게임 A를 선택하면 기대상금은 0이다. 따라서 n + 1번째 게임에서 보다 많은 기대

상금을얻기위해서는다음의전략을생각할수있다.

만약 π0(n) ≥ (1 + ρ2)/(2(1 + ρ + ρ2))이면게임 A를선택하고

만약 π0(n) < (1 + ρ2)/(2(1 + ρ + ρ2))이면게임 B를선택한다. (2.3)

위와 같은 전략을 단기적 최적 전략이라고 한다. 이 단기적 최적 전략은 N = ∞일 때 궁극적으로 주
기 패턴 [1, 2]에 근사하여 양의 기대상금을 얻을 수 있지만 최적의 전략은 아님이 확인되었다 (Van den

Broeck과 Cleuren, 2004). 한편, Dińıs와 Parrondo (2004)는위의전략 (2.3)의경계값 (1+ρ2)/(2(1+

ρ + ρ2)) 대신에 1/2인 다수결의 전략을 소개하고, N = ∞이고 ρ = 1/3일 때, 그 기대상금이 결국 0에

접근하는 결과를 얻었다. 그리고 같은 모수의 범위에서 Dińıs (2008)는 시뮬레이션 방법을 통해 장기적

최상의 전략은 궁극적으로 게임의 선택 패턴이 [1, 1]과 [1, 2]를 혼용한 ABABB의 순서를 반복하는 것

임을보였다. 그리고 ρ = 1/3의경우는장기적최적전략이 u ∈ (1/3, 11945/35601)인 u에의해

만약 π0(n) ≥ u이면게임 A를선택하고

만약 π0(n) < u이면게임 B를선택한다. (2.4)

로얻어짐을보였다 (Parrondo 등, 2007). 이와같이 ρ = 1/3일때, 몇개의경계값 u에대한전략의특

성만파악된상태이다. 본논문에서는모든 0 < ρ ≤ 1와경계값 0 < u < 1에대해위의 (2.4)의형태로

얻어지는 전략을 통한 궁극적인 게임의 선택 패턴을 파악하고, 최적의 전략 선택 기준 u의 범위와 그 기

대상금을찾고자한다.
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3. 최적 전략 기준

Dińıs와 Parrondo (2003)와 Van den Broeck과 Cleuren (2004)에서고려한대로여기서도 N = ∞라
고가정하자. xi를게임자들중현재보유하고있는금액을 3으로나눈나머지가 i인게임자들의비율이

라고하면 x0 + x1 + x2 = 1이된다. 그러면게임은초기값 (1,0,0)에서시작하여다음의상태공간

∆ := {(x0, x1, x2) : x0 ≥ 0, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x0 + x1 + x2 = 1}

상에서 만약 게임 A가 선택되면 (x0, x1, x2) 가 (x0, x1, x2)PA로 옮겨가고, 게임 B가 선택되면

(x0, x1, x2)가 (x0, x1, x2)PB로움직이는이산시간선형변환이된다.

행렬 PB의고유값 (eigenvalue)은

1, e1 := −
1

2
+

(1− ρ)S

2(1 + ρ)(1 + ρ2)
, e2 := −

1

2
−

(1− ρ)S

2(1 + ρ)(1 + ρ2)

단, S =
p

(1 + ρ2)(1 + 4ρ + ρ2)이고이에대응되는고유벡터 (eigenvector)는

r0 :=

0B@1

1

1

1CA , r1 :=

0B@ (1 + ρ)(1− ρ2 − S)

2 + ρ + 2ρ2 + ρ3 + ρS

−(1 + 2ρ + ρ2 + 2ρ3 − S)

1CA , r2 :=

0B@ (1 + ρ)(1− ρ2 + S)

2 + ρ + 2ρ2 + ρ3 − ρS

−(1 + 2ρ + ρ2 + 2ρ3 + S)

1CA
로 얻어진다 (Ethier와 Lee, 2009a). 대각행렬 D := diag(1, e1, e2)과 고유벡터로 구성된 행렬 R :=

(r0, r1, r2)과그역행렬 L := R−1을이용하면

P n
B = RDnL

로 얻어져서 게임 B의 반복으로 얻어지는 수렴성은 이 관계로부터 얻을 수 있다. 따라서 행렬 PB의 정

상확률분포는

eπB = (
1 + ρ2

2(1 + ρ + ρ2)
,

ρ(1 + ρ)

2(1 + ρ + ρ2)
,

1 + ρ

2(1 + ρ + ρ2)
)

이다. πB를 eπB의첫번째요소라고하면, 모든 0 < ρ < 1에대해 πB :=
1 + ρ2

2(1 + ρ + ρ2)
> 1/3이다.

π[1,n]을 행렬 PAP n
B의 정상확률분포의 첫 번째 요소라고 하자. 즉, eπ[1,n] = eπ[1,n]PARDnL을 만족

하는 eπ[1,n]의첫번째요소라고하면,

π[1,n] =eπ[1,n](1 0 0)T

=
˘
4(1 + ρ2)S + en

1 (1 + ρ)[−3(1− ρ)(1 + ρ2) + (1 + ρ)S] + en
2 (1 + ρ)[3(1− ρ)(1 + ρ2)

+(1 + ρ)S] + 2ρen
1 en

2 S} /
˘
2(1 + en

1 )(1 + en
2 )(1 + ρ + ρ2)S

¯
이된다. πAB := π[1,1]라두고 πBA를 eπBA = eπBAPBPA를만족하는정상확률분포 eπBA의첫번째요

소라고하면, 모든 0 < ρ < 1에대해

πAB =
ρ

1 + ρ + ρ2
<

1

3
<

1 + ρ2

2(1 + ρ + ρ2)
= πBA

이므로 전략 (2.4)의 형태로는 어떠한 경계값 0 < u < 1에 대해서도 패턴 [1, 1]로 수렴할 수 없다. 왜냐

하면 패턴 [1,1]에서는 게임 A 다음에 게임 B가 선택되어야하는데 1/3 < πBA이기 때문에 게임 B의 선
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택영역이오른쪽에있어야하고유사한이유로게임 A의선택영역은왼쪽에있어야하는데이것은전

략 (2.4)의형태와는반대이기때문이다.

한편, n = 2 일때, eπ[1,2]의첫번째요소인 π[1,2]는

π[1,2] := πABB =
1

B(ρ)
(2 + 5ρ + 6ρ2 + 9ρ3 + 10ρ4 + 9ρ5 + 6ρ6 + 5ρ7 + 2ρ8),

단, B(ρ) := 3 + 12ρ + 20ρ2 + 28ρ3 + 36ρ4 + 28ρ5 + 20ρ6 + 12ρ7 + 3ρ8 이다.

πBBA := eπABBPA(1 0 0)T로 P 2
BPA의 정상확률분포의 첫 번째 요소라고 하고, πBAB := eπABBPA

PB(1 0 0)T는 PBPAPB의정상확률분포의첫번째요소라고하면,

πBBA =
1

2B(ρ)
(1 + 7ρ + 14ρ2 + 19ρ3 + 26ρ4 + 19ρ5 + 14ρ6 + 7ρ7 + ρ8),

πBAB =
1

B(ρ)
(1 + 4ρ + 7ρ2 + 9ρ3 + 12ρ4 + 9ρ5 + 7ρ6 + 4ρ7 + ρ8)

이다. 따라서

πABB − πBAB =
1

B(ρ)
(1− ρ)2(1 + ρ + ρ2)(1 + 2ρ + ρ2 + 2ρ3 + ρ4) > 0,

πBAB −
1

3
=

1

3B(ρ)
(1− ρ)2ρ2(1 + ρ + ρ2) > 0,

1

3
− πBBA =

1

6B(ρ)
(1− ρ)2(3 + 9ρ + 13ρ2 + 16ρ3 + 13ρ4 + 9ρ5 + 3ρ6) > 0

이므로모든 0 < ρ < 1에대해

πBBA < 1/3 < πBAB < πABB . (3.1)

유사하게행렬 PAPBPAPBPB , PBPAPBPBPA, PAPBPBPAPB , PBPBPAPBPA, PBPAPBPAPB의

정상확률분포의 첫 번째 요소를 각각 πABABB , πBABBA, πABBAB , πBBABA, πBABAB라고 두면

πABABB 는 eπABABB = eπABABBPAPBPAPBPB를만족하는 eπABABB의첫번째요소이고,

πBABBA = eπABABBPA(1 0 0)T

πABBAB = eπABABBPAPB(1 0 0)T

πBBABA = eπABABBPAPBPA(1 0 0)T

πBABAB = eπABABBPAPBPAPB(1 0 0)T

로얻어진다. 따라서

C(ρ) := 5 + 30ρ + 84ρ2 + 166ρ3 + 267ρ4 + 348ρ5 + 378ρ6 + 348ρ7

+ 267ρ8 + 166ρ9 + 84ρ10 + 30ρ11 + 5ρ12
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에대해

πABABB =
1

C(ρ)
(4 + 17ρ + 36ρ2 + 61ρ3 + 86ρ4 + 104ρ5 + 110ρ6

+ 104ρ7 + 86ρ8 + 61ρ9 + 36ρ10 + 17ρ11 + 4ρ12)

πBABBA =
1

2C(ρ)
(1 + 13ρ + 48ρ2 + 105ρ3 + 181ρ4 + 244ρ5 + 268ρ6

+ 244ρ7 + 181ρ8 + 105ρ9 + 48ρ10 + 13ρ11 + ρ12)

πABBAB =
1

C(ρ)
(2 + 11ρ + 29ρ2 + 56ρ3 + 88ρ4 + 115ρ5 + 124ρ6

+ 115ρ7 + 88ρ8 + 56ρ9 + 29ρ10 + 11ρ11 + 2ρ12)

πBBABA =
1

2C(ρ)
(3 + 19ρ + 55ρ2 + 110ρ3 + 179ρ4 + 233ρ5 + 254ρ6

+ 233ρ7 + 179ρ8 + 110ρ9 + 55ρ10 + 19ρ11 + 3ρ12),

πBABAB =
1

C(ρ)
(1 + 8ρ + 25ρ2 + 53ρ3 + 90ρ4 + 120ρ5 + 132ρ6

+ 120ρ7 + 90ρ8 + 53ρ9 + 25ρ10 + 8ρ11 + ρ12)

이고

πABABB − πABBAB =
1

C(ρ)
(1− ρ2)2(2 + 6ρ + 11ρ2 + 17ρ3 + 18ρ4 + 17ρ5 + 11ρ6 + 6ρ7 + 2ρ8)

> 0,

πABBAB −
1

3
=

1

3C(ρ)
(1− ρ)2(1 + ρ + ρ2)3(1 + 2ρ + 2ρ3 + ρ4) > 0,

1

3
− πBBABA =

1

6C(ρ)
(1− ρ)2(1 + ρ + ρ2)3(1 + 2ρ + 2ρ3 + ρ4) > 0,

πBBABA − πBABAB =
1

2C(ρ)
(1− ρ2)2(1 + ρ2)(1 + ρ + ρ2)3 > 0,

πBABAB − πBABBA =
1

2C(ρ)
(1− ρ2)2(1 + 3ρ + 4ρ2 + 7ρ3 + 6ρ4 + 7ρ5 + 4ρ6 + 3ρ7 + ρ8)

> 0

이므로모든 0 < ρ < 1에대해

πBABBA < πBABAB < πBBABA <
1

3
< πABBAB < πABABB (3.2)

을얻을수있다.

식 (3.1)과 (3.2)로부터, u의 다음 각 범위에 대해 (2.4)의 형태의 전략을 적용했을 때 선택되는 게임

의패턴은다음과같다.
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case 1) 0 < u ≤ πBBABA

식 (3.2)에 의해 u < 1/3이고 또한 u < πB이기 때문에 (1, 0, 0)에서 시작한 게임은 언젠가 게임 A의

선택 영역으로 들어오게 되고 결국은 게임 A를 무한 번 반복하는 AAA....의 패턴을 따르게 된다. 따라

서궁극적인기대상금도 0이된다.

case 2) 1/3 ≤ u ≤ πBAB

이 경우는 1/3 ≤ u이므로 게임 A만 무한 번 선택될 수 없다. 또한 u ≤ πBAB이기 때문에 eπBAB는

게임 A의 선택 영역에 포함되어 eπBAB다음에 게임 B가 선택될 수가 없다. 따라서 패턴 [1,2]에 수렴할

수없다. 한편,

πABBAB − πBAB =
1

B(ρ)C(ρ)
(1− ρ)2(1 + ρ + ρ2)(1 + 8ρ + 28ρ2 + 64ρ3 + 118ρ4

+ 184ρ5 + 246ρ6 + 292ρ7 + 308ρ8 + 292ρ9 + 246ρ10 + 184ρ11

+ 118ρ12 + 64ρ13 + 28ρ14 + 8ρ15 + ρ16) (3.3)

이기 때문에 모든 0 < ρ < 1에 대해 πBAB < πABBAB이다. 따라서 이 경우는 식 (3.2)에 의해 u <

πABBAB < πABABB이고 πBABBA < πBABAB < πBBABA < u이기 때문에 eπABBAB와 eπABABB는

게임 A의 선택 영역에 속하고 eπBABBA, eπBABAB와 eπBBABA는 게임 B의 선택 영역에 해당되어 궁극

적으로패턴 ABABB를반복한다. 그러므로식 (2.1)을이용하여기대상금은점차적으로

E(ABABB)

= (eπABABB eα + eπBABBA
eβ + eπABBAB eα + eπBBABA

eβ + eπBABAB
eβ)/5

=
3

5C(ρ)
(1− ρ)3(1 + ρ)(3 + 12ρ + 23ρ2 + 34ρ3 + 39ρ4 + 34ρ5 + 23ρ6 + 12ρ7 + 3ρ8)

에수렴한다.

case 3) πABBAB < u ≤ πB

먼저

πB − πABBAB =
1

2(1 + ρ + ρ2)C(ρ)
(1− ρ)2(1 + 6ρ + 16ρ2 + 30ρ3 + 49ρ4 + 64ρ5 + 70ρ6

+ 64ρ7 + 49ρ8 + 30ρ9 + 16ρ10 + 6ρ11 + ρ12)

>0

를 확인할 수 있다. 그리고 πABBAB < u인 경우는 eπABBAB가 게임 B의 선택 영역에 속하기 때문에

ABABB의패턴으로수렴할수는없다. 한편

πABB − πB =
1

2(1 + ρ + ρ2)B(ρ)
(1− ρ)2(1 + 4ρ + 10ρ2 + 16ρ3 + 16ρ4 + 16ρ5

+ 10ρ6 + 4ρ7 + ρ8)

>0 (3.4)
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이므로 이 구간의 u에 대해서는 항상 u < πABB이 성립한다. 따라서 eπABB는 게임 A의 선택 영역에

속하고, 식 (3.1)과 (3.3)에 의해 πBBA < πBAB < u으로 eπBBA와 eπBAB는 게임 B의 선택 영역에 속

한다. 따라서패턴 [1,2]에궁극적으로수렴한다. 그러므로이범위의 u에대해얻어지는기대상금은

E(ABB) = (eπABB eα + eπBBA
eβ + eπBAB

eβ)/3

=
1

B(ρ)
(1− ρ)3(1 + ρ)(1 + 2ρ + ρ2 + 2ρ3 + ρ4) (3.5)

에점차가까워진다.

case 4) πABB ≤ u < 1

식 (3.4)에 의해 eπB는 게임 B의 선택 영역에 포함된다. 그러므로 결국 게임 B만 계속 선택되는

BBB...의패턴이되어기대상금이근사적으로 0이된다.

모든 0 < ρ < 1에대해

E(ABABB)− E(ABB) =
1

5B(ρ)C(ρ)
(1− ρ)3(1 + ρ)(2 + 16ρ + 74ρ2 + 236ρ3 + 547ρ4

+ 1000ρ5 + 1514ρ6 + 1924ρ7 + 2082ρ8 + 1924ρ9 + 1514ρ10

+ 1000ρ11 + 547ρ12 + 236ρ13 + 74ρ14 + 16ρ15 + 2ρ16)

> 0

이므로 ABABB 패턴의기대상금이 [1,2]의기대상금보다항상많다. 즉, case 2) 1/3 ≤ u ≤ πBAB의

범위에 있는 모든 u에 의한 선택이 Dińıs (2008)의 결과에 의해 장기적으로 최대 기대상금을 제공하는

최적 전략 기준이 된다. 한편 case 3)에서 u = πB인 경우는 Dińıs와 Parrondo (2003)가 제안한 단기

적최적전략에해당되는것으로 case 3)의 πABBAB< u ≤ πB인모든경계값 u에의한전략들과동일

한기대상금 (3.5)를갖게된다.
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Abstract

Two losing games that can be combined, either by periodic alternation or by ran-

dom mixture, to form a winning game are known as Parrondo games. We consider a

collective version of Parrondo games in which players are allowed to choose the game to

be played by the whole ensemble in each turn. In this paper, we analyze the long-range

optimization strategy for all choices of the parameters and find the expected average

profit in the steady state.
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