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ABSTRACT

This paper has the object of investigating dynamic stability of stiffened tapered thick plate with 
concentrated mass on Pasternak foundation by means of finite element method and providing kinematic 
design data for mat of building structures. Finite element analysis of stiffened tapered thick plate is done 
by use of rectangular finite element with 8-nodes. In order to analysis plate which is supported on 
Pasternak foundation, the Winkler foundation parameter is varied with 10, 100, 1000 and the shear 
foundation parameter is 5, 10, concentrated mass is 0.25mc, 1.0mc, tapered ratio is 0.25, 0.5. The ratio 

of In-plane force to critical load is applied as 0.4cr , 0.6cr , 0.8cr  respectively. This paper analyzed 

varying tapered ratio.

* 
기 호 설 명

a×b : 판의 크기

h : 판 두께

m : 판 전체 질량

w : 수직처짐

 : 판의 고유진동수 

cr : 판의 정적 좌굴응력

WFP : Winkler지반 파라미터  

SFP : 전단지반 파라미터
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 : 푸아송 비 
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x : 방향 회전각 

y : 방향 회전각

tr : 변단면률

 : 정응력 계수

 : 동응력 계수 

1. 서  론

최근 지진이나 건설현장의 발파, 항타, 굴착 등에 

의해 발생되는 지반진동은 인접 건축물의 기초를 

통해 건물에 동적 영향을 끼친다. 지반을 통해 전달

되는 동적영향은 지반-구조물 상호작용을 일으키므

로 지반-구조물의 상호작용에 대한 해석은 진동 제

어분야의 중요한 연구대상이 되고 있다. 건축 분야

에서 사용되는 판부재는 평판(flat plate)이 일반적이

나 시공성과 경제성 혹은 구조적인 이유에서 변단
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면판의 형태로 계획되기도 한다. 
근래들어 Horenberg 등에 의해 modal constraint 

법을 이용하여 판의 동적 해석(1), Celik 등에 의해  

two-parameter 지반에 의해 지지된 판의 반복법을 

이용한 해석(2) 및 Matsunaga에 의해 면내응력을 받

는 후판의 좌굴안정 해석(3) 등이 이루어졌다. 또한 

Yokoyama에 의해 탄성지반에 지지된 Timoshenko 
Beams의 Parametric 불안정에 대한 연구(4)가 행해

졌으며, Kukreti, Farsa와 Bert는 미분구적법과 

Rayleigh-Ritz method를 이용하여 단순지지된 변단

면 후판의 진동에 관한 연구(5)를 시행하였다. 국내

에서는 이용수 등이 Timoshenko 보-기둥의 안정해

석(6) 및 비균질 Pasternak지반 위에 놓인 면내력을 

받는 후판의 진동해석(7)과 동적안정해석(8)을 행하

였다. 
현재 Pasternak지반에 의해 지지된 변단면 후판

의 동적안정해석에 대한 연구는 아직 활발한 편은 

아니며, 이 연구에서 유한요소법을 적용하여 이에 

대해 해석하였다.
변단면 후판의 유한요소는 요소 내 절점이 존재

하지 않고 요소경계에만 존재하는 요소인 8절점 

Serendipity 요소계를 적용하여 판요소에 대한 강성

행렬들을 전체 요소에 대해 조합하여 동적 안정해

석 방정식을 구하였다. Serendipity 요소계의 특징

으로는 실제 형상함수를 다항식으로도 구할 수 있

으며  두 방향으로 절점수가 같지 않아도 형상

함수 구성이 가능하다.
구조물을 지지하는 지반은 Winkler지반에 전단층

을 추가하여 지반의 연속성을 고려한 Pasternak지반

으로 모델링하였으며 판 해석은 Mindlin 판 이론을 

적용하였다.

2. 변단면 후판의 유한요소 해석

2.1 집중질량을 갖는 변단면 후판요소
(1) 변단면 후판의 두께 함수

판은 Fig. 1과 같이 두께가 판의 길이에 따라 1방

향에 대해 선형적으로 변하는 변단면 후판으로 두

께에 대한 함수는 다음과 같다.

h  hf (1)

여기서, h, h는 각각 x, x a일 때 판의 두께, 

  a
x

 , f   , 

tr   h h h : Tapered Ratio

변단면 후판의 휨 강성은 다음과 같이 얻을 수 

있다. 

D Df (2)

여기서,  D Eh 
 : 푸아송 비

(2) 탄성지반

탄성지반은 Fig. 1과 같이 지반을 수직 스프링으

로 이상화한 Winkler지반과 변위의 연속성을 고려

하기 위한 전단층으로 이상화 한 Pasternak지반 모

형을 사용하였다. 
Pasternak지반을 구성하는 Winkler지반 매개변수

(WFP)와 전단지반매개변수(SFP)는 다음과 같이 정

의된다.

WFP Do
kwa , SFP D

kga (3)

여기서, 
kw : Winkler지반강성

a : 판의 크기

Fig. 1 Tapered thick plate

Thick
Plate

Winkler 
Foundation

Shear 
Fondation

Fig. 2 Modeling of Pasternak foundation



이 용 수 ․김 일 중

1298/한국소음진동공학회논문집/제 19 권 제 12 호, 2009년

kg : 전단지반강성

D  : 판의 휨 강성

(3) 판 요소의 변위함수

판 요소의 크기를 a× b로 정의 할 때 무차원 

좌표계는   xxca,  yycb이고 Fig. 3
과 같이 8절점 Serendipity 요소를 사용하는 경우 

요소내의 임의의 위치에 대한 변위를 행렬 형태로 

나타내면 다음과 같다. 









w
x
y
 Ne (4)

여기서, 
w : 판 요소의 수직변위

x  : 판 요소의 방향 회전각

y : 판 요소의 방향 회전각

e wxywxy… wxy   

N 










N   ⋯N  
 N  ⋯  N 
  N⋯   N

 

이 경우 8절점 요소계의 형상함수는 다음과 같다. 

Ni  

iii i 

 










 

(5)

                          (  ⋯,8)

(4) 가상일의 원리

판 및 보 요소의 운동에너지(T)와 지반에 대한 

1

8

7

6

5

4
3

2

y

x

ξ

η

η =-1

η =0

η =1

=1ξ=0ξξ =-1

Fig. 3 8-node isoparametric element

항을 포함한 변형에너지(U) 그리고 외력(Nx)에 의

한 일(W )을 조합하고 가상일의 원리를 적용하여 

고유방정식을 얻을 수 있다. 

TUW   (6)

판 요소의 운동에너지 Te는 다음과 같다.

Te  
 Ah

w
h 
x

h ydA

      
mcab wab

(7)

여기서 

 : 판의 단위면적당 질량밀도

h : 판 요소의 두께

wxy : 판 요소 변위, 회전각의 시간에 따른 

변화율

dA dx‧ dy
wab  t

w 


y b

x  a

mca b  x a y b위치의 집중질량

식 (4)를 이용하여 식 (7)을 정리하면 다음과 같이 

된다. 

Te  

e

TAN
T











h  

 

h


  

h
NdAe

     

weT Mp we (8)

      

e

T
Mee


weT Mp we

      
 

T Me 

여기서 

e : 판 요소의 절점변위

e : 판 요소 절점변위의 시간에 따른 변화율

Me AN
T











h  

 

h


  

h
NdA
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          :  판 요소의 질량행렬

Mp mcab N T N   : 집중질량행렬

Me   : 집중질량을 포함한 질량행렬

N  NN⋯N 

Winkler지반 강성과 전단지반 강성을 고려한 판 

요소의 변형에너지 Ue는 다음과 같다. 

Ue  
 AM

TdA





















 




(9)

여기서 

M : 모멘트

 : 전단력

 : 곡률

 : 전단변형각

 : Winkler지반강성

 : 전단지반강성

식 (3)을 식 (9)에 대입하여 정리하면 다음과 같다.

Ue 

eT Kef Kes e

    



   (10)

     



   



  

여기서 

Kef  : 판 요소의 휨강성행렬

Kes  : 판 요소의 전단강성행렬

WeF  : Winkler지반강성행렬 

 ,  : x, y방향 전단지반강성행렬

외력에 의한 일은 1방향 압축만을 고려하면 다음

과 같다.

WP  
 APxx

w 
dA (11)

식 (3)과 면내력 Px h을 식 (11)에 대입하면 

다음과 같다.

Wp 

weT Kegwe (12)

여기서 Keg  tA
NTNdA 

      : 면내응력

판 요소의 운동에너지 는 다음과 같다.

Te  
 Ah

w
h 
x 

h 
ydA (13)

여기서,
 : 판의 단위 면적당 질량

w xy : 판 요소의 시간 변화에 따른 변위 및 

회전각

Winkler지반강성과 전단지반강성을 포함한 판 요

소의 변형에너지Ue는 다음과 같이 행렬 형태로 

쓸 수 있다.

Ue  
 AM

TdA




















 




 





(14)

여기서,
 : Winkler지반강성,  : 곡률

 : 전단지반강성,  : 전단 변형

M  : 모멘트 행렬,  : 전단력 행렬

외력에 의한 일We은 한 방향 압축 만을 고려

하면 다음과 같다.

We
  Px x

w 
dx (15)

여기서,
Px : x 방향 면내력
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식 (13), (14), (15)에 식 (4)를 대입하여 행렬형태

로 정리하면 각각 다음과 같다.

Te  

e

T
Mee

Ue  

eT  Ke Kf  e (16)

We  

eT Kge

여기서,
Me  : 판 요소의 질량행렬

Ke  : 휨 ․전단 강성행렬

Kf  : Winkler지반 ․전단지반 강성행렬

Kg  : 기하 강성행렬

2.2 보강재 요소
(1) 보강재 변위함수

보강재 요소는 Timoshenko 보-기둥 요소의 변위

함수를 이용하였다.
Fig. 4와 같이 임의의 점의 변위와 회전각은 다음

과 같은 변위함수로 정의 된다.

w  Nbwe (17a)

  Nbe (17b)

Nb NbNbNb  (17c)

여기서, Nb  

        

Nb         

Nb  

   

weT wewewe
eT e e e

(2) 보강재의 가상일의 원리

Pasternak지반으로 지지되고 있는 길이 의

Fig. 4 Timoshenko beam-column element system

Timoshenko 보-기둥요소에 대한 변형에너지 

는 다음 식과 같다.

Ube  
 




a

a
EIbx

 


k′GAbx
w




          kww kgx
w 



dx
(18)

여기서,
EIb : 보-기둥 요소의 휨 강성

k′ : 전단계수

G : 전단탄성계수

Ab : 보-기둥 요소의 단면적

회전관성 효과를 고려한 보-기둥 요소의 운동에

너지Tbe는 다음과 같다.

Tbe
 

a

a
bAbt

w 


Ibt
 



dx (19)

여기서,
b : 보 재료의 질량 밀도

t : 시간

축 하중 P에 의한 일Wbe은 다음과 같다.

Wbe 
 

a

a P x
w 

dx (20)

Timoshenko 보-기둥 요소의 변형에너지, 운동에

너지, 축 하중이 한 일은 다음과 같이 요소의 절점 

변위벡터 qe의 항으로 쓸 수 있다.

Ube  

qeT  KbeKf be qe

Tbe  
 qeT Mbeqe (21)

Wbe  

qeT Kgbeqe

여기서,

{ }  : 에 대한 도함수

K be  : 휨 강성행렬

M be  : 질량행렬

Kg be  : 기하강성행렬
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Kf be  : Winkler지반강성행렬

2.3 고유치 방정식
식 (8), (10), (12)를 이용하여 전체 판요소에 대

해 조합하고, 식 (17a)∼(17c)를 이용하여 전체 보-
기둥요소에 대해 조합한 후 가상일의 원리를 식 (6)
에 적용하면 다음과 같은 고유치 방정식을 얻을 수 

있다.

KEKEbKG KG b
  

(22)

여기서  

KE : 전체 판 요소의 요소강성행렬

 : 전체 판 요소의 질량행렬

KG  : 면내응력 1에 대한 전체판의 기하강성 

행렬

KEb : 전체 보-기둥요소의 요소강성행렬 

 : 전체 보-기둥요소의 질량행렬

KG b : 면내응력 1에 대한 전체 보-기둥요소의  

기하강성행렬

 : 판의 고유 원 진동수

식 (22)에서 좌굴응력 이하의 면내응력을 받는 집중 

질량을 갖는 보강후판의 진동수 를 구할 수 있다. 

2.4 동적 안정 방정식 구성
동적안정문제에서 작용하는 하중 는 다음과 같다.

 cr crcos (23)

여기서, 
 : 좌굴응력에 대한 정응력비

 : 좌굴응력에 대한 동응력비 

cr : 정적 좌굴응력  

 : 동적 응력의 진동수

식 (23)을 식 (22)에 대입하면 다음의 Mathieu-
Hill 방정식을 얻는다.

KM KEcr KGs
cos  

(24)

여기서, 
KGs : 평균 응력 에 대한 기하강성행렬 

  : 주기 응력 진폭 에 대한 기하강성행렬

위 Mathieu-Hill 방정식의 해를 다음과 같이 급

수 형태로 가정된다.

t  k
∞

aksin

cos


 (25)

식 (24)를 만족하기 위해서는 식 (25)의 계수의 행

렬식은 零이 되어야 한다. ak와 bk 에 대한 k×k행
렬식을 일차 근사화하면 다음식이 된다. 

KE ⋅cr KGS
± 


cr KGt



KM  

(26)

평균응력과 응력진폭의 영향을 동일하게 취하여 

KGs   KGt   KG 로 하면 식 (26)은 다음과 같이 

된다.

KE±  cr KG 



KMw  (27)

식 (27)에서 정적응력 계수비 와 값에 따른 판

의 진동수비(e=면내응력의 진동수/판의 고유진

동수)를 구하여 동적불안정 영역을 표시한다.

3. 비교 분석 및 적용

3.1 비교 분석
이 연구에서 유한요소 해석 프로그램을 개발하고 

기존 이론해와 비교하여 정확성을 검토하였다. 
Table 1은 가 10일 때 의 변화에 따라 

평판의 고유진동수를 산출하여 참고문헌해와 비교

한 것으로 최대 0.28 %이내의 오차를 보였다. 
Table 2는 지반이 없는 상태에서의 변단면 후판의 

taper ratio의 변화에 따른 고유진동수를 유한요소 

프로그램해와 참고문헌해와 비교한 것이다. 이 경우 

최대 0.56 %의 오차를 나타내어 이 연구를 위한 신

뢰성을 확인 할 수 있었다.

3.2 변단면 후판의 동적안정해석
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Table 1 Natural frequency of plates on Pasternak 
foundation               aD 

WFP Reference(9) Present study Error(%)

0 22.2117 22.25175 0.18

10 22.4104 22.46566 0.25

100 24.2698 24.30675 0.15

1000 38.0638 38.09225 0.075

10000 99.4473 99.6619 0.2

Table 2 Natural frequency of tapered thick plates
                          aD 

Taper ratio Reference(5) Present study Error(%)

0.2 21.59051 21.58787 0.01

0.4 23.54861 23.45184 0.19

0.6 25.37844 25.29344 0.33

0.8 27.23463 27.08043 0.56

Fig. 5 Modelling of tapered sfiffended thick plates 
concentrated mass on Pasternak foundation 

이 연구에서 개발한 프로그램을 이용하여 Pasternak 
지반에 지지된 4변 단순지지 변단면 보강후판의 동

적 안정영역을 결정한다.
유한요소법을 적용한 해석을 위한 제원은 다음과 

같다.
탄성계수(E) : × kgfcm
푸아송 비() : 0.167  

판 지지상태 : 4변 단순지지

판의 체적당 질량() : ×kgcm
판의 크기 : 600 cm × 600 cm
보강재의 크기 : 30 cm × 60 cm ( )
 ,

 : 보강재의 단면 2차모멘트,
 : 보강재의 단면적

 : 판의 폭, 
 : 탄성계수

 : 판의 휨강성

변단면율(tr ) : 0.25, 0.5
판의 두께 : h=26.67 cm(tr=0.25일 경우)

h=24.00 cm(tr=0.50일 경우)
집중질량의 크기 : 0.25 mc, 1.0 mc

면내응력의 변화 :  ,  , 
Winkler지반 파라미터 : 10, 100, 1000
전단지반 파라미터 : 5, 10

 : 동적불안정영역,   : 동적안정영역

판의 동적안정문제는 좌굴응력과 정응력계수  , 
동응력계수 를 적용하고 고유값 문제를 풀므로써 

 ,  및 후판의 고유진동수에 대한 비 의 관

계를 곡선으로 표시하여 불안정영역의 경계를 나타

내게 된다.
Fig. 6(a)~(i)는 면내응력을 받는 변단면 후판의 

동적안정 해석을 한 것으로 그래프내 곡선은 동적

안정과 불안정영역의 경계를 나타낸다. 
이 그래프들은 정응력 계수 를 0.4, 0.6, 0.8으

로 하고 안정과 불안정영역의 경계에 해당되는 고

유진동수에 대한 면내응력의 진동수비 와 동적

응력계수 의 관계를 plot하였다. 
각 그래프에는 5개로 분리된 곡선군을 볼 수 있

는데 좌측 수직축으로부터 가까운 순서대로 1차 진

동 mode에서 5차 진동 mode를 나타낸 것이다. 
Fig. 6(a)~(d)에서는 지반 파라미터의 변화 따른 

진동수비()의 차이를 나타낸 것이다. 저차 모드

보다 고차모드(5차)에서 진동수비가 약간 줄어든 것

으로 나타났다. 
Fig. 6(c),(e),(f)는 정적응역비()에 변화에 따른 그

래프를 나타낸 것이다. 정적응력비가 클수록 불안정 
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영역이 크게 확대 됨을 알 수 있다. 또한 정적응력비

가 클수록 진동수비()가 적어지는 경향을 보였

다. 이 경우 Winkler지반 계수가 커짐에 따라 각 불

안정 모드가 중첩되어 나타나는 것을 볼 수 있다. 
집중질량의 변화에 대한 그래프는 Fig. 6(c),(g)에

서 보듯이 같은 조건하에서 집중질량이 변하는 경

우는 면내력의 크기에 따른 진동수의 변화보다 그

(a) Stiffener :  , taper ratio(tr )=0.25, 
   , concentrated mass=0.25, WFP=10, SFP=5

(b) Stiffener :  , taper ratio(tr )=0.25,    , 
concentrated mass=0.25, WFP=100, SFP=5

(c) Stiffener :  , taper ratio(tr )=0.25,    , 
concentrated mass=0.25, WFP=100, SFP=10

(d) Stiffener :  , taper ratio(tr )=0.25,    , 
concentrated mass=0.25, WFP=1000, SFP=5

(e) Stiffener :  , taper ratio(tr )=0.25,    , 
concentrated mass=0.25, WFP=100, SFP=5

(f) Stiffener :  , taper ratio(tr )=0.25,    , 
concentrated mass=0.25, WFP=100, SFP=5

(g) Stiffener :  , taper ratio(tr )=0.25,    , 
concentrated mass=1.0, WFP=100, SFP=5

(h) Stiffener :  , taper ratio(tr )=0.50,    , 
concentrated mass=0.25, WFP=100, SFP=5

(i) Stiffener: , taper ratio(tr )=0.25,    , 
concentrated mass=0.25, WFP=100, SFP=5 

Fig. 6 Stability area of tapered sfiffended thick 
plates
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리 크지 않게 나타났다. 그리고 지반강성작용에 따

른 진동수의 변화는 Fig. 6(a),(b),(d)와 Fig. 6(b),(c)
를 비교할 경우 집중질량과 같이 진동수의 변화에

는 많은 영향을 미치지 않는 것으로 사료된다. 따라

서 지반강성의 변화는 판의 불안정 영역의 변화에 

거의 영향을 주지 않음을 알 수 있다. 
Fig. 6(b),(e),(f)는 면내력의 변화에 대한 판의 불안

정 영역을 파악한 것이다. 정적응력이  ,  , 
로 증가 할수록 불안정 영역은 급격히 큰 폭

으로 확대됨을 알 수 있다. 
Fig. 6(c),(i)는 보강재의 변화에 대한 것이며 보강

재의 강성변화에 대해서는 거의변화가 발생하지 않

음을 알 수 있다. 따라서 판의 일정한 진동수 유지

를 위해서 보강재를 설치할 경우 진동의 급격한 변

화를 주지 않아 판 구조물의 안정성에 많은 도움이 

될 것으로 판단된다. 

4. 결  론

이 연구 해석 오차를 검증하기 위하여 참고 문헌

해와 비교한 결과 최대 0.28 %이내의 오차를 보여 

참고해와 매우 근사함을 보였다

지반이 없는 상태에서의 변단면 후판의 taper 
ratio의 변화에 따른 참고문헌해와 비교한 결과 최

대 0.56 %의 오차를 나타내어 이 연구를 위한 신뢰

성을 확인 할 수 있었다.
Fig. 6(a)~(d)에서는 저차 모드보다 고차모드(5차)에

서 진동수비()가 약간 줄어든 것으로 나타났다. 

Fig. 6(c),(e),(f)에서 보듯이 정적응력비()가 클수

록 불안정 영역이 크게 확대됨을 알 수 있다. 또한 

정적응력비가 클수록 진동수비()가 적어지는 

경향을 보였다. 이 경우 Winkler지반 계수가 커짐

에 따라 각 불안정 모드가 중첩되어 나타났다. 
정적응력이  ,  , 로 증가 할수록 

불안정 영역은 급격히 큰 폭으로 확대됨을 알 수 

있다. 정적응력의 감소가 판의 불안정영역 감소에 

많은 영향을 주는 것으로 보인다.
집중질량의 크기변화, 보강재의 강성변화, 지반강

성작용의 변화에 대한 판의 안정성영역의 변화에는 

영향을 거의 주지 않는 것으로 보인다. 따라서 판의 

일정한 진동수 유지를 위해서 보강재를 설치할 경

우 진동의 급격한 변화를 주지 않아 판 구조물의 

안정성에 많은 도움이 될 것으로 판단된다. 
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