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등 기하문제 해결에서 시각화 과정1)

류  아*․장 경 윤**

Ⅰ. 서  론

수학의 이해와 문제해결 연구에서 이미지에 

기반을 둔 추론의 요성이 크게 주목을 받아

왔다(Krutetskii 1976; Battista, Wheatley & 

Talsma, 1989; Tweney 1989; Goldin 1992;  

Sfard, 1994). 도형이 없는 기하는 생각하기 어

려울 만큼 기하학습에서 시각  이미지가 큰 

비 을 차지하고 있다. 시각  이미지는 기하

 추론을 용이하게 도울 수 있다. 그 이유는 

개념과 명제들 사이의 형식 인 계에 한 

이해를 발달시키기 해 이미지 스키마의 내

인 구조가 구성 으로 확장될 수 있기 때문이

다. 그러므로 기하 추론과 문제해결 활동 등에

서 시각화를 사용할 수 있다.

기하문제에서 개념과 명제 사이의 수학  

계에 한 이해는 문제의 구조를 악하는 것

과 련된다. 구조 악은 문제를 단순화시킬 

수 있게 한다. Wertheimer(1959)는 기본이 되는 

구조, 즉 수학  구조에 한 이해는 생산  

사고와 세련된 문제해결을 이끌 수 있다고 주

장하 다. 이는 문제 구조에 한 통찰을 통하

여 문제의 요소들과 알고 있는 해결 차들의 

련성을 이해할 수 있기 때문이다. 문제해결

에 한 형태심리학의 은 통찰이 문제를 

체로 이해함으로써 그리고 체와 부분들 간

의 계로부터 이루어지며, 재구성 과정에서 

나타난다는 것이다(구 조 외, 1995). 기하문제

의 구조를 악하고 체와 부분들 간의 계

를 이해하는 데 시각화는 보다 효율 인 추론 

활동으로 생각할 수 있다.

 * 건국 학교 강사, ryuha29@naver.com

** 건국 학교, kchang@konkuk.ac.kr

1) 이 논문은 2008년 류 아의 박사학 논문의 일부를 요약한 것임.

본 연구는 기하문제해결에서 시각화 과정을 분석하여 기하추론교육에 시사 을 

얻기 하여 이루어졌다. 이를 하여 선행연구를 근거로 시각화 과정을 구분하

으며 Duval의 이론을 기 로 시각화 과정 분석틀을 개발하 다. 서울과 경기지역의 

학교 3학년생 2명과 고등학교 1학년생 6명이 이 연구에 참여하 다. 각 학생들에

게 평행선, 평행사변형, 닮음비, 닮음도형, 선, 무게 심, 수직이등분선, 각의이등

분선 등 평면도형 과제를 제공하고 각 학생의 문제해결 과정을 질 인 방법으로 분

석하 다. 분석 결과 평면도형 문제해결에서 시각화는 도형의 이해를 도와 문제해

결에 요한 통찰을 제공하는 것으로 나타났다. 시각화 과정에서 도형에 한 담론

 이해와 조작  이해는 구성 요소들 간의 성질과 성질들 간의 계를 알게 하고, 

도형의 구조를 악할 수 있게 하는 발견  역할을 하 다.
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따라서 학교수학에서 학생들로 하여  문제

해결에서 기하 추론에 도움을  수 있는 시

각  사고를 확 하기 해, 실제 학생들의 시

각  사고의 인지과정을 분석해 볼 필요가 있

다. 이에 본 연구는 기하문제해결에서 시각화

가 어떻게 이루어지고 문제해결에 어떻게 

향을 미치는지 그 과정을 분석해 으로써 기

하교육에서 시각화의 요성을 재검토 하고자 

한다. 이를 해 시각화와 련된 연구와 도형

의 시각화에 한 Duval의 연구를 바탕으로 

시각화 과정에 한 분석틀을 고안하고 이를 

기 로 학생들의 기하문제 해결 과정을 분석

하 다.

Ⅱ. 이론  배경

1. 시각화와 시각화 과정

수학 교육 분야에서 시각화 는 시각  사

고와 련된 연구(Lean & Clements, 1981; 

Bishop
(1983)

Kosslyn
(1983)

Ben-Chaim, 
Lappan & 

Houang(1989)

Yakimanskaya
(1991)

Gutiérrez
(1996) 본 연구

시각화
과정

시각  
처리 능력

(VP)

이미지 
가져오기

비도형  
정보에서

시각  이미지 
생성

내  이미지
생성

정보의
시각  
해석

정보의 
시각  해석

시각  
이미지 생성

도형 정보 
해석 능력

(IFI)

이미지 
살펴보기

시각  정보 
해석

이미지 
조종․사용

정신  
이미지 
해석

시각  
이미지 변형 

 조작

이미지
변형․조

종

이미지 
유지

<표 Ⅱ-1> 시각화 과정

Clements, 1982; Presmeg, 1986; Yakimanskaya, 

1991; Zimmermann & Cunningham, 1991; Gutiérrez, 

1996; Nemirovsky & Noble, 1997)에서 련된 

용어들이 범 하게 표 되어 있거나 애매한 

정의를 하고 있다는 것을 볼 수 있다.

Zazkis, Dubinsky와 Dautermann(1996)는 시각

화에 해서 외부로부터 인식된 상을 정신

으로 구성하는 것과 내 으로 구성된 상을 

외 으로 표 하는 것 모두를 인정하고, 이들 

사이의 연결을 강조하 다. 한 Gutiérrez(1996)

는 수학에서 시각화는 ‘수학 문제를 해결하거

나 수학  성질을 증명할 때 내 이든 물질

이든 시각 이거나 공간 인 요소를 사용하는 

각종 추론 활동’(p.9)이라 하 다. 특히 그는 시

각화는 네 가지 주요 요소(정신  이미지, 외  

표 , 시각화 과정, 시각화 능력)에 의해 통합

되며, 추론 활동의 일종으로 문제를 해결하거

나 증명할 때 실행된다고 하 다.

이러한 에서 수학 활동에서 시각화는 외

부로부터 지각된 상이나 정보에 하여 정신

으로 련된 이미지를 구성하거나, 정신 으
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로 구성된 이미지를 펜이나 테크놀로지를 수단

으로 외 으로 표 하는 활동으로 해석될 수 

있다. 본 논문에서는 이에 더하여 넓은 의미로 

수학의 이해와 발견을 목 으로 내  는 외

으로 이미지를 다루는 과정을 모두 (수학 활

동에서) 시각화에 포함하 다.

시각화는 하나의 형태로 머물러 있는 것이 

아니라 주어진 상황에 따라 변화하는 실행 과

정이라 할 수 있다. Bishop(1983)은 시각화에서 

두 가지 능력을 발견하 다. 하나는 ‘시각  처

리 능력(VP: the ability for Visual Processing)’으

로 추상 인 계와 도형이 아닌 자료를 시각

 용어로 해석하는 것, 시각  이미지의 조작

과 외삽법, 하나의 시각  이미지를 다른 시각

 이미지로 변형하는 것을 말한다. 다른 하나

는 ‘도형의 정보 해석 능력(IFI: the ability for 

Interpreting Figural Information)’으로 모든 형태

의 기하 인 연구, 그래 , 차트, 도표에서 약

속한 시각  내용들과 공간  어휘에 한 지

식과 시각  이미지를 읽고 해석하는 능력을 

의미한다. Bishop은 VP와 IFI를 사람들의 능력

으로 제시하 지만 정의를 분석하면 실행 과정

으로 볼 수 있다.

한 다른 연구(Gutiérrez, 1996; Ben-Chaim, 

Lappan & Houang, 1989; Yakimanskaya, 1991)에

서도 Bishop이 말한 시각화 과정과 유사하게 두 

가지 과정으로 기술하고 있으며, Kosslyn (1983)

은 이미지 과정을 세분화하여 네 가지로 분류

하 다. 그것은 이미지를 가져오는 과정, 이미

지에 한 질문에 답하기 해 이미지를 면

히 살펴보는 과정, 이미지를 변형시키고 조종하

는 과정, 다른 정신  조종으로 이미지를 유지

하는 과정이다(Clements & Battista, 1992). 

이상을 종합해 볼 때, 시각화 과정을 주어진 

정보를 시각 으로 해석하여 정신 으로 이미

지를 생성하는 내 인 이해 과정과 생성된 시

각  이미지를 외 으로 표 하는 두 과정으로 

구별할 수 있다. 그러나 내 인 이해와 외 인 

표 은 하게 련되어 상호작용하기 때문

에 이 두 과정을 명확히 구분하기는 어렵다. 

정신 으로 생성한 이미지는 즉각 으로 외  

표 이 가능하고 생성된 시각  이미지를 변형

하거나 조작할 때에는 내  이해와 외  표

이 동시에 실행될 수도 있다. 

따라서 본 연구에서는 시각화 과정을 다음과 

같이 구분하 다. 첫 번째는 추상 인 계 

는 (그림이든 그림이 아니든) 어떤 주어진 정보

를 시각 으로 해석하여 이미지를 생성하는 

‘시각  해석과 시각  이미지 생성’ 과정이고, 

두 번째는 문제해결에 근할 수 있도록 생성

된 시각  이미지를 변형하고 조작하는 ‘시각

 이미지 변형  조작’ 과정이다. <표 Ⅱ-1>

은 에서 언 한 연구자들의 시각화 과정과 

본 연구의 시각화 과정을 정리한 것이다.

2. 도형의 이해에 한 Duval의 

가. 도형의 시각화

Duval(1998)은 기하 도형의 시각화 과정에서 

도형을 해석하는 에 따라 차원의 변화, 도

형의 변화, 기 의 변화가 나타난다고 하 다.

첫째, 차원의 변화(dimensional change)이다. 

이것은 상을 바라보는 지각  조직에서 보는 

방법의 내 인 움직임을 의미한다. 3D/2D2) 표

에서 공간을 인지하기 해서는 먼  2D/2D 

형태의 평면을 규명하는 것이 필요하고, 2D/2

D3) 형태는 그것을 구성하고 있는 1D/2D 형태

를 지각함으로써 그것의 윤곽을 볼 수 있다. 

2) 3차원 입체도형에 한 2차원  표상으로 를 들면 겨냥도의 형태.

3) 2차원 평면에 표 된 2차원 면의 형태.
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이와 같이 공간이든 평면이든 차원의 변화는 

가장 분명하게 나타난다.

둘째, 도형의 변화(figural change)이다. 이것

은 주어진 상을 변화시켜 조작 으로 이해할 

때 발생한다. 이것은 지각 인 이해와 완 하

게 독립 으로 구별되어야 한다. 왜냐하면, 지

각은 모양을 바라보는 시각  조직을 변형시키

기 보다는, 몇몇의 모양을 첫 에 본 모양으로 

고착시키기 때문이다(Duval, 1999).

셋째, 기 의 변화(anchorage change)이다. 이

것은 다음 에서 설명하는 담론  이해 과정

에서 찾아볼 수 있다. 를 들면, 한 사각형 

ABCD가 제시되고 그 도형의 요소들로부터 평

행사변형임을 이해하게 되는 경우와 ‘ABCD를 

평행사변형이라 하자’라는 명제로부터 평행사

변형 ABCD와 그 성질을 시각 으로 표 하는 

경우에서 볼 수 있다. 자의 경우는 기 가 

시각  상이었다가 담론 인 것으로 이동하

는 것이고, 후자는 담론 인 명제로부터 시각

 상으로 이동되는 것이다.

나. 도형의 이해

Duval(1995)은 동일한 수학  상황에서 도형

이 문제해결의 실마리를 발견하는데 어떤 역할

을 하는지 분석하기 해 먼  도형에 한 인

지  이해를 몇 가지로 구분하 다. 도형이해의 

첫 단계는 지각  이해(perceptual apprehension)이

다. 그 다음 차  이해(sequential apprehension), 

담론  이해(discoursive apprehension), 조작  이

해(operative apprehension) 세 가지  하나로 이

해하는 것이다.

지각  이해는 어떤 상을 첫 에 보이는 

단지 하나의 형태로 받아들이는 것으로, 를 

들어, 주어진 모양을 보고, ‘지붕처럼 보인다’, 

‘탁자  부분처럼 보인다’, ‘정면 보다는 다른 

평면의 정사각형처럼 보인다’, ‘평행사변형처럼 

보인다’ 등으로 인지하는 것이다. 즉 2D/2D 형

태를 규명하는 것이다. 

차  이해는 도형을 작도하거나 는 그 

도형의 작도를 설명해야 할 때 요구된다. 작도 

차에는 여러 단 도형이 나타나는 특정한 순

서가 있다. 도형을 작도하기 한 자와 컴퍼스 

는 기하 소 트웨어 등의 작도 도구와 수학  

성질 사이의 계가 고려되지 않은 채 작도하게 

되면 그리려고 했던 도형을 제 로 그리지 못하

고 다른 도형으로 우회하는 경우가 발생한다.

담론  이해는 묘사된 상을 결정하는 형태

와 명제의 결합으로부터 형성된다. 그림에 표

된 수학  성질은 지각  이해만을 통해 결

정될 수 없다. 몇 가지 성질은 먼  말로 주어

져야 하고 나머지는 주어진 성질로부터 생될 

수 있다. 지각  이해에서 단 하나의 형태로 

이해되었다면, 담론  이해는 동일한 형태가 

그 자신의 선분이나 을 각각 표 하는 몇 가

지 구성 형태들의 윤곽으로 이해된다.

조작  이해는 모양을 바라보는 시각  조작

을 변형시킴으로써 수행된다. 시각  조작이란 

“ 기 도형의 성질을 유지한 채 기 기하 도

형을 다른 것으로 변하게 하는 것”(Duval, 1999, 

p.18)이다. 조작  이해 과정에서는 주어진 도

형 체를 부분도형으로 나 는 메 올로지

(mereologic) 방법, 마치 즈나 거울 등을 사용

한 것처럼 도형을 더 넓거나 더 좁은 모양으로 

는 비스듬하게 만들 수 있는 학  방법, 

평면 그림이나 스크린에서 상의 치나 방향

을 바꿀 수 있는 치 변화 방법 등이 이용될 

수 있다. 이러한 도형의 조작은 문제의 해결책

을 보여주거나 증명의 주요 단계를 암시하는 

도형의 변형을 돋보이게 할 수 있다. 다시 말

해, 조작  이해는 주어진 도형에서 몇 개의 

도형으로 발 시킬 수 있으며, 그  한 가지

한 이해로부터 추론에 직 인 도움을 제공
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해  수 있음을 언 하 다.는 해답을 한 

통찰을 제공해  수 있다.

Ⅲ. 시각화 과정 분석틀

Duval(1998)은 기하 활동에서 학습자에게서 

나타나는 기본 인 인지과정을 작도, 시각화, 

추론의 상호작용으로 설명하 다. 특히, 도형에

(그림, 명제)

정 보

정보 해석

이미지 생성

담론  이해
지각  이해

담론  이해

조작  이해

이미지 

변형, 조작

[그림 Ⅲ-1] 시각화 과정 분석 틀(Ⅰ)

지각  이해 담론  이해

조작  이해

차원의 변화 기 의 변화

정보 해석

이미지 생성

생성된 이미지

변형, 조작

메 올로지 방법

그림-배경 방법

학  방법

치 변화 방법

도형의 변화

[그림 Ⅲ-2] 시각화 과정 분석 틀(Ⅱ) 

한 이해로부터 추론에 직 인 도움을 제공

해  수 있음을 언 하 다.

본 연구자는 시각화에 한 여러 연구(Bishop, 

1983; Kosslyn, 1983; Ben-Chaim, Lappan & 

Houang ,1989; Yakimanskaya, 1991; Gutiérrez, 

1996)에서 기술한 시각화 과정에 기 하여 시

각화 과정을 정의하고, 도형의 이해에 한 

Duval의 을 바탕으로 기하문제 해결에서 

시각화 과정에 한 분석틀을 개발하 다([그림 

Ⅲ-1], [그림 Ⅲ-2]). 
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[그림 Ⅲ-1]은 기하문제 해결에서 시각화 과

정(정보 해석  이미지 생성, 이미지 변형  

조작)을 심으로 도식화 한 것이다. 먼  그림

이나 그림이 아닌 정보를 해석하고, 이것으로

부터 도형 이미지를 생성하기 해서 담론  

이해가 요한 역할을 하게 된다. 정보를 해석

하기에 앞서 즉각 으로 도형 이미지를 지각하

고 생성할 수도 있는데 이때는 도형을 지각

으로 이해한 경우이다. 다음으로 생성된 도형

을 문제해결에 유용하도록 새롭게 변형․조작

하기 해 도형을 조작 으로 이해할 필요가 

있으며, 이때 변화된 도형의 부분들로부터 문

제해결을 한 결정  정보를 획득할 수 있게 

된다.

<그림 Ⅲ-2>는 시각화 과정에서 도형에 한 

이해를 심으로 도식화 한 것이다. 시각화 과

정에서 차원의 변화와 기 의 변화는 주어진 

정보를 시각 으로 해석하거나 시각  이미지

를 생성하는 과정에서 수시로 발생될 수 있다. 

도형을 지각 으로 이해하고 그것을 담론 으

로 이해하기 해서는 반드시 차원의 변화가 

요구된다. 한 기 의 변화는 도형을 담론 으

로 이해할 때 무엇을 근거로 어떻게 이해하느

냐에 따라 달라진다. 다시 말해, 시각  요소를 

근거로 담론 으로 이해하느냐, 담론  요소를 

근거로 시각 으로 이해하느냐에 따라 기 는 

달라질 수 있다. 한 시각화 과정에서 생성된 

이미지를 변형․조작할 때 도형을 변화시킴으

로써 도형을 조작 으로 이해할 수 있다.

IV. 연구 방법

본 연구는 기존의 이론  틀을 근거로 한 새

로운 분석 틀에 기 하여 사례를 분석함으로써 

이론  틀을 강화하고 새로운 사실이나 계 

등을 발견하는 형식으로 설명  사례 연구이

다. 한 본 연구는 연구 사례에 한 일정한 

이론  틀을 가지고 그에 입각하여 수집된 자

료를 주의 깊게 체계 으로 분석하여 그 이론

 제 등을 검증하는 연역  분석 방법을 따

른다. 본 연구는 사례 연구로써 찰의 방법을 

따르고 있으므로 찰자의 주 이 개입될 수도 

있지만, 질문지나 표 화 검사 등에서 측정할 

수 없는 개인의 내면  특성이나 사고 과정을 

구체 으로 악할 수 있다는 의의를 갖는다.

   

1. 연구 참여자

본 연구 참여자는 서울과 경기 지역의 학

교 3학년 남학생 1명(진수)과 여학생 1명(가 ), 

고등학교 남학생 4명(근호, 태연, 상호, 성진)과 

여학생 1명(윤진)이 지도교사의 추천과 본인의 

동의하게 본 연구에 참여하 다. 연구 참여자

들의 평소 수학 성 은 상  정도이다.

2. 실험 과제

문제는 학교 3학년까지의 기하 역에서 

평행선, 평행사변형, 닮음비, 닮음도형, 선, 무

게 심, 수직이등분선, 각의이등분선 등의 내용

을 기 로 하여 고안하 다. 문제는 도형을 다

양한 측면에서 바라보고 부분도형을 시각화함

으로써 문제해결에 근할 수 있는 형태로 구

성하기 해 비실험을 거쳐 기존에 암기하고 

있는 수학  공식 등을 이용해 즉각 으로 해

결할 수 있는 문제는 제외하고, 문제에 제시한 

그림이 시각 으로 해답을 유도하는 경우 그림

을 삭제하 다. 7개 문항  5문항(1~5번)은 도

형의 성질을 이용하여 길이와 넓이를 측정하는 

문제이고, 2개 문항(6, 7번)은 도형의 성질을 추

측하고 설명하는 증명 문제이다(<표 Ⅳ-1>).
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내  용

번호 그림 문 제 조 건

1

F

E

G

H

B

D C

A

U
아래 그림에서 사각형 AGUH와 

ABCD는 가로의 비와 세로의 비가 

같은 닮음인 직사각형이다. BD=20, 

HG=6 일 때, EF는 얼마인가?

2
E

D
A

C

B

삼각형 ABC와 DEC는 닮음이며 길

이 비는 2:1이다. 삼각형 DEC의 넓

이가 4일 때, 삼각형 ABC의 넓이

는?

3

E

D

A

B C

삼각형 ABC에서  D는 AC의 

이고  E는 BC의 이다. 삼

각형 ABC의 넓이가 36일 때, 색칠

한 부분의 넓이는 얼마인가?

보조선 힌트

4 ④

③
②

①

ED

B

C

A
사각형 ABCD는 평행사변형이고,  

E는 DC의 이다. 평행사변형 

ABCD의 넓이가 60일 때, ①, ②, 

③, ④ 각각의 넓이는 얼마인가?

보조선 힌트

5

G

F

E

CB

A

D

(보조 문제용 그림)

삼각형 ABC에서 AB에  D에서 

BC에 평행하게 그었을 때 AC와 만

나는 을 E라 하고, DC와 BE의 교

을 F라 하자. 그리고 AF를 연장

했을 때 BC와 만나는 을 G라 하

자. 그림을 그리고, BC의 길이가 20

일 때, BG의 길이를 구하여라. 

그림 있는 

보조 문제

6

B

A D

C

(보조문제용 그림)

AD를 지름으로 하는 원 에  B

와 C가 있어서 사각형 ABCD를 만

들 수 있다. AB=BC=CD일 때, 사각

형 ABCD는 어떤 도형인지 답하고 

증명하여라.

그림 있는

보조문제

7

사각형 ABCD의 네 변의 을 각

각 E, F, G, H라 할 때, 사각형 

EFGH는 어떤 사각형인지 답하고 

증명하여라.

보조선 힌트

<표 Ⅳ-1> 실험 과제
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3. 실험 차 

2006년 11월부터 2007년 8월까지 두 차례의 

비실험과 본실험을 실시하 다. 두 차례의 

비실험 분석 결과는 본실험의 분석 틀을 고

안하는데 기  자료가 되었다. 비실험에서 

학생들의 시각화 과정의 윤곽을 악할 수 있

었다. 

본실험은 2007년 8월 실시하 다. 과제 해결

은 연구자와 1  1 면담 상태에서 개별 으로 

이루어졌고 검사지의 모든 문항을 해결하는 데 

각각 1시간 정도 소요되었다. 

학생들은 문제에 한 답과 설명을 말하거나 

쓰기에서 선택 으로 행하도록 하 다. 경우에 

따라 학생들이 말로 설명한 것을 다시 쓰거나 

쓴 것을 다시 말로 설명하도록 요구하기도 하

다. 본 연구자가 찰자로서 학생의 문제해

결 과정을 찰하다가 필요할 때마다 그 학생

이 문제를 어떻게 이해하고 어떻게 근하고 

있는지 알아보기 해 질문을 하 고, 경우에 

따라 학생이 원하는 경우 보조선 힌트를 제공

하거나 문제와 련된 그림이 그려져 있는 보

조 문제를 제공하 다. 

학생들의 사고 과정을 분석하기 한 자료 

수집은 비디오 녹화, 지필 답안으로 이루어졌

다. 학생들의 개인별 문제해결 과정과 면담 상

황을 비디오로 녹화하 다. 녹화된 자료는 모

두 사하 으며 학생들의 검사지는 분석을 

해 수합하 다.

Ⅴ. 결과 분석

연구에서 수집한 비디오, 검사지, 면담자료 

등의 질  자료를 기 로 기하문제해결 과정에 

나타난 학생들의 시각화 과정을 분석하 다. 

모든 학생들의 모든 문제해결 과정을 기술하기

에는 한계가 있으므로 세 문항(문제 1, 문제 3, 

문제 6) 각각에서 사례 두 가지씩을 표 으

로 기술하 다.

∙ 사례 (1) 문제1_윤진

[그림 Ⅴ-1]은 [문제 1]에 한 윤진의 문제

해결 과정에서 시각화와 시각화 과정에서 도형 

이해에 하여 도식화 한 것이다. 이 학생은 

처음에 가로의 길이와 세로의 길이 비가 같은 

두 직사각형을 지각하고 HG의 길이가 6이라는 

조건에 집 하여 △GUH와 같은 △BEN을 시각

화 하 다. 이것은 도형에 변화를 주지 않고 

기 그림 정보에 포함되어 있는 부분도형을 

장독립 으로 인지한 것이다. 직  도형에 변

화를 주지는 않았지만 도형을 바라보는 시각  

조직에 변화를 주었다는 의미로 해석할 때 그

림-배경 방법이 이용된 것이다. 결과 으로 도

형①과 같이 △GUH와 합동인 △BEN을 시각화

한 것은 BD의 길이에서 BN의 길이를 분리시

킴으로써 DN과 FE의 길이가 같다는 결과를 이

끌어 내는데 결정 인 역할을 하 다. 이 게 

도형을 바라보는 시각  조작의 변화만으로 문

제의 구조를 명확히 악할 수 있으며, 이것은 

곧바로 문제해결로 이루어질 수 있다.

∙ 사례 (2) 문제1_가

[그림 Ⅴ-2]는 [문제 1]에 한 가 의 문제

해결 과정에서 시각화와 시각화 과정에서 도형 

이해에 하여 도식화 한 것이다. 이 학생은 

문제에서 가로의 길이와 세로의 길이 비가 같

은 두 직사각형을 지각하고 HG의 길이가 6이

라는 조건에 집 하여 도형①과 같이 △GUH와 

합동인 △PFD를 시각화 하여 GH와 길이가 같

은 PD를 발견하 다. 한 주어진 BD의 길이

를 이용하기 해 도형②와 같이 △UFE와 합
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동인 △GPB를 시각화 하 다. 이 경우 문제해

결에 결정  역할을 한 것은 문제에서 요구하

는 선분의 길이를 구하기 해 그 선분을 포함

하는 면으로써 △UFE를 부분도형으로 시각화 

한 것이다. 이때 차원의 변화가 일어난다. 한 

M

N
U E

F

G B

M

N
U E

F

G B

D C

CD

A

H

A

H

문제정보

정보해석

부분도형생성 
 조작

OA
FC: 그림-배경

EF=DB-NB=DN
∴EF=14

PA

DA
AC:D→V

DA
AC:V→D

  닮음인 직사각형
  HG=6

△HGU≡△NBE

①

②

PA: 지각  이해, DA: 담론  이해, OA: 조작  이해

DC: 차원의 변화, AC: 기 의 변화, FC: 도형의 변화

[그림 Ⅴ-1] 윤진의 [문제 1] 해결에서 시각화와 도형 이해

도형의 구성 요소들 간의 성질과 성질들 간의 

계를 통해 부분도형을 생성하고 부분도형들

을 조작한 것이다. 이것은 명제에 입각한 담론

 이해이며 기 가 시각  도형으로 변화한 

것이다.



- 152 -

∙ 사례 (3) 문제3_근호

[그림 Ⅴ-3]은 [문제 3]에 한 근호의 문제

해결 과정에서 시각화와 시각화 과정에서 도형

P

U E

F

G B

P

U E

F

G B

P

U E

F

G B

P

U E

F

G B

P

U E

F

G B

P

U E

F

G B

D C CD D C

CD CDD C

A

H

A

H

A

H

A

H

A

H

A

H

문제정보

PA

OA
FC: 그림-배경

정보해석

DA
AC:V→D

  닮음인 직사각형
  HG=6

DA
AC:D→V

부분도형생성

OA
FC: 그림-배경

부분도형생성

△HGU ≡△DPH
HG=DP=6

BP=EF=20-6
∴EF=14

△GBP ≡△UEF
BP=EF

DA
AC:V→D

① ②

PA: 지각  이해, DA: 담론  이해, OA: 조작  이해

DC: 차원의 변화, AC: 기 의 변화, FC: 도형의 변화

[그림 Ⅴ-2] 가 의 [문제 1] 해결에서 시각화와 도형 이해

이해에 하여 도식화 한 것이다. 이 학생은 

주어진 문제에서  D와 E가 삼각형 ABC의 

변에서 각각 이라는 명제에 근거하여 도형
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O
D

B C

A

E

O

DF

O

DF

A

CB

B C

A

문제정보

정보해석

도형생성

도형 
변형․조작

DO:OB=1:2

△AOC:△ABC=1:3
⇒△AOC=12
∴△AOD=6

DA
AC:D→V

D,E: →F:

DC

PA

OA
FC:그림-배경

OA
FC: 메 올로지

DA
AC:D→V

DA
AC:V→D

DA
AC:V→D

FD:BC=1:2

DA
AC:D→V

①

②

③

PA: 지각  이해, DA: 담론  이해, OA: 조작  이해

DC: 차원의 변화, AC: 기 의 변화, FC: 도형의 변화

[그림 Ⅴ-3] 근호의 [문제 3] 해결에서 시각화와 도형 이해
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D

O
D

E

E

O
D

E

O
D

EB B
C

A A

C B
C

A

C

A

B

A

B C

문제정보

정보해석

△AOD=△COD=x
△BOE=△COE

△OEC=△BOE=18-2 x
⇒△ABO=2 x
⇒△ABD=3 x

∴ x=6

PA

OA
FC:그림-배경

OA
FC: 메 올로지

도형 
변형․조작

D,E:

도형생성

DC

DA
AC:V→D

도형 
변형․조작

△ABE=△AEC=18
△ABD=△CBD=18

DA
AC:V→D

D,E:

DA
AC:D→V

DA
AC:D→V

①

② ③

PA: 지각  이해, DA: 담론  이해, OA: 조작  이해

DC: 차원의 변화, AC: 기 의 변화, FC: 도형의 변화

[그림 Ⅴ-4] 상호의 [문제 3] 해결에서 시각화와 도형 이해
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①을 생성하 는데, , 선 등과 같은 1차원  

요소로부터 도형①과 같은 2차원  도형을 생

성할 때 차원의 변화가 요구된다. 이것은 명제

에 입각한 담론  이해이며, 기 가 시각  도

형으로 이동한 것이다. 도형①은  F는 AB의 

aa

a aO

C

A

C

A

O

C

A

B

D

B

D

B

D

문제정보

PA

OA
FC: 메 올로지

도형 
변형․조작

도형생성

DA
AC:V→D

정보해석 
도형생성

그림정보

△ABO≡△BOD≡△COD
∠BAO=∠CDO
BO=CO이므로 

△ABO높이=△CDO높이
∴ABCD는 등변사다리꼴

AD:원의 지름

DA
AC:D→V

①

② ③

PA: 지각  이해, DA: 담론  이해, OA: 조작  이해

DC: 차원의 변화, AC: 기 의 변화, FC: 도형의 변화

[그림 Ⅴ-5] 윤진의 [문제 6] 해결에서 시각화와 도형 이해

이고 FD와 BC의 길이 비가 1  2가 된다

는  연결정리를 이끌어 낼 수 있었고, 이

어서  연결 정리에 근거하여 도형②와 같

이 변형하 다. 이것은 FD와 BC의 길이 비가 

1:2라는 명제로부터 도형②로의 시각화가 이루
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E

C

A

E

C

A

C

A

B

D

B

D

B

D

문제정보

정보해석

도형생성

도형 
변형․조작

PA

DA
AC:D→V

DC

OA
FC: 메 올로지 DA

AC:V→D

원 의 4
AB=BC=CD

△ABE넓이=△DCE넓이

△ABC넓이=△DCB넓이

⇒△ABC높이=△DCB높

이

∴AD∥BC 

∴ABCD는 

등변사다리꼴

 AD:원의 지름
지름 양 끝 과 원주 의 이 이루는 각=90°

DA
AC:D→V

①

② ③

PA: 지각  이해, DA: 담론  이해, OA: 조작  이해

DC: 차원의 변화, AC: 기 의 변화, FC: 도형의 변화

[그림 Ⅴ-6] 지윤의 [문제 6] 해결에서 시각화와 도형 이해
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어진 것이므로 기 가 담론 인 것에서 시각

인 것으로 이동한 담론  이해가 용된 것이

라 할 수 있다. 한 도형에 한 조작  이해

로부터 가능하다. 여기서 도형을 조작할 때 

용된 방법은 그림-배경 방법으로 문제해결과 

련된 부분만 독립 으로 시각화 하는 것이

다. 이것은 그림 체에 의존하지 않고 구조

으로 특정 부분만 인지할 수 있는 장독립  인

지양식이 요구되는 부분이다. 이 게 변형․조

작된 도형②는 도형의 구조를 한 에 인지할 

수 있는 발견  형태로 실제로 문제해결에 결

정 인 통찰을 제공해  것이라 할 수 있다.

∙ 사례 (4) 문제3_상호

[그림 Ⅴ-4]는 [문제 3]에 한 상호의 문제

해결 과정에서 시각화와 시각화 과정에서 도형 

이해에 하여 도식화 한 것이다. 이 학생은 

문제에서  D와 E는 각각 AC와 BC의 이

라는 조건으로부터 도형①을 생성하 는데, , 

선 등과 같은 1차원  요소로부터 도형①과 같

은 2차원  도형을 생성할 때 차원의 변화가 

요구된다. 그리고 도형①에서 변의 길이가 

같고 높이가 같은 삼각형은 넓이가 같다는 명

제에 입각하여 도형②와 도형③으로 각각 변

형․조작할 수 있었다. 이것은 명제에 입각한 

담론  이해이다. 이때, 도형 조작에 있어서 그

림-배경 방법과 메 올로지 방법이 각각 이용

되었다. 그림-배경 방법은 그림 체에 의존하

지 않고 구조 으로 특정 부분만 인지할 수 있

는 장독립  인지양식이 요구되는 방법이다. 

메 올로지 방법 한 도형 체를 각기 다른 

형태의 부분도형으로 나 어 인지하는 것으로 

도형 체의 윤곽에 한 통찰이 요구된다고 

할 수 있다. 결국 이 학생은 각각 변형한 도형

②와 도형③에서 생성되는 삼각형들의 넓이 

계를 악하여 문제를 해결할 수 있었다. 이 

문제해결 과정에서는 도형②와 도형③과 같이 

도형을 변형하여 부분도형을 시각화한 것이 문

제해결을 한 결정  단서를 제공한 것이라 

할 수 있다.

∙ 사례 (5) 문제6_윤진

[그림 Ⅴ-5]는 [문제 6]에 한 윤진의 문제

해결 과정에서 시각화와 시각화 과정에서 도형 

이해에 하여 도식화 한 것이다. 윤진은 처음

에 명제로 주어진 도형에 한 정보로부터 도

형을 생성하는데 있어서 어려움이 있었다. 그

래서 연구자가 문제의 조건에 따라 그려진 그

림 정보를 제공하 다. 이 학생은 주어진 그림 

정보로부터 지름 AD의  즉 원의 심(O)

을 찾고 도형②와 같이 변형하 다. 이것은 원

이라는 조건과 AD가 원의 지름이라는 조건에 

입각하여 담론 으로 이해한 것이며, 기 는 

담론 인 것에서 시각 인 것으로 이동한 것이

다. 이 학생은 도형②와 같이 사각형 ABCD를 

변형하고 합동인 삼각형을 인지함으로써 선분

의 길이, 각의 크기 등과 같은 구성 요소들 간

의 성질과 계를 이해할 수 있었다. 도형②와 

같이 사각형을 몇 개의 삼각형으로 나 어 조

직하는 것은 메 올로지 방법이다. 이 학생의 

문제해결 과정에서는 도형②에서 합동인 삼각

형을 시각 으로 재조직하는 과정에서 통찰이 

이루어지고 이것이 문제해결의 결정  실마리

를 제공한 것이라 할 수 있다.

   

∙ 사례 (6) 문제6_지윤

[그림 Ⅴ-6]은 [문제 6]에 한 지윤의 문제

해결 과정에서 시각화와 시각화 과정에서 도

형 이해에 하여 도식화 한 것이다. 이 학생

은 명제로 주어진 도형에 한 정보를 명확하

게 해석하여 그림을 올바르게 표 할 수 있었

다. 이 때, 정보에서 주어진 , 선 등과 같은 
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1차원  요소로부터 도형①과 같은 2차원  

도형을 생성할 때 차원의 변화가 요구된다. 이

게 생성한 도형①에서 AD가 지름이고 지름

의 양 끝 에서 원 주 의 한 까지 연결하

여 만들어지는 각의 크기가 90°라는 명제에 

입각하여 도형②와 같이 변형하 다. 이것은 

명제에 입각한 담론  이해로 기 가 담론

인 것에서 시각 인 것으로 이동된 것이다. 이

때, 사각형 ABCD를 잘라서 삼각형들로 나

어 시각화 하는 메 올로지 방법을 이용하

다. 변형한 도형②에서 길이가 같은 선분과 각

의 크기를 인지함으로써 도형을 담론 으로 

이해하여 문제를 해결하 다. 이 학생은 도형

②와 같이 사각형 ABCD를 변형하고 여러 개

의 특징 인 삼각형을 인지함으로써 선분의 

길이, 각의 크기 등과 같은 구성 요소들 간의 

성질과 계를 이해할 수 있었다. 이 학생의 

경우는 도형②에서 여러 개의 삼각형을 시각

으로 재조직하는 과정에서 통찰이 이루어진 

것이고, 이것이 문제해결로 연결된 것으로 

단된다.

의 6가지 사례를 포함하여 나머지 문제해

결의 시각화 과정을 분석한 결과 본 연구에서 

문제해결에 나타난 학생들의 시각화 과정은 다

음과 같이 요약할 수 있었다. 

학생들은 먼  주어진 성질에 입각하여 부분

도형들을 시각화 하거나 주어진 성질과 련 

없이도 직 으로 부분도형을 시각화하는 것

을 시작으로 하 다. 그리고 부분도형들 간의 

성질을 련지어  다른 성질을 발견해 내거

나 새로운 도형을 시각화 하는 것으로 발 하

다. 이때 문제해결에 결정 인 단서가 되는 

것은 문제해결에 알맞게 시각화한 부분도형이

었으며, 도형을 바라보는 시각이 한 가지에 고

착되어 한 부분도형을 시각화 하지 못하는 

경우 문제해결에 실패하는 것으로 나타났다. 

Ⅳ. 결론  논의

본 연구 결과 평면도형 문제해결에서 시각화

는 도형의 이해를 도와 문제해결에 요한 통

찰을 제공하는 것으로 나타났다. 학생들이 문

제를 해결하기 까지 시각화 과정을 요약하면 

다음과 같다.

먼  학생들은 문제에 주어진 도형을 지각

으로 이해하거나 주어진 성질과 련하여 담론

으로 이해하여 체도형 는 부분도형을 시

각화 하 다. 이는 정보를 해석하고 시각  이

미지를 생성하는 과정이다. 

다음으로 학생들은  과정에서 시각화한 도

형을 다양한 방법으로 변형․조작하여  다른 

성질을 발견하거나 새로운 부분도형을 시각화 

하 다. 이는 도형에 한 조작  이해를 통한 

과정이다. 

이와 같은 시각화 과정에서 도형에 한 이

해를 통해 시각화한 부분도형은 학생들이 문제

를 해결하는 데 결정  단서로 작용하 다. 

본 연구에서 도형의 시각화는 문제해결을 

한 추론의 시작을 열어 주어 문제해결로 이끄

는 유용한 수단임을 발견하 다. 이것은 기하 

활동에서 하나의 인지과정이 다른 인지과정을 

지원할 수 있다는 Duval(1998)의 연구를 뒷받침 

해 다.  본 연구에서 학생들의 문제해결 과

정을 분석한 결과 문제해결 활동에서 Duval 

(1995)이 언 한 도형에 한 지각  이해, 담

론  이해, 조작  이해가 발견되었고, 그것이 

문제해결에 도움이 된다는 것을 알 수 있었다.

본 연구를 통해 Duval 연구에서 명확하게 드

러나지 않은 시각화 과정을 보완․설명할 수 

있었다. 본 연구에서 시각화 과정을 정보를 해

석하고 시각  이미지를 생성하는 과정과 도형

을 변형․조작하는 과정으로 구분한 바 있다. 

학생들이 정보를 해석하고 이미지를 생성하는 
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과정에서 도형에 한 지각  는 담론  이

해가 요구되었고 도형을 변형․조작하는 과정

에서 도형에 한 조작  이해가 요구되었다. 

한 도형에 한 지각  이해가 담론  이해

로 이어지기 해 도형에 한 차원의 변화가 

일어났다. 그리고 담론  이해 과정에서는 주

로 기 의 변화가 일어나며, 조작  이해 과정

에서는 도형의 변화가 일어남을 알 수 있었다. 

그러므로 시각화가 문제해결에 유용하기 해 

도형의 구조에 한 이해가 반드시 뒤따라야 

함을 알 수 있다.

연구 결과에 따라 평면도형을 지도할 때 학

생들이 도형의 구조를 명확히 악하고 부분도

형들 간의 련성을 보다 잘 이해할 수 있도록 

교사는 도형에 한 이해에 유념하여 시각화를 

강조해야 할 것이다. 
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Process of Visualization in 2D-Geometric Problem Solving 

among Secondary School Students

Ryu, Hyun Ah (Konkuk University)

Chang, Kyung Yoon (Konkuk University)

This study was designed to gain insights 

into students' visualization process in 

geometric problem solving. The visualization 

model for analysing visual process for 

geometric problem solving was developed on 

the base of Duval's study. 

The subjects of this research are two 

Grade 9 students and six Grade 10 students. 

They were given 2D-geometric problems. 

Their written solutions were analyzed  

problem is research depicted characteristics 

of process of visualization of individually.

* Key words : geometric problem solving(기하문제해결), visualization(시각화), processes of 

visualization(시각화 과정), dimensional change(차원의 변화), figural change

(도형의 변화), anchorage change(기 의 변화), figural apprehension(도형의 

이해), discoursive apprehension(담론  이해), operative apprehension(조작  

이해)
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The findings on the students’ geometric 

problem solving process are as follows: In 

geometric problem solving, visualization 

provided a significant insight by improving 

the students’ figural apprehension. In 

particular, the discoursive apprehension and 

the operative apprehension contributed to 

recognize relation between the constituent of 

figures and grasp structure of figure.


