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요 약

이성분 혼합물의 응고중에 수지상 결정으로 이루어진 mush 층이 형성될 수 있다. 본 연구진이 개발한 전파이론으로

mush 층에서 성분적 대류의 발생을 해석하였다. Emms와 Fowler[18]의 모델로부터 유도한 자기유사 안정성 방정식을

사용하여 대류 발생에 대한 임계 Rayleigh 수를 수치방법으로 계산하였다. 과열량이 아주 크거나 mush 층의 성장률이

아주 작은 극한의 경우에 본 연구 결과는 준정적 안정성 해석 결과와 같아진다.

Abstract − A mushy layer of dendritic crystals is often formed during solidification of a binary mixture. Natural con-

vection in the mushy layer is analyzed by using the propagation theory we have developed. The critical Rayleigh num-

bers for the onset of convection are evaluated numerically using the self-similar stability equations based on Emms and

Fowler’s[18] model. The present results approach those from quasi-static stability analysis in the limit of a large super-

heat or a small growth rate of the mushy layer.
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1. 서 론

자연대류는 여러 산업공정에서 수반되며 생성되는 제품의 질에

영향을 줄 수 있으므로 고품질 재료의 생산을 위해서는 정밀한 유

동의 제어와 더불어 자연대류의 발생 조건에 대한 연구가 필요하다.

전통적인 Bernard 대류 문제와 더불어, 경계면으로부터 급격히 밀

도변화를 겪는 수평유체층에 대한 대류 불안정성 문제는 현재까지

많은 연구가 이루어져 왔다. 최 등[1-3]이 지난 수 십 년간 개발하

여 온 전파이론(propagation theory)은 발달하고 있는 비선형 온도분

포를 갖는 수평유체층에서 대류발생 임계조건을 구할 수 있다. 전

파이론은 대류발생 시점에서 온도교란이 주로 열침투깊이(thermal

penetration depth) 내에서 전파됨을 가정한다[4-10]. 침투깊이 또는

경계층 두께는 시간의 제곱근에 비례하는데, 전파이론은 침투깊이

를 길이척도로 하여 교란식을 변환하고 대류발생 임계시점(critical

time)을 찾는다. 변환된 교란식에서 시간을 매개변수로 취급하고 온

도, 농도, 속도 교란을 유사변수(similarity variable)의 함수로 나타

내는 자기유사 안정성 방정식(self-similar stability equations)을 얻

는다. 근래에 최 등[11]은 안정하게 성층화된 유체층에서 열대류의

시간적 전개에 대해 조사하여 기본 온도장의 성장률과 온도교란의

성장률이 같아지는 조건을 대류발생 시점으로 정하는 방법을 제시

하였다.

본 연구에서는 밑면이 냉각되어 mush 층이 성장하는 응고계에

전파이론을 적용하여 대류발생에 대해 조사하였다. 두 가지 물질이

혼합된 용액이나 합금 용융액의 방향성 응고(directional solidification)

과정에서 수지상 결정(dendritic crystal)이 생기며, 액체와 고체상 사

이에 이러한 수지상 결정과 액체로 이루어진 고체-액체 공존상태의

mush 층이 형성된다[12, 13]. 수지상 결정이 생기는 이유는 고체-액

체 계면에서 조성적 과냉각(constitutional supercooling)으로 인한 형

태적 불안정성(morphological instability)이 나타나기 때문이다. 다
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공성 매질로 취급되는 mush 층에서는 온도 및 농도차에 의한 밀도

차이가 생기게 되고, 중력장 하에서 자연대류가 발생할 수 있다. 이

러한 성분적 대류(compositional convection)가 발생하면 금속합금,

반도체 재료, 결정성장(crystal growth) 등의 응고공정에서 생성되는

고체 재료에 결함이 생기게 된다. 이와 관련하여 응고시의 대류 불

안정성과 mush 층과 관련된 대류 불안정성에 대해 최근까지 많은

연구가 이루어져 왔다[14-20]. Tait와 Jaupart[15]는 염화암모늄 수용

액의 응고에서 성분적 대류에 대해 실험하여 임계 Rayleigh 수를 측

정하였고 mush 층에 생기는 chimney를 관찰하였다. Worster[16]는

일정한 속도로 응고되는 용융액에서 mush 층 유형과 경계층 유형

의 대류를 연구하였다. Emms와 Fowler[18]는 공융혼합물(eutectic

mixture)에 가까운 액의 조성을 갖는 염화암모늄 수용액에 대해

mush 층에서 대류발생 임계조건을 구하였다. 그들은 액체층에서

finger 대류를 고려하는 단순화된 근사모델을 제시하였고, 기본상태

에 대한 교란식에서 시간을 고정(time-frozen)하는 준정적 안정성 해

석(quasi-static stability analysis)을 사용하였다. 

본 연구에서는 Emms와 Fowler[18]의 모델에서 시간의존성(time

dependency)을 고려하여 전파이론하에 유도한 자기유사성 안정성

방정식(self-similar stability equations)을 사용하여 mush 층에서 대

류발생 임계조건을 조사하였다. 본 연구에서는 액체층과 mush 층

사이의 계면을 평평하다고 가정하였고, Stefan 수의 영향과 과열량

θ
∞
가 아주 큰 극한의 경우에 대한 안정성 방정식과 대류 발생 임계

조건에 대해 검토하였다.

2. 지배방정식

본 연구에서 고려한 밑면으로부터 냉각되어 성장하는 mush 층을

Fig. 1에 나타내었다. 초기에 온도 T
∞
와 용매의 농도 C

∞
를 갖는 혼

합액이 Z=0의 냉각 경계면에서 시간 t=0으로부터 갑자기 냉각된다.

시간이 경과함에 따라 냉각 경계면으로부터 수지상결정(dendrite)이

생기게 된다. 염화암모늄 수용액(NH4Cl-H2O)에서 용질은 염화암모

늄이며, 생성된 mush 층은 염화암모늄 결정과 물로 이루어져 있다.

이러한 mush 층의 위쪽 경계면은 평평하다는 가정하에 그 위치는

H(t)로 표시하였으며, mush 층의 두께 H는 시간에 따라 변하게 된다.

일반적으로 mush 층은 다공성 매질로 취급된다. 본 연구에서는

mush 층 내에서의 기공도(porosity)가 일정하다고 가정하며, 고체와

액체의 밀도, 열용량, 열전도도가 서로 같다고 가정한다. 또한 mush

층에서 용매의 농도 C는 준액상(liquidus) 농도가 되며, 이는 준액상

온도 T
L
과 선형관계 T

L=T0-ΓC을 갖는다. 여기서 Γ는 준액상 기울

기(slope)이며, T0
는 순순한 용매의 녹는점이다. 이성분 혼합액의 개

략적인 상평형도를 Fig. 2에 나타내었다. T
E
는 공융(eutectic) 온도

를 나타내며, C
E
는 공융농도를 나타낸다. 냉각면의 온도가 공융온

도 TE
보다 낮으면 냉각면으로부터 공융온도의 성분을 갖는 고체가

성장하고, 냉각면의 온도가 공융온도보다 높으면 어느 한 성분으로

만 이루어진 고체가 성장하게 된다. 물과 염화암모늄으로 이루어진

이성분 혼합물의 공융농도는 용매인 물의 질량분율로 CE
~0.8이며,

공융온도는 TE
~ −15oC이다. 준고상(solidus) 선은 일반적인 액체혼

합물에서와 같이 수직으로 가정하였으며, 이 경우 고체결정은 다른

성분을 배제하여 한 성분으로만 이루어진다.

본 연구에서는 mush 층에 대한 지배 방정식으로 Emms와 Fowler

[18]의 모델에 따라 다음의 식을 사용하였다[21].

(Mush 층)

(1)

(2)

(3)

위 식들은 액상 혼합물의 조성이 공융농도에 가까운 상태를 가정

하여 얻어진다. Lewis 수(=D/κ)는 0으로 가정되며, mush 층의 투과

도는 일정하다. D는 액체에서 용질확산계수, κ는 열확산도를 나타

낸다. Emms와 Fowler[18]는 액체층에서 온도장과 농도장을 분리하

고 mush 층에서 나오는 finger 대류의 상향유동(upflow)을 고려한

다음과 같은 지배방정식을 사용하였다.

(액체층)

(4)

위 식들에서 사용된 무차원 변수는 다음과 같다.

(5)

위 식에서 L은 길이척도이며, ρ
∞
용액의 초기 밀도, g는 중력가속

도, U는 속도벡터, T는 온도, P는 압력, P
a
는 주변 압력을 나타낸다.

1 St+( )
∂
∂τ
----- u ∇⋅+⎝ ⎠
⎛ ⎞c ∇2

c=

u ∇p Rcek+–=

∇ u⋅ 0=

∂θ
∂τ
------ w

z h=

∂θ
∂z
------+ ∇2θ=

x y z, ,( ) X Y Z, ,( )
L

--------------------- u, L

κ
---U τ, κ

L
2

-----t= = =

p
P Pa ρ∞gZ–( )–

μκ/Π
------------------------------------ θ,

T TL

∞
–

TL

∞
TE–

----------------- c,
C C∞–

CE C∞–
------------------= = =

Fig. 1. Schematic diagram of liquid and mushy layers.

Fig. 2. Schematic phase diagram of binary mixture.
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μ는 점도, Π는 투과도, T∞L (=T0−ΓC∞
)는초기용액의 준액상온도를

나타낸다. Mush 층에서 준액상 관계에 의해 θ=−c이다. h(=2λ )는

mush 층의 무차원 높이, λ는 mush 층의 성장률(growth rate) 또는

상변화율(phase change rate)을 나타내는 상수이며, w는 수직속도성

분, e
k
는 z 방향의 단위벡터이다. 주요 무차원 수인 Stefan 수 St와

mush 층에 대한 Rayleigh 수 R은 다음과 같이 정의된다.

, (6)

여기서 은 용융잠열, CP
는 액체의 비열, Δρ = ρ

∞
[β(C

E
−C

∞
)−α

(T∞
L
− T

E
)]이며, α는 열팽창계수, β는 용질팽창계수이다. 

위의 지배방정식에 적용되는 경계조건은 다음과 같다.

z→∞에서

(7)

z = h에서 

(8)

ζ = 0에서

(9)

여기서 θ
∞

는 과열량(superheat) 또는 초기

액상온도를 나타낸다.

3. 전파이론

전파이론은 교란량들에 대해 열침투깊이를 새로운 길이척도로 도

입하여, 시간 τ와 수직좌표 z의 함수로 된 교란방정식을 임계시점

에서 유사변수의 함수로 나타낸다. 전파이론은 자기유사 안정성 방

정식(self-similar stability equation)을 사용하여 근사적인 임계조건

을 구한다. 최 등[3]은 밑면으로부터 일정열속으로 가열되는 수평유

체층의 대류 불안정성에 대해 척도해석(scaling analysis)을 통해 속

도교란과 온도교란의 관계를 설정하였고, 기본 온도장의 성장률과

온도교란의 성장률이 같아지는 조건을 대류 안정성 기준으로 정했

다. 본 연구에서는 열침투깊이의 두께에 비례하는 mush 층의 깊이

(h=2λτ1/2)를 길이척도로 사용한다. 선형안정성 이론을 적용하여 유

도된 시간의존형 교란방정식을 임계조건에서 온도, 농도, 속도 교란

량들의 진폭함수들에 대한 유사변수 ζ(=z/h=z/(2λτ1/2))의 함수로 나

타낸다. 본 연구에서는 임계 mush 층의 깊이가 임계시점에 따라 달

라지며, 시간은 매개변수로 취급된다. 무차원 교란식으로부터 유도

된 자기유사 안정성 방정식은 다음과 같다[21].

(Mush 층)

(10)

(11)

(액체층)

(12)

여기서 a*= ah, R*=Rh, = d/dζ이며, a는 수평파수이다. 온도교란의

진폭함수 θ*는 (T∞
L
−T

E
)/R의 척도(scale)를 가지며, c*는 (CE −C∞)/R의

척도를 갖는다. Mush 층의 깊이를 길이척도로 갖는 Rayleigh 수는

R*= ΔρgΠH/(μκ)로 정의된다. Emms와 Fowler[18]는 준정적 안정

성 해석에서 mush 층의 깊이를 시간에 대해 고정된 것으로 가정하

였다. 그들은 시간의존형 기본 상태에 대해 유사해(similarity solution)

를 구하고 교란식에 대해서 시간을 동결시켜 매개변수로 취급하는

준정적 안정성 해석을 수행하였다. 이 해석방법은 좌표를 무차원화

하는 과정에서 시간좌표에 대해서 mush 층의 깊이의 제곱(h2)을 시

간척도로 하는 일종의 동결시간모델(frozen-time model)이다. 그러

나, 전파이론은 교란식에서 유사변수를 사용하여 시간에 대한 편미

분 ∂/∂τ = −(2λ2ζ/h2)d/dζ를 고려해 주었다. 기본 온도분포와 기본

농도분포는 다음과 같다.

(Mush 층)

(13)

(액체층)

(14)

위의 자기유사 안정성 방정식에 적용하게 될 경계조건은 다음과

같다.

에서

(15)

ζ = 1에서

(16)

(17)

(18)

ζ = 0에서

(19)

식 (18)에서 은 일정한 압력조건 또는 속도에 대한 투

과조건(permeable condition)을 적용한 것이다. 이전의 연구[21]에서는

ζ = 1에서 mush-액체 계면의 교란을 고려한 식 =

을 사용하였으나, 본 연구에서는 평평한 계면으

로 가정하여 식 (17)을 사용하였다. 대류발생 임계조건을 구하기 위

해서는 안정성 방정식과 경계조건을 만족하는 고유치 a*와 R*을 구

하여 그 최소값을 찾아야 한다. 본 연구에서는 수치해법으로 Runge-

Kutta 4차의 방법을 사용하였다. 경계조건 문제를 초기치 문제로 풀

기 위해서 mush-액체 계면 위치인 ζ = 1에서 주어진 조건 이외에 3

개의 조건을 더 가정하고, mush 층과 액체층 쪽으로 각각 교란식을

적분한다. 주어진 St와 θ
∞
에 대해 z→∞과 z = 0에서의 경계조건을

만족시킬 때까지 초기치를 다시 가정하여 계산한다[9]. 

4. 결과 및 고찰

본 연구의 중요한 매개인자는 Stefan 수 St와 과열량 θ
∞
이다. θ

∞
는

액체층의 초기온도 또는 먼 지점에서의 온도를 나타내며, mush 층

의 성장률인 λ에 영향을 준다. θ
∞
가 커지면 λ는 작아지게 되며, 이는

용액의 초기온도가 클 때 mush 층의 성장률은 작고, mush 층의 깊

이도 작음을 나타낸다. Emms와 Fowler[18]는 염화암모늄 수용액의

대표적인 물성값으로  kJkg−1, C
P
= 3.25 kJkg−1K−

1,

τ

St
L

CPΓC∞
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Γ = 490 K을 제시하였고, Stefan 수 St = 0.25를 사용하였다. 본 연구

에서는 St = 0.25와 θ
∞
=1에 대해 Fig. 3에 한계 안정성 곡선을 나타

내었다. 곡선의 위쪽은 계가 불안정한 상태이며, 아래쪽은 안정한

상태이다. 임계 Rayleigh 수 R
c
*는 주어진 파수 a*에 대한 최소의 값

으로 구해진다. 수치계산결과, 임계값들은 Rc
*=8.26와 ac

*=1.41로 얻

어졌으며, 이 값들은 mush 층과 액체층 사이의 계면의 교란을 고려

한 이전의 연구[21] 결과인 Rc
*=8.44와 ac

*=1.43에 비해 작지만 그

차이는 크지 않다. Fig. 3에서 점선으로 나타낸 한계 안정성 곡선은

액체층에서 유동이 없는 상태와 비교하기 위해 식 (12) 대신에 다

음의 식을 적용한 결과이다. 

(20)

대류발생시에 액체층에서의 유동을 고려하지 않는 것은 액체층에

서 전도상태를 가정한 것이다. 이 경우, Fig. 3에서 보듯이 더 높은

임계 Rayleigh 수가 얻어진다. 식 (12)의 액체층에서 고려한 상향유동

은 유동이 없는 경우보다 계를 더 불안정화시키는 효과를 준

다는 것을 알 수 있다.

Fig. 4에는 St = 0.25와 θ
∞
=1에 대해 임계조건에서의 속도교란과

온도교란을 도시하였다. 그 크기는 속도교란의 최대값으로 나누어

정규화하였다.  온도교란들은 주로 액체층에서 ζ = 5까지로 한정되

며 mush-액체 계면 근처에서 최대값이 있음을 알 수 있다. 속도교

란의 분포는 mush-액체 계면 위치인 ζ = 1 근처에서 제일 큰 값을

갖는다. 따라서 식 (12)에서 는 mush 층에서 나오는 강한 상

향유동을 나타낸다. 실험적으로도 mush 층으로부터 솟아 나오는 이

러한 plume 형태의 유동이 액체층에서 관측된다[15].

본 연구에서는 θ
∞
가 아주 큰 극한의 경우인 θ

∞
→∞에 대해 임계

조건을 구하였다. θ
∞
가 큰 경우에는 mush 층에서 기본 온도분포가

선형에 가까워져 시간의존성이 약하다. 전파이론에서 시간의존성과

관련된 ∂/∂τ는 식 (10)에서 2(St + 1)λ2ζ c*의 항으로 나타난다. θ
∞
가

아주 크면 λ~1/θ
∞
의 관계에 의해 λ는 0에 가까워지므로 2(St+1)λ2ζ c*

의 항이 없어지고 식 (10)은 Emms와 Fowler[18]의 식과 같아진다.

본 연구에서 θ
∞
→∞인 경우에 식 (10)을 ( )c*=(St+1)R*w*로

바꾸고, 식 (12)를 ( )θ*=R*w*|ζ=1로 바꾸어 계산하였다( c0

=1, θ0=1). Fig. 5와 Fig. 6에 θ
∞
=1과 θ

∞
→∞에 대해 Stefan 수 St의

영향을 나타내었다. 점선으로 나타낸 곡선은 θ
∞
→∞인 경우에 해

당한다. θ
∞
가 증가하거나 St 수가 증가함에 따라 mush 층의 성장

률이 작아지고 임계 Rayleigh 수가 더 작아짐을 알 수 있다. Stefan

수는 잠열을 포함하고 있으므로 잠열이 크면 mush 층에서 냉각효

과를 완화시켜 성장률이 작게 된다. St = 0인 경우에는 식 (10)이

( )c*=R*w*이 되므로 선형온도분포를 갖는 다공성 유체층

에 대한 대류 불안정성 문제의 식과 같아진다. 이 문제에서 밑면에

고정경계조건과 일정온도조건을, 윗면에 투과조건과 일정열속조건

을 적용한 경우에 문헌[22]에 있는 임계값은 R
c
*=9.87와 a

c
* =1.57

이다. 본 연구에서 θ
∞
→∞, St=0.25인 경우, 임계값은 R

c
* =6.028과

a
c
* =1.08로 계산되었으며, 이 값들은 Emms와 Fowler[18]가 θ

∞
→∞에

서 계산한 임계 Rayleigh 수의 값인 6.03과 거의 같은 결과이다. 과열

량 θ
∞
가 큰 경우는 mush 층의 성장률 λ가 아주 작기 때문에 본 연구

의 해석결과는 시간을 고정하는 준정적 안정성 해석 결과와 같아진다.

D
2

2λ2ζD a*2–+( )θ*
0=

w
*

ζ 1=

w
*

ζ 1=

D

D

D
2

a*2–

D
2

a*2– D

D

D
2

a*2–

Fig. 3. Marginal stability curves for St = 0.25 and θ
∞
=1.

Fig. 4. Distributions of disturbances for St = 0.25 and θ
∞
= 1.

Fig. 5. Critical Rayleigh number R
c

* as a function of St for θ
∞
= 1 and

θ
∞
→∞.
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이전의 연구[21]에서 전파이론을 적용한 결과를 Emms와 Fowler

[18]의 준정적 안정성 해석결과와 비교하면, θ
∞
가 작은 경우(0.1≤θ

∞

<1)에는 전파이론을 적용한 결과가 준정적 안정성 해석보다 더 큰

임계값을 산출했다. θ
∞
=0.1인 경우에 전파이론은 준정적 안정성 해

석 결과보다 약 30% 더 큰 임계 Rayleigh 수를 주며, θ
∞
=1인 경우

에는 두 결과의 차이가 미세하다. θ
∞
가 작으면 기본 온도분포가 비

선형적으로 되어 시간에 대한 교란의 변화가 크므로, 교란식에서 시

간을 고정하는 준정적 안정성 해석에 비해 ∂(·)/∂τ항을 고려하는 본

연구가 임계값을 더 높게 산출할 것이다. 최 등[3]은 밑면으로부터

일정열속으로 가열되는 수평유체층의 대류발생에 대한 연구에서 전

파이론이 동결시간모델(frozen-time model)보다 더 높은 임계시간을

예측함을 보였고 대류의 발현시점이 실험결과와 잘 맞는다는 것을

논하였다.

5. 결 론

본 연구에서는 이성분 혼합액이 밑면으로부터 냉각되어 mush 층이

시간에 따라 성장하는 응고계에 대해 선형안정성 이론을 적용하여

mush 층에서의 대류 발생에 대해 조사하였다. Emms와 Fowler[18]

의 모델에 전파이론을 적용하여 얻은 자기유사 안정성 방정식을 수

치방법으로 풀어 다공성 매질로 가정한 mush 층의 대류 불안정성을

해석하였다. 본 연구 결과, Stefan 수가 증가함에 따라 임계 Rayleigh

수가 더 작아졌으며, 과열량이 아주 크거나 mush 층의 성장률이 아

주 작은 경우의 극한에서 계산된 임계조건은 동결시간모델의 일종

인 준정적 안정성 해석 결과와 일치하였다. 본 연구진이 개발한 전

파이론은 mush 층에서 성분적 대류발생의 임계조건을 잘 예측함을

알 수 있었다.
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Fig. 6. Critical wave number a
c

* as a function of St for θ
∞
=1 and

θ
∞
→∞.


