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본 연구는 표면에 액체 막이 입혀진 구 입자를 지나는 기체의 흐름이 구 입자에 작용하는 항력을 결정하는 3상계 

문제를 다룬다. 기체 흐름의 관성은 무시할 정도로 작으며, 구 입자의 표면에서 액체는 중력에 의해 흐르고 액체 막이 

기체 흐름에 영향을 받지 않는 경우를 고려한다. SC (simple cubic), BCC (body centered cubic), FCC (face centered cubic) 

각 배열의 구 입자들에 대해 외란 기법(perturbation method)과 멀티폴 전개(multipole expansion) 방법을 이용하여 입자들

의 수력학적 상호 작용을 계산하고 궁극적으로 액체 막과 액체의 흐름이 기체 흐름에 미치는 영향을 수치적으로 결정

한다. 근사적인 방법으로 액체 막의 효과에 구하고 이를 엄밀한 계산 값들과 비교한 결과, 대체로 일치함을 보인다.

Present study deals with a three phase flow problem of determining drag acting on spheres wetted by liquid flow by gas 

flow through the spheres in simple cubic (SC), body-center cubic (BCC) and face-centered cubic (FCC) array, respectively, 

when the inertia of gas is negligibly small. The liquid flow driven by gravity on the spheres is assumed to be unaffected 

by the countercurrent gas flow. A perturbation method coupled with a multipole expansion method is used to calculate the 

hydrodynamic interactions between spheres and hence determine the effect of liquid film and flow on the gas flow for each 

periodic array of spheres. An approximate method for evaluating the effect of the liquid film is also presented for simple 

estimations. It is found that the approximation results are in a reasonable agreement with the numerical calculations.

Keywords: liquid film, sphere, periodic array, three phase flow, stokes flow

1. 서    론
1)

입자와 유체로 구성되는 시스템에 있어 유체의 흐름에 대해 많은 

이론적 연구가 행해져 왔는데, 그 중 기본적이면서 중요한 문제로 다

루어지는 것이 입자들을 지나는 유체의 흐름에 대한 분석이다. 특히 

입자를 기준으로 하는 레이놀즈(Reynolds) 수가 매우 작아 유체의 관

성력이 무시할 만한 유체 흐름에 대한 연구가 활발히 이루어졌는데, 

대표적인 연구자들로는 Sorenson과 Stewart[1], Zick와 Homsey[2], 

Sangani와 Acrivos[3], Ladd[4] 등을 꼽을 수 있으며 최근에도 다양한 

연구 결과들이 보고되고 있다[5-7]. 이들 연구 결과들은 공히 유체 흐

름이 입자에 미치는 힘을 계산하여 제시하고 있는데, 실용적 측면에

서 충전탑 또는 충전상(packed bed) 구조에서 유량과 압력의 관계를 

구하는 데 이용된다.

그러나 실제 사용되는 충전탑의 경우 충전재로쓰이는 고체와 원료 

물질인 기체와 액체가 공존하는 3상계(三相界)인 경우가 많아 입자와 

단일 유체로 구성된 시스템의 연구 결과를 그대로 적용하기에는 무리

가 따른다. 이 3상계 흐름에 대해서는 실험적으로나 이론적으로 많은 

저자 (e-mail: skkoo@smu.ac.kr)

연구가 진행되었는데[8-10], 입자 단위의 미시적 시각에서 다양한 입

자 배열에 대해 분석한 경우는 매우 드물다. 본 연구에서는 고체-액체

-기체로 이루어지는 3상계를 미시적으로 다룬다. 구체적으로 여러 형

태로 배열된 구 입자 각각에 대해, Figure 1에 보는 바와 같이, 액체가 

구 입자의 정상점으로 유입되어 입자의 표면에 막을 형성하면서 중력

에 의해 흘러내린 후 구의 최저점에서 유출되고 또 기체와 액체의 평

균 흐름이 서로 역방향인 경우를 다룬다. 액체 막의 존재나 액체의 흐

름이 기체의 흐름에 미치는 영향을 정확한 수치 해석 방법을 이용하

여 구한다.

액체 막이 입혀진 구 입자를 지나는 유체의 흐름은 비단 충전탑의 

경우에 국한하지 않는다. 마이크로 크기의 구 입자의 표면에 액체 막

을 입혀 코어(core)-셀(shell) 구조를 만드는 공정인 마이크로엔캡슐레

이션(microencapsulation) 공정도 그 예가 될 수 있다[11]. 이 공정은 

기능성 소재를 만드는 방법으로서 제약, 바이오, 에너지 분야 등 다양

한 분야에서 이용된다. 또 최근에도 액체 막이 입혀진 입자들간의 수

력학적상호 작용에 대한 연구 결과[12]도 발표되고 있는 등 다양한 응

용 분야를 가진다. 

본 연구에서는 SC (simple cubic), BCC (body centered cubic), FCC 

(face centered cubic) 배열을 가지는 구 입자에 대해, 그 입자의 표면
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Figure 1. The schematic diagram for a 3 phase flow system.

에 형성된 액체 막과 액체의 흐름이 구 입자를 지나는 기체 흐름에 

미치는 영향을 외란(perturbation) 기법과 멀티폴 전개(multipole ex-

pansion) 방법을 이용해서 정확히 계산함으로써 구 입자에 걸리는 항

력(drag)을 결정한다. 그리고 근사적인 방법으로 구한 항력과 비교해 

본다. 

2. 이론과 계산 방법

2.1. 이론적 고찰 

본 연구는 액체가 구 입자를 적시면서 얇은 막을 형성하고 이 입자

를 포함하는 단위 셀(unit cell)이 주기적으로 무한히 펼쳐진 계를 다룬

다. Figure 1에 나타낸 바와 같이 액체는 중력에 의해 구 입자의 표면

을 따라 흐르며 기체가 중력이 작용하는 역방향으로 흐른다. 입자의 

크기를 기준으로 하는 레이놀즈(Reynolds) 수가 작아서 기체의 속도

는 다음의 Stokes 운동 방정식과 연속 방정식을 따른다. 

02 =∇+∇− GGGp vη , (1)

0=⋅∇ Gv , (2)

여기서 pG는 기체의 압력, vG는 기체의 속도, hG는 기체의 점도이다. 

기체와 액체는 입자 표면에서 미끄럼 없음(no-slip) 조건과 기체-액체 

계면에서 통상의 운동학적 조건을 만족한다. 그리고 기체 흐름에 대

해 구 입자를 포함하고 있는 단위 셀이 주기적으로 펼쳐져 있으므로 

기체의 유속도 주기성(periodicity)과 다음의 관계를 만족한다. 

G

V

GdV
G

Vv =∫τ

1

, (3)

여기서 VG는 단위 셀을 통하는 겉보기 기체 속도, τ는 단위 셀의 부

피, V
G
 는 단위 셀내 기체가 차지하는 부피이다.

구 입자와 기체 흐름만이 있는 계에서 추가적으로 구 입자의 표면

에 액체 막이 형성되면 어떤 변화를 가져오는지를 보기 위하여 액체

의 유속과 액체 막의 두께에 관해 알아야 한다. 액체의 흐름은 액체의 

유입 및 유출 형태와 계면에서의 젖음성(wetting) 등에 따라 영향을 받

지만 본 연구에서는 이론적 해석을 위해 두 가지 가정을 한다. 첫째, 

액체는 구 입자의 정점 영역에서 유입되어 구 입자의 표면을 완전히 

적시면서 막을 형성하고 그 반대 위치인 최저점 영역에서 유출된다. 

둘째, 액체의 흐름은 중력에 의해 지배를 받는 데 기체의 흐름이 주어

지면 액체 막은 중력 외에 기체-액체 계면에서 기체 흐름에 의한 전단

력(shear force)을 받게 된다. 본 연구에서는 기체의 흐름이 액체 흐름

에 미치는 영향이 매우 작은 경우 즉 기체 흐름에 의한 전단력보다 

중력의 영향이 훨씬 큰 경우를 다룬다. 전단력과 중력의 크기 규모는 

각각 ( )aVO GGη 와 ( )ghO Lρ 이고 a 는 구의 반경, Lρ 은 액체의 밀

도, g 는 중력가속도, h 는 액체 막의 두께이다. 이들 양으로부터 기체 

유속의 적정 범위를 정할 수 있다.

액체 막의 두께 h 가 구 입자의 반경 a 에 비해 매우 작을 때, 중력

의 작용에 의해 형성되는 액체의 유속은 운동 방정식과 통상의 경계 

조건에 의해 다음과 같이 주어진다.

[ ]
θ

ev  2
2

sin
2zhz

g

L

L

L
−=

η

θρ

, (4)

여기서 z은 구 표면으로부터 거리, θ
e 는 구 좌표 계에서 평균적인 액

체 흐름과 반대 방향인 x1축과 이루는 극각(polar angle) θ  방향 단위 

벡터이다. 액체의 속도가 결정되면 이를 이용하여 유량과 액체 막 두

께에 관한 식을 얻을 수 있다. 유량은 액체의 속도를 z와 방사각 ϕ 에 

대해 적분함으로써 다음 식을 얻을 수 있다.

L

L

π h

LL

η

θgahπρ
φdzdθavq

3

sin2
sin

23
2

0 0

== ∫ ∫ . (5)

주어진 qL에 대해 액체 막의 두께 h는 

θ3/20 sin−= hh ,

3/1

0
2

3
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

ga

q
h

L

LL

ρπ

η

 (6)

로 주어진다. 따라서 기체-액체 계면 즉 hz = 에서 액체의 유속은 다

음과 같다.

 sin -1/3*

,  Vv LL θθ = , L

L
L

gh
V

η

ρ

2

2

0* =
 (7) 

액체 막의 두께와 액체 유속을 결정하였으므로 다시 기체의 속도를 

결정하는 문제를 고려한다. 액체 막의 두께는 구의 반지름에 비해 충

분히 작으므로 기체의 속도를 구하기 위해 외란 기법(perturbation 

method)을 이용한다. 먼저 기체의 속도 Gv 를 작은 매개 변수 ε에 대

해 다음과 같이 전개할 수 있다. 

L++= )1()0(  GGG vvv ε  (8)

여기서 ε은 액체 막의 두께 비율 ah /0 로 간주할 수 있다. 그리고 기
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체-액체 계면 즉 r = a+h 에서 기체와 액체 속도의 연속성을 이용하

고, 계면 속도를 r = a (z = 0)에서의 속도에 대해 전개하면 다음의 

경계 조건들을 얻는다

( ) ( ) 00 )0()0( ≈= LG a vv , (9)

( )
( )

( )0 )1(
)0(

0

)1(

L
G

G
r

a

h

ah
a v

v
v +

∂

∂
−=

. (10)

여기서 vL(0)의 경우 운동 방정식과 연속 방정식의 각 성분을 스케일

링(scaling)하여 대입하고 기체-액체 계면의 경계 조건을 이용해서 얻

는데, vL
(1)

 (0)은 다음과 같이 주어진다.

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+= θ

θ

2
*

)1( cot
9

2

4

3

sin
)0( L

L

V
v

 (11)

2.2. 수치 해석

기체의 속도를 구하기 위해 외란 기법과 함께 Mo and Sangani[5]가 

제시한 멀티폴 전개 방법을 이용한다. 간략히 이 방법은 Stokes 운동 

방정식의 공식적 해(formal solution)를 그 식의 주기적 기본 특이해 

(periodic fundamental singular solution)의 도함수(derivatives)로 나타

내는 것이다. 이 공식 해는 많은 미지의 계수들을 포함하고 있으며 입

자를 포함하는 단위 셀이 주기적으로 무한히 펼쳐져 있다는 가정과 

지배 방정식인 Stokes 운동 방정식을 만족한다. 따라서 이 계수들은 

각 입자들의 표면에서의 공식 해를 전개하고 경계 조건을 적용함으로

써 결정된다. 구 입자 α 주변의 공식 해 전개는 잘 알려진 Lamb의 

해[13]를 이용하여 구 조화 함수(spherical harmonics)로 나타낸다. 

( ) ( )[ ]∑
∞

−∞=

∇+×∇++∇=
n

nnnnnn pbprc ααα μχrrxv
G

2)(
, (12)

여기서 r = x - x
α

이고 

( )( ) ( )( )321
,

3212

3

++

−
=

++

+
=

nn

n
b

nn

n
c nn

. (13)

또 식 (12)의 pn, χn, μn 는 n차 구 조화 함수이다. 음수 차수의 조

화 함수는 r = 0에서 특이 해(singular solution)를 가지고, 다음과 같이 

나타낼 수 있다. 

( ) ( )0  
~~ 1

0
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1 >+= −−

=

−− ∑ nrYPYPp n
n

m
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s

nmnm

s

nmn

ααα

 (14)
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 (15)

( ) ( )0  
~ 1

0
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1 >Φ+Φ= −−

=

−− ∑ nrYY n
n

m
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s

nmnm

s

nmn

αααμ
(

 (16)

여기서 
α,s

nmP , 
α,~ s

nmP , 
αααα ,,,, ~

  , ,
~

 , s

nm

s

nm

s

nm

s

nm TT ΦΦ 는 조화 함수의 특이(singular) 

항의 계수들이고

( ) ( ) ϕθϕθ mPYmPY m

nnm

m

nnm sincos
~

,coscos ==  (17)

는 표면 조화 함수(surface harmonics)이며 


은 associated Legendre 

polynomial, 와 는 각각 극각(polar angle)과 방위각 (azimuthal 

angle)으로서 직교 좌표계와  θα cos11 rxx =− , ϕθα cossin22 rxx =− , 

ϕθα sinsin33 rxx =− 의 관계를 갖는다. 음수가 아닌 n차 조화 함수는 

다음과 같이 표현된다.

( ) ( )0  
~~

0

,, ≥+=∑
=

nrYPYPp n
n

m

nm

r

nmnm

r

nmn

ααα

 (18)

이 식은 χn, µn에 대해서도 유사하게 적용된다.

구 입자들의 표면 즉 r = a 에서의 속도에 관한 경계 조건을 만족하

기 위해 다음의 식들을 이용하면 편리하다. 

( ) ( )[ ]∑
∞

−∞=

++=
n

nnnnrG rnrpbncv μ/, , (19)

( )[ ]rrpcnn nnn

n

s /1 μ++−=⋅∇ ∑
∞

−∞=

sG,
v

, (20)

( ) ( ) rnn n

n

/1, χ∑
∞

−∞=

+=×∇⋅
sGr

ve
, (21)

여기서 vG,r 는 방사 방향의 기체 속도이고 φφθθ eev
sG ,,, GG vv +=  은 

법선 방향의 기체 속도로 구 입자의 표면에서의 속도를 의미한다. 그

리고 ∇s는 다음과 같이 정의된다.

s
rr
∇+

∂

∂
=∇

1
r
e

. (22)

위의 표현들은 
)0(

Gv 와 
)1(

Gv 에 동등하게 적용된다. 이들의 해는 주

로 경계 조건을 통해 달라진다. 구 표면에서 속도를 v
B
로 표기하자. 

그러면 
)0(

Gv 와 
)1(

Gv  문제에 대해 v
B
는 식 (9)와 (10)의 우변에 각각 

주어진다. 속도 v
B
도 식 (19)-(21)과 마찬가지로 

B

s
ev ⋅⋅∇ r

B

rv   ,   , s

( )B

s
v×∇ 의 형태로 바꾸고 구 조화 함수로 전개한다. 예를 들어 

B

s
v⋅∇ s 는 다음과 같으며 ( )B

s
ve ×∇⋅r

B

rv   과 도 유사하다.
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 (23)

이 계수들은 구 표면에 대해 표면 조화 함수를 곱한 함수를 적분함

으로써 얻을 수 있다. 예를 들면 

θ

θ
3/1

*
)0(

s
sin

cot

3

2 LV
=⋅∇ B

s
v

 (24)

이므로 그 계수는 다음의 식으로 구한다.

( ) =⋅∇
)0(

s nm

B

s
v ∫ ∫

∫ ∫

=

=

−

π π

θ

π π

θ

ϕθ

ϕθθθ

2

0 0

2
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2

0 0
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3/1
*

Y 

Y  cossin

3

2

dd

ddVL

 (25)
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Figure 2. The drag coefficient K as a function of øs for each periodic

array.

이 적분은 구의 표면을 작은 요소들로 세분하여 수치적으로 계산하

여 얻는다. 이렇게 얻은 계수들은 경계 조건으로 사용한다. 식 (19)- 

(21)과 표면 조화 함수의 직교성(orthogonality)을 이용하면 경계 조건

은 다음의 형태로 정리할 수 있다.

( )[ ] [ ] nr

nmnn

ns

nmnn aPbncaPbcn −++++− +−

−−−−

1,,

111 αα

( ) ( )
nm

B

r

nr

nm

ns

nm vanan =Φ+Φ+− +−− 1,2,1 αα
, (26)

( )[ ] ( )
nm

nr

nm

ns

nm

nr

nm

ns

nm aaaPaPnn B

s
v⋅∇=Φ+Φ−++− −−−+−

s

1,2,1,,1 αααα
,

(27)

( )[ ] ( )
nmr

nr

nm

ns

nm aTaTnn B

s
ve ×∇⋅=++− −−− 1,2,1 αα

, (28)

이 식들은 nmY
~

의 계수들에 대해도 유사하게 적용된다. 위 식의 특

이 계수(singular coefficients)는 구 입자 α의 자체에 의한 효과를  나

타내고 정규 계수(regular coefficients)는 다른 구 입자들과 외부 조건

에 의한 효과를 나타낸다. 또한 위 식들의 우측 항들은 외부 조건에 

의해 주어진다. 

앞서 언급된 바와 같이 기체의 속도는 Stokes 운동 방정식의 일반해

로 다음과 같이 나타낼 수 있다. 

( ) ( ) ( )∑
=

∞ −⋅+=
N

ijjii GMVv
1α

αα
xxxx

, (29)

여기서 미분 연산자 
α

jM 와 주기적 기본 특이해 ijG 는 다음과 같이 주

어진다.

L+
∂∂

∂
+
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∂
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, (30)
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, (31)

( ) ( ) ( )[ ] 21     ,2exp
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,mikS m
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−

−

αα π
πτ

π
xxkxx

k
. (32)

위 식에 k는 역 격자(reciprocal lattice)의 단위 벡터이고 상수 ,, αα

ijj BA

L , α

jklC 등은 힘(force)의 모노폴(monopole), 다이폴(dipole)이라 하며 

경계 조건으로부터 이들 값들을 결정할 수 있다. 그러나 이 상수들이 

tensor의 형태로 수치 해석이 복잡해지므로 이를 좀 더 효율적으로 계

산하기 위하여, 앞서 언급한 바와 같이, Lamb의 해를 이용한다. Lamb

의 해에서 특이 항과 정규 항들의 계수를 Stokes 식의 일반 해들의 상

수와 상관성을 유도하여 복잡한 tensor를 취급하지 않고 효율적으로 

계산할 수 있게 되는 것이다. 

식 (26)-(28)의 경계 조건을 이용하여 Lamb의 해의 계수들을 구하

고 Stokes 식의 일반 해와의 상관성을 이용하면 시스템의 거시적 물

성, 예를 들면 입자에 가해지는 힘을 간단히 구할 수 있다. 구 입자 

α에 중력 방향과 반대인 x1 방향으로 가해지는 힘은 
α,

10

sP 로 나타낼 

수 있다.

αα πη ,

104 s

G PF −= . (33)

구 입자에 가해지는 힘을 구하면 다음의 관계를 이용하여 기체상에

서 x1 방향의 압력 차이를 구할 수 있다.

3. 결과 및 고찰

물리적으로 기체의 흐름에 의해 액체 막으로 싸인 구 입자에 작용

하는 힘은 크게 세 가지로 구분된다. 구 입자만 존재할 때 작용하는 

힘(F
I
), 액체막의 존재로 인해 발생되는 힘(F

II
), 그리고 기체 흐름에 

역방향으로 형성되는 액체의 흐름에 기인한 힘(F
III

)이다. 이를 수식으

로 표현하면 다음과 같다.

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++=

++=

2

*

1
06 K

V

V
K

a

h
KaV

FFFF

G

L
GG

IIIIII

πη
 (34)

여기서 K는 액체 막이 없을 때의 구입자에 작용하는 무차원의 항력

(drag)을 나타낸다. 그리고 K1는 유한한 두께를 가진 액체 막의 효과

이며 K2는 액체 막의 액체의 흐름에 의한 효과이다. 액체가 기체-액체 

계면을 따라 흐를 때 기체를 끌어내리게 되고 이를 보상하기 위해 계

면에서 조금 더 떨어진 위치에서는 기체의 흐름이 빨라지기 때문이다.

식 (34)에서 보듯이 F
II
는 액체 막의 특성적 두께 h0에, F

III
는 액체의 

특성적 속도 VL

*
에, 그리고 F

I
과 F

II
는 공히 기체의 겉보기 속도 VG에 

직선적으로 비례한다. 그리고 각 무차원 항력 K,K1,K2는 구 입자간의 

수력학적 상호 작용을 수치적으로 계산함으로써 얻게 된다. 

Figure 2에 구 입자의 부피 분율에 따른 무차원 항력 K에 대한 수치 

계산 결과를 나타내었다. 구의 배열이 SC, BCC, FCC 세가지 배열에 
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Figure 3. The coefficient K1 as a function of øs for each periodic array.

Figure 4. The coefficient ratio K1/K as a function of øs for the simple

cubic (SC) array of spheres. The approximates are from Eq.(39). The 

asymtotes are obtained using Eq.(39) and Eq.(40) whereas the data 

denoted by ‘Carman’ is from Eq.(35) and Eq.(39). 

Figure 5. The coefficient ratio K1/K as a function of øs for the body- 

centered cubic (BCC) array of a sphere. The approximates are from 

Eq.(39) and the data denoted by ‘Carman’ is from Eq.(35) and Eq.(39).

대해 나타내었는데 이는 기존의 연구 결과들과 일치함을 보이고 있다

[2,3,5,6]. 여기에 충전탑의 항력에 관한 식으로 잘 알려진 Carman식

[14]을 함께 비교하였다. 

( )31

10

S

SK
φ

φ

−
=

 (35)

위 Carman식은 입자의 부피 분율 øS가 높은 경우에 해당되는 데 øS가 

0.4∼0.5에서는 SC에, 0.6 근처에서는 BC, 그 이상에서는 FCC에 가깝다. 

다음으로 본 연구의 가장 중요한 부분이라 할 수 있는 K1의 수치 

계산 결과를 Figure 3에 나타내었다. K1값이 K에 비해 대략 10배 정도

의 크기를 가지고 K와 마찬가지로 øS가 작을 때는 입자의 배열 구조

에 따른 차이가 미미하나 øS가 커질수록 FCC > BCC > SC 순으로 

약간씩 더 큰 값을 보인다. 

근사적인 방법으로 K1값을 예측해 본다. 액체 막이 구 입자의 크기

에 비해 얇으므로 액체 막이 없는 상태의 식, 즉 ( )sGG KaVF φπη6= , 

에서 0haa +→ 과 Lss φφφ +→ 을 대입함으로써 근사식을 도출할 수 

있다. 
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식 (34)와 연계하면 다음의 관계를 얻는다.

s

L
d

dK

h

a
KK

φ
φ

0

1 +=
 (37)

여기서 Lφ 은 단위 셀내 액체의 부피 분율이며 다음과 같다.

( )ahddhan sL 0

2

0 0

2 881.3sin φϕθθφ
π π

== ∫ ∫  (38)

따라서 식 (37)은

s

S
d

dK
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φ
φ881.31 +=

 (39)
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Figure 6. The coefficient ratio K1/K as a function of øs for the face-

centered cubic (FCC) array of a sphere. The approximates are from 

Eq.(39) and the data denoted by ‘Carman’ is from Eq.(35) and Eq.(39).

Figure 7. The coefficient ratio K1/K as a function of øs for the case

of constant film thickness, h = h0. The approximates are from Eq.(39)

for h = h0.

Figure 8. The coefficient K2 as a function of øs for each periodic array.

우변의 첫 번째 항은 액체 막이 입자의 겉보기 크기를 증가시킨 효

과 즉 0haa +→ 이고 두 번째 항은 단위 셀 내에서 기체가 차지하는 

부피를 줄인 효과 즉 sφ−1  Ls φφ −−→1 이다. Figures 4∼6에서 구 

입자의 각 배열에서 위 식 (39)을 이용한 K1/K의 근사 결과와 엄밀한 

수치 계산 결과를 비교하였다. 근사식의 미분 항 sddK φ/ 은 수치적으

로 구한 결과를 사용하였다. 근사식의 결과들이 엄밀한 수치 계산 결

과와 합리적 수준에서 일치함을 보인다. 근사치들이 공히 약간 더 큰 

수치를 보이는 데 이는 근본적으로 근사식이 액체 막의 두께를 일정

하다고 간주하기 때문이다. 이 차이를 확인해 보기 위하여 액체 막의 

두께 θ3/20 sin−= hh  대신 두께가 일정한 0hh = 의 경우에 대해 엄밀

한 수치 계산과 근사식을 적용하였다. 그 결과를 Figure 7에 나타내었

는데 계산치와 근사치가 정확히 일치하는 결과를 보여주고 있다. 

그리고 Carman식과 함께 SC의 경우 다음의 Sangani와 Acrivos [3]

의 이론식에 근거한 근사 결과도 함께 나타내었다. 

( ) 9799.35593.17601.11
3/823/11

SSSSSK φφφφφ +−+−=
−

         )(10734.3
3/113/10

SS O φφ +−  (40) 

식 (40)은 øS가 작은 영역에서는 정확도가 높으나 øS가 증가할수

록 오차가 커지는 데 øS = 0.4까지는 엄밀한 계산 결과에 대체로 일

치하나 øS = 0.5에서 정확성이 떨어진다. Carman식을 사용한 경우 

Figure 2의 K값과 유사한 경향을 보인다.  

앞서 액체의 유입이 0=θ 에서 유출은 πθ = 에서 일어난다고 가정

하였다. 그러나 K2의 계산에서는 vL
(1)

(0)의 적분이 필요하므로 이 가

정을 그대로 적용하기에는 무리가 따른다. 따라서 액체의 유입과 유

출이 일어나는 위치를 이들 발산점 부근의 영역으로 설정하는 것이 

필요하다. K2의 계산을 위해 20/0 πθ = 로 하고 액체의 유입이 일어나

는 영역을 0θθ < , 액체가 유출되는 영역을 πθθπ <<− 0 로 정하였

다. 이는 Wild와 Potter[15]의 실험 결과에서도 적절한 설정임을 알 수 

있다. 그들은 구 입자의 정점에서 액체를 흘리면서 액체 막의 위치 별 

두께를 광학적 방법으로 측정하였는데, °= 90θ 에서 최저 두께를 보

이고 °=10θ  이하에서 액체 막의 두께가 크게 증가하는 결과를 보여

주고 있다. 따라서 액체의 도입부를 )9(20/0 °==πθ  이하로 하는 것

은 적절하며 0θθ < 와 πθθπ <<− 0 에서 액체 막의 두께와 기체-액

체 계면 액체의 유속은 다음과 같다.
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0

3/2

0 sin θ−= hh ,  sin 0

-1/3*

,  Vu LL θθ =  (41)

경계 조건에서도 이 부분을 감안하여 최종적으로 K2를 계산한 결과

를 Figure 8에 나타내었다. K2의 크기를 보면 K1과 K에 비해서도 작으

며 이들과 마찬가지로 동일 øS에서 K2의 크기는 FCC, BCC, SC의 순

이다. 

전체적으로 F
II
는 h0에 선형적으로 비례하고 h0가 구의 반경 a에 비

해 작으나 øS가 0.5이상에서는 K1/K가 10 이상으로 높아 F
I 
의 크기

에 준하는 값을 가질 수도 있는 반면,
  

F
III
의 경우 K2가 K의 1/10 수준

으로 작고
 
VL

*
도

 
VG에 비해 매우 적은 값이므로 그 크기가 F

I
과 F

II
에 

비해 매우 작다. 따라서 액체 막의 존재 자체가 항력을 상당히 증가시

키는 요인임을 확인 할 수 있다.

4. 결    론

액체가 구 표면에 막을 형성해 중력에 의해 흐르고 그 역방향으로 

기체가 구 입자를 지나는 3상계 흐름을 미시적으로 분석하여 기체 흐

름에 의해 젖은 구 입자에 미치는 힘을 계산하였다. 액체 막이 기체 

흐름에 영향을 받지 않고 기체 흐름의 관성이 무시할 정도로 작은 경

우를 고려하였다. 여기서 구 입자에 작용하는 힘은 액체 막이 없는 상

태에서 기체 흐름이 작용하는 힘(F
I
), 액체막의 존재에 의한 힘(F

II
), 

액체의 흐름에 의한 힘(F
III

)의 합으로 나타난다. 먼저 F
I
의 경우 SC, 

BCC, FCC 각 배열에 따른 계산 결과, 구의 부피 분율(øS)이 낮을 때

는 별 차이가 없으나 øS가 증가하면 FCC > BCC > SC의 순으로 계

산 값의 차이가 나타났다.  잘 알려진 Carman식은 øS = 0.4-0.5에서 

SC에, øS = 0.6부근에서 BCC, 그리고 0.7에서 FCC에 가까운 결과를 

보인다. 각각 액체 막의 겉보기 두께와 액체의 겉보기 속도에 선형적

으로 비례하는 액체 막과 액체의 흐름에 의한 항력(F
II
과 F

III
)도 구의 

배열 별로 F
I
과 유사한 경향을 보인다. 크기 면에서는 F

II
가 F

III
에 비

해 크며 øS가 0.5 이상에서는 F
II
가 F

I
에 상당하는 크기를 가질 수 있

음을 알 수 있다. 또 근사적인 방법으로 F
II
,
 
즉 액체 막에 의한 항력을 

구하였는데 엄밀한 계산 값과 잘 맞는 결과를 보인다.
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